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Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 1—29 (1954). 


Die Berechnung der Lorentz-invarianten Struktur 
der Greenschen Grundlésung der sog. allgemeinen 
Wellengleichung mittels Faltungsoperationen im 
Minkowski-Raum und seinem Fourier-Raum. 


Von 
R. HosEMANN und S. N. Baccut*. 
Herrn Professor Dr. Max von Lave zur Vollendung des 75. Lebensjahres 
in Veréhrung und Dankbarkeit gewidmet. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. Januar 19654.) 


MARCEL Riesz hat 1949 fiir hyperbolische Differentialgleichungen mittels RIEMANN- 
LiouvittEscher Integrale eine LORENTZ-invariante Lésung des Caucuyschen 
Randwertproblemes gegeben. Dabei treten gewisse Divergenzschwierigkeiten auf, 
die sich bei Verwendung von Faltungsintegralen aber véllig vermeiden lassen. In 
direkter Vorwartsrechnung gewinnt man ohne jedes Tasten eindeutig durch die 
Form der Differentialgleichung gegeben die sog. GREENsche Grundlésung, die sich 
von der GREENSchen Funktion dadurch unterscheidet, daB sie unabhangig ist von 
willkiirlichen Bedingungsgleichungen auf dem Rand und eine reelle, nur in der 
Vergangenheit von Null unterschiedliche Raum-Zeit-Funktion ist. 


I. Einleitung und Problemstellung. 

In zwei vorangegangenen Untersuchungen! wurde auf Grund von 
Faltungsoperationen eine neuartige mathematische Darstellung ge- 
wonnen, die im folgenden auf die sog. ,,allgemeine Wellengleichung“ im 
MrinkowskI-Raum angewandt werden soll. Die Vorteile dieser Betrach- 
tungsweise liegen, wie loc. cit. dargestellt, unter anderem im folgenden: 

4. Erweiterung des Differentiationsprozesses zu einem Faltungs- 
prozeB. Dadurch Beherrschung auch von unstetigen und nicht regularen 
Funktionen. 

2. Erweiterung des Integrationsprozesses zu einem FaltungsprozeB. 
Dadurch Erméglichung der eindeutigen Integration bis ins unbekannte 
,,Unendliche“. 

3. Definition des Funktionenkomplexes einer unendlichen Mannig- 
faltigkeit individueller Einzelfunktionen. Dadurch Erzwingung der Ein- 
eindeutigkeit der Fourter-Transformation bei Funktionenkomplexen. 

4. Definition des Funktionenkomplexes der Multipole, insbesondere 
desjenigen der Punktfunktionen. Dadurch Erfassung von Funktions- 
typen, die fiir eine rationelle Strukturbeschreibung unentbehrlich sind. 

* University College of Science, Calcutta, Indien. 

1 HosremMann, R., u. S. N. Baccut (1953 u. 1954): Gleichungen werden unter 
(1.44), (11.13) usf. zitiert. 
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2 R. HosEMANN und S. N. BAGcuI: 


5. Umfassende Vornahme von Rechenoperationen im FOURIER- 
Raum. Dadurch gelingt der Aufbau einer eigentlichen Funktionen- 


algebra. 

6. Quantitative Behandlung von Funktionenkomplexen, die allen 
bekannten Konvergenzkriterien nicht zu gehorchen brauchen. Dadurch 
erst lassen sich physikalische Probleme frei von numerischen Behand- 
lungsschwierigkeiten auf die einfachste und allgemeingiltigste Art 
formulieren. 

Es muB ausdriicklich betont werden!, daB die durch gewisse Faltungs- 
operationen dabei eingefiihrte Beriicksichtigung endlicher Prazisionen 
und endlicher MeBbereiche im Limes iiber jedes MaB gesteigert werden 
kann, beispielsweise die Praézision auf Werte unterhalb 107°°° cm (oder 
beliebig weniger), der MeBbereichdurchmesser auf 10*°° Lichtjahre (oder 
beliebig mehr). Irgendeine Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit der 
mittels dieser Algebra gewonnenen Ergebnisse besteht nicht?. 

Als besonders fruchtbar wird es sich erweisen, die zu bestimmenden 
Strukturen. von vornherein im MiINkKowskI-Raum zu betrachten und 
nicht etwa die Zeit lediglich als Parameter mitzufiihren, ja vielleicht 
sogar von vornherein ,,einen Zeitfaktor abzuspalten“?. Natiirlich ist 
es an sich, wie die klassische spezielle Relativitatstheorie lehrt, nichts 
Neues, nach Minkowskls Entdeckung (1910) irgendwelche Gleichungen 
LorENTz-invariant als sog. ,,Weltgleichungen“ zu formulieren. In der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen hat sich ein derartiges 
Vorgehen erstaunlicherweise aber noch nicht eingebiirgert*. Der Grund 
dafiir ergibt sich aus der folgenden Untersuchung dadurch, da8B die 
mathematische Formulierung vieler wichtiger Funktionen nach der 
klassischen Funktionentheorie auf untiberwindliche Schwierigkeiten 


1 Herrn Professor BosE, Calcutta und Herrn Professor DinGuas, Berlin, sind 
wir fiir diesen Hinweis zu Dank verpflichtet. 

* Allerdings werden damit mancherlei mengentheoretische Eigenschaften 
irgendwelcher Funktionen oder Funktionale als zu einem Funktionenkomplex zu- 
gehérig zusammengeschlossen, ohne daB dann noch eine Méglichkeit besteht, der- 
artige Feinheiten in Rechnung zu stellen. Fir alle physikalischen Probleme sind 
diese Feinheiten allerdings ohne Bedeutung. 

* Die tibliche Wellenmechanik beniitzt diese sehr bedenkliche Spezialisierung 
auf gewisse Funktionenklassen, beispielsweise die zeitabhangige und zeitunabhan- 
gige ScHROpINGERsche Wellenfunktion, von vornherein und gibt damit a fortiori 
einen groBen Teil der Allgemeingiiltigkeit ihrer SchluBfolgerungen auf. Vel. hierzu 
auch die dasselbe kritisierenden Bemerkungen von DE BROGLIE (1953a). 

4 Vel. hierzu z.B. SOMMERFELD (1947) oder SNEDDON (1951), wo eine Behand- 
lung im dreidimensionalen FourIER-Raum geiibt wird, jedoch im pseudoeuklidi- 
schen vierdimensionalen FourrER-Raum vollig unterbleibt. Vgl. dagegen aber die 
Untersuchungen von Riesz (1937, 1949), die auf einer LoRENTz-invarianten R1IE- 
MANN-LiovuviLLEschen Integralgleichung aufbauen, dabei aber weder Punkt- 
funktionen noch Faltungsoperationen benutzen und deshalb gleichfalls nicht zur 
endgiltigen Lésung fiihren, 
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st6Bt, die sich erst durch den Begriff der Funktionenkomplexe, ins- 
besondere den der Punktfunktionen iiberwinden lassen. Auf die Be- 
deutung der Minkowsxischen Betrachtungsweise aber weist MENGER! 
aufs neue hin. In Abschnitt II wird zuniachst in Erweiterung zu den 
friiheren Untersuchungen I, II ein Funktionenkomplex im MinKowskI- 
Raum und seine FourrER-Transformierte im MINKowskI-FourIER-Raum 
definiert. Abschnitt III beschaftigt sich mit den Funktionenkomplexen 
der Multipole, insbesondere auch mit der Vor- und Nachkegelschalen- 
funktion und der Rotationshyperboloidschalenfunktion. In Abschnitt IV 
wird die allgemeine Wellengleichung und ihre GREENsche Grundldsung 
sowie ihre Entartung, die Schwingungsgleichung, als Faltungsprodukt 
mit dem vierdimensionalen LapLAce-Multipol definiert und besprochen. 
Abschnitt V gibt die Berechnung der raumzeitlichen Struktur der GREEN- 
schen Grundlésung. 

Eine physikalische Interpretation der gewonnenen Ergebnisse ebenso 
wie die Anwendung des GREENschen Satzes zur Lésung des Randwert- 
problems erfolgt jedoch erst in einer spateren Untersuchung. 


II. Funktionenkomplexe im MINKOWSKI-Raum 
und seinem FOURIER-Raum. 
Es sei x der Ortsvektor im dreidimensionalen physikalischen Raum?, 
c die Lichtgeschwindigkeit, ¢ die Ortszeit, sg, s,, Sy, S3 vier orthogonal 
zueinander stehende Einheitsvektoren und i=\//-1. Dann spannt nach 
MINKOwSKI (1910) der Vierervektor 
3 
Rit 4 CLS, =), %j Si Te ey) (1) 
j=0 
ein vierdimensionales ,,pseudoeuklidisches‘‘ Kontinuum, die sog. ,,MIN- 
KOWSKIsche Welt“ auf, die im folgenden kurz x- oder MINKOwskI-Raum 
genannt werden soll. 
Der Vierervektor x ist kovariant und unterliegt darum der LORENTz- 
Transformation. Multipliziert man ihn mit sich selbst skalar, so erhalt 
man damit eine Invariante: 


oP = x — (ct). (2) 


1 MENGER (1949) sagt hierzu unter anderem: ,,The relativity theorie of the 
future may seek to formulate intrinsic relations between lines of general metric 
spaces without reference to any arbitrary chosen frame. In connection with this 
prophecy, I venture to elaborate Minkowsk's dictum that the laws of nature may 
find their most perfect expression in the statement of relations between world- 
TM ES yore pie 

2 Viele Vektoren, insbesondere die Ortsvektoren v, b und die Vierervektoren 
x, b werden im folgenden einfachheitshalber und im Anschlu8 an EwaLp (1940) 
durch lateinische Buchstaben gekennzeichnet. Alle unterstrichenen GréBen sind 


Vierervektoren. 


4* 
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Ist dieser Ausdruck positiv (negativ, null), so wird der Vierervektor x 
raumartig (zeitartig, lichtartig) genannt?. Das Volumelement im MIn- 
KOWSKI-Raum ist gegeben durch 


dv, =1cdtdv,, (3) 


wobei dv, ein Volumelement im dreidimensionalen physikalischen Raum 
ist. Bekanntlich ist auch dv, invariant. Es werden weiterhin zwei 
LorENtz-invariante skalare Hilfsfunktionen /,(x) und /,(x), genannt 
Prazision und Mefbereichgestaltfunktion? im MinKowskI-Raum defi- 
niert*: 


ila) =0 finpallernix® 2107220) (4) 

wobei stets 
fiz) du. =1, (5) 
fo(x)=41 fiir alle xa* = %,. (6) 


Dabei kennzeichnet 6x, x,, die Linearausdehnung des Prazisions- und 
MeBbereiches. Im Limes 6x0 enthalt f, auch die Diracsche 6-Funk- 
tion’, /, dagegen entspricht véllig dem von SOMMERFELD (1891) ein- 
gefiihrten ,,Konvergenzfaktor“. Ist g(x) irgendeine LORENTZ-invariante 
Ortsfunktion, so werden die folgenden Integralfunktionen definiert : 


ee, 6t) fies, Gi) ee d(C r(x, *| : (7) 
Tyee (ey Ctl =e) 2 Cl ee od el Oneal (8) 
Se(x) =f g(x) eR" 2 dv, =G(b). (9) 
Dabei gilt 
3 
Dissa bingh 7 Soe Dil Se by =i, (10) 
(bx) =bx—vt; dv, =idv,—dy. (11) 


Die zeitartige Transformation %» von g ebenso wie die raumartige Trans- 
formation %3 von g fiihrt nach (7) und (8) zu den sog. ,,Mischtransfor- 


1 Jeden Vierervektor a mit a2=0 nennt Riesz (1949) entsprechend ,,vecteur 
de lumiére.‘‘ 

» EwaLp (1940) hat gezeigt, welche auBerordentliche Hilfe derartige Gestalt- 
funktionen bei der Berechnung von Strukturen bieten. 

8 f, entspricht der Funktion # der friiheren Untersuchungen I, II, wabrend is 
dort s genannt wurde. 

4 Es sei auch hier ausdriicklich betont, daB bei diesem Limes die Funktions- 


folge der f, ungleichmaBig gegen die 6-Funktion konvergiert. Insbesondere ist 
die bekannte Definition nach Dirac 


O(*) =0 fiir alle x+0; fd(x)dx =1 


ungeeignet als Ausgangspunkt fiir eine Funktionenalgebra. 
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mierten"’, die in der theoretischen Physik eine groBe Rolle spielen und 
weder zum MinkowskI-Raum noch zu seinem FourtEr-Raum gehéren. 
Im Gegensatz dazu fiihrt die Minkowsk1-Transformation § nach Gl. (9) 
zu einer Ortsfunktion G(b) im vierdimensionalen pseudoeuklidischen 
MINkKowskI-Raum, der von dem Vierervektor 0, definiert in Gl. (10) auf- 
gespannt ist. Er setzt sich zusammen aus dem bekannten dreidimensio- 
nalen Wellenzahlvektor 6 und enthalt als zeitartige Komponente die 
durch die Lichtgeschwindigkeit dividierte Frequenz » des durch ,,Fou- 
RIER-Synthese“ darstellbaren raumzeitlichen Vorganges g(x). Die 
Inverstransformation ist definiert durch 


Bot G (6, % = { G(e, (omeS =I'(b, ct), (12) 
B51 (6, : [eé 7 (b, Z)et8ntO9 dv, = P(x, 2), (13 
FG (b a ={G(b)e +221 (b x) dv, Stabe (14) 


Fiir stetige Funktionen oder solche mit normierter Fluktuation gilt?: 


fg tsetd(et) = ['(%.0) = B+ G (8,0), (15) 
f g(x, ct) dv, = F'(0, ct) = 8 *G(0, 2), (16) 
{ els, ct) dod Ct) = C(O, 0}. (17) 


Ebenso gilt fiir Funktionen mit gewissen Konvergenzeigenschaften 


ow 1G=G; o (Ok =8s (18) 
Wo 03 = Us Oo = UV; O03 =3 0 =o - (19) 


Fiir andere geeignete Funktionsklassen! gilt fernerhin das sog. Faltungs- 
theorem der FourreR-Transformation: 


& &1 82 = GG; Bb, = O1Ge, (20) 
falls gilt 
Gy = Gh; Gy = 8 &2- (21) 
Dabei ist das vierdimensionale Faltungsprodukt definiert durch 
£182 = 6201 = S aly ) 82(% — y) dry, (22) 
G, Gz =G,G, = f G,(c) Ga(b — 0) dv, (23) 


1 Es wird weiter unten bewiesen werden, daB all diese Relationen allgemein 
giiltig sind, sobald man sich nur beschrankt auf die Eigenschaften der Funktionen- 
komplexe, zu denen die individuellen Funktionen g, G gehoren. 
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Hierbei ist y bzw. c ein bei der Integration tiber den ganzen MINKOWSKI- 
Raum bzw. seinen FourrER-Raum laufender Viererortsvektor mit dem 
invarianten vierdimensionalen Volumelement dv, bzw. dv.. Die M1N- 
KOWSKI-Transformierten der in den Gln. (4) bis (6) definierten Hilfs- 
funktionen werden MeBbereichgestaltfunktion /, und Prdazision Fy 
genannt?. 


oh =F, (4); Oh, =14,(2). (24) 


Bezeichnet wieder analog wie in (4) und (6) 68, 6,, die lineare Ausdehnung 
der Prazision F, bzw. der MeBbereichgestaltfunktion f, im FOURIER- 
Raum, so folgt aus (4) bis (6) nach allgemein bekannten GesetzmaBig- 
keiten der Fourter-Transformation [vgl. dazu (15) bis (17)] 


F,(b)=0 fir 0bb*>(5d)2>0, (25) 
f Fdu,=1, (26) 
F,(b)=1 fir alle bo*< 22, (27) 
6b+%, 1) Ox, 1. (28) 


Je ausgedehnter also der MeBbereich, je gréBer also die Linearausdeh- 
nungen %,,, b,, Sid, um so punktférmiger sind die Prazisionsfunktionen 
f,,4. Ein Funktionenkomplex g, G ist definiert durch 

g(x) = im lim (8) * fe, (29) 


dx—>0 6b->0 


G(b) = lim lim (F,G,) “Fy. (30) 


6x>0 d6b>0 


Im Fall dieses Grenzwertes gilt dann stets 


(2) fe =h(@rfe)» (34) 
(F, G.)- Fy =K(G,F). (32) 


Denn ob man die individuelle Funktion g,, G, zuerst mit der punkt- 
formigen Prazision /,, J faltet, also in 6x, 6b-Umgebungen verschmiert 
und dann durch Multiplikation mit dem Konvergenzfaktor /,, F, auBer- 
halb des MeBbereiches, naémlich ,,im Unendlichen“ gewissermaBen ,,ab- 
schneidet“, ist in diesem Falle ohne EinfluB auf die GréBe g, G. Daritber 
hinaus gibt es eine unendliche Mannigfaltigkeit individueller Funk- 
tionen g,,G,, die sich lediglich mengentheoretisch voneinander unter- 
scheiden, in (29), (30) eingesetzt aber zum selben Resultat g, G fiihren. 
Die individuellen Funktionen g,,G, des Funktionenkomplexes g, G 
unterscheiden sich voneinander, so kann man es auch ausdriicken, nur 


1 Man beachte den Wechsel der Indizes in Gl. (24); fiir F, wurde an anderer 
Stelle (II) das Zeichen H genommen. 
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innerhalb ,,Null-Umgebungen“ 6x, 6b und im ,,Unendlichen“ jenseits 
der MeBgrenzen x,,, b,,7. Nach dem Faltungstheorem (22), (23) gilt, 
falls man zunachst fiir die Funktionen j,, fy, g,,/,, Fy, G, geeignete 
Vertreter auswahlt: 


O(1 8) fe = (GH). (33) 
Also folgt aus (29) bis (33) fiir alle g,, G, der Funktionenkomplexe g, G 
Os=G; YiG=g. (34) 


Dabei ist es, wie gesagt, vom physikalischen Standpunkt aus uninteres- 
sant, welche speziellen Funktionen g,, G, man in (31) bis (33) substitu- 
ieren mag, sofern man nur die Null-Umgebungen 6x etwa kleiner als 
10-9 cm und den MeBbereich x,, gréBer als 10% Lichtjahre wahlt. 
Ahnlich wie in der gewohnlichen Algebra das Einfiihren der Zeichen- 
rechung groBe Vorteile brachte, so wird auch die Funktionentheorie 
durch diese Faltungsoperationen erst zu einer eigentlichen Funktionen- 
algebra, in der man an ganzen Funktionenkomplexen g, G irgendwelche 
mathematischen Operationen vornehmen kann, ehe man sich unter Zu- 
hilfenahme spezieller analytischer Ausdriicke g,, G, in allzu detaillierte 
numerische Berechnungen verliert. Eine besonders wichtige Rolle 
spielen bei diesen Funktionenkomplexen die Punktfunktionen und 
Multipole. Der nachste Abschnitt wird sich mit einigen ihrer Eigen- 
schaften im vierdimensionalen pseudoeuklidischen Fall beschaftigen. 


III. Multipole im MINKOWSKI-Raum und seinem FOURIER-Raum, 
insbesondere der Vierergradienten und LAPLACE-Multipol. 
Auch der Begriff des Komplexes der Punktfunktionen P(x), P(6) ist 
nach I und II ein relativer: Zu ihm gehort jede Funktion, die nur in 
einer 60-Umgebung, die klein ist gegeniiber der oben diskutierten 
6-Umgebung von null verschiedene Werte hat: 
Py SOW fir) ext (dbx) Oo; P(e) de 1-) 35) 
P(b)=0 far Bb*> (66b)2>0; f-P(b)dv,—1;) 
mit 
O= 00% Ox, 0<66b< 6b. 


Weniger scharf ist die folgende, durchaus auch ausreichende Definition 
[vg]. I (36) bis (38)]: 

Pht Ph. (36) 
+ Man beachte, daB , Null-Umgebung“ wie ,, Unendlichkeitsbegriff‘‘ in der hier 
gegebenen Darstellung nur etwas Relatives bedeuten. Denn der GrenzprozeB (29), 
(30) beschaftigt sich nicht auch mit der singularen Stelle 6%=0, 6b=0. Diese 


Bescheidung in der Definition des Funktionsbegriffes tragt reiche Friichte: Alle 
Gln. (7) bis (34) und viele andere aus ihnen abgeleitete haben fiir die betreffenden 


Funktionenkomplexe g, G volle Giiltigkeit. 
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Diese Definition soll im folgenden stets zugrunde gelegt werden. (35) 
wie (36) definieren eindeutig den relativen Begriff des Komplexes der 
Punktfunktion im x- und b-Raum. Beispielsweise ist 


Piei—c,\. Pict cp — 0) erie ol hae 37) 


Pci et a et) =r 


eine ,,eindimensionale Punktfunktion zur Ortszeit t=?,. Sie stellt 
somit im MinKowskI-Raum eine zur Zeitachse senkrecht stehende 
dreidimensionale Ebene dar, die die Zeitachse bei ¢=¢, schneidet und 
lings ihrer ganzen Flache das normierte Gewicht 1 hat. Umgekehrt 
stellt die dreidimensionale Punktfunktion 


P(x — %,); tae fir |x—-x,|>66x | 38) 


eine parallel zu der Zeitachse liegende Gerade dar, die durch den Welt- 
punkt (x,,0) geht und tiberall ein zu 1 normiertes Gewicht hat und 
zweifellos ist 


P(x — x,) + P(ct — ct,) = P(x — %,); Xq = Xq + 1 Cty So (39) 


wieder eine vierdimensionale Punktfunktion entsprechend (35) im 
Weltpunkt « =x,, die sich algebraisch als Produkt der eindimensionalen 
Punktfunktion (37) mit der dreidimensionalen Punktfunktion (38), 
geometrisch als Schnittpunkt der durch (37) dargestellten dreidimensio- 
nalen Ebene mit der durch (38) dargestellten Geraden gewinnen 1laBt. 
Wahlen wir zwei dicht beieinander liegende vierdimensionale Punkt- 
funktionen mit entgegengesetzt gleichem Gewicht 1/2y, —1/2¥, so ist 


P(e) = Pet ¥s) —P(x—ys)ls lvl <dx;. (69a) 


der sog. ,, nach s, gerichtete Dipol‘‘ am Orte x =0. Dabei ist y irgendeine 
reelle oder komplexe skalare GréBe und s, ein Einheitsvektor in irgend- 
einer Richtung des vierdimensionalen Minkowski-Raumes. s, kann 
raum- oder zeitartig sein. Ist insbesondere die aus dem Punktfunktionen- 
komplex gewahlte individuelle Funktion P stetig und |y| gentigend klein 
gegentiber ihrer integralen Breite, so stellt (39a) die partielle Ableitung 
von P in Richtung s, dar. Ist umgekehrt 0 <6 6x <|y|<O6x, so liegen 
beide Pole deutlich separiert auseinander?. Alle diese mannigfachen 
Dimensionierungen liefern stets nur Dipole P™, die durchaus zum selben 


* Genannt erste Dimensionierung in II. 
* Genannt zweite Dimensionierung in IT. 
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Funktionenkomplex (39a) gehéren. Aus (35) und (36) folgt stets fiir jeden 
Funktionenkomplex g 


————— 


f g(x) P(x—x,)dv,= g(x); g(x) P(x—%,) =g(x—%,). (40) 
Faltet man dagegen g mit dem durch (39a) gegebenen Dipol, so folgt ganz 
entsprechend 


0g (% — Xa) 


Cd Soa A rae ra me (41) 


Dies ist nichts anderes als die partielle Ableitung von g nach x, am Orte 
x = x,. Wie man aus der linken Seite aber erkennt, ist sie definiert 
auch fur beispielsweise unstetige Funktionen g. Durch diese Faltungs- 
operation wird also der rechtsstehende nur fiir stetige Funktionen an- 
wendbare Differentialausdruck in entscheidender Weise erweitert. Wenn 
im folgenden bisweilen die rechtsstehende Schreibweise einfachheits- 
halber und weil sie eingebiirgert ist, benutzt wird, so bedeutet dieses 
im Sinne der dargestellten Funktionenalgebra doch keinesfalls eine Be- 
schrankung auf ,,einmal differenzierbare’ Funktionen g. Auch den 
Vierernableroperator kann man entsprechend (39a) durch vier orthogonal 
zueinander gerichtete Dipole definieren [vgl. hierzu (1) und (10)]: 


3 
Pah PU S, (42) 


Der Vierergradient von g stellt sich also als nichts anderes heraus als 
das folgende Faltungsprodukt: 


3 
7. tt) 
EEN PROM Be et (43) 
r=0 


Natiirlich ist auch hier der durch die Faltung dargestellte Ausdruck weit 
allgemeiner als der durch den iiblichen Vierernableroperator in (43) 
rechts gekennzeichnete Ausdruck, setzt er ja auch hier keinerlei Voraus- 
setzungen fiir die Stetigkeit von g voraus. Einfachheitshalber werden 
wir im folgenden gelegentlich auch die iibliche Schreibweise anwenden. 
In gleicher Weise definiert man, was hier nicht naher ausgefthrt zu 
werden braucht, den gerichteten Dipol (39a) und den Vierernablerope- 
rator (42) auch im MrnKowsk1-FouriER-Raum. Aus (9) und (40) folgen 
weitere wichtige Beziehungen: 


OP(s— 5A — g—27i (baa). % PO ee a pee (44) 


Dabei ist natiirlich zum Beispiel — 227 x auch wieder nur eine spezielle 
(in diesem Falle méglichst einfache) Funktion g, eines Funktionenkom- 
plexes, der nur innerhalb des durch /,(%) gegebenen MeBbereiches 
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linearen Charakter hat, ,,im Unendlichen“ aber unzahlige Freiheits- 
grade aufweist. GroBe Bedeutung hat auch? 


4 fiir alle ct >0 
CD) 46 
oe ‘ fi, alle ot Oe me 
Denn es gilt nach I, (78) und (79): 
—_— t 
g(x) PO (et) = J g(x, c 8) d(c 9), (47) 
Bg ie mae 0) -——.. (48) 


.?v 
Pop Bi 
c 


Das rechts in (47) stehende partielle Integral ist klassisch definiert nur, 
falls g nach — co zu geniigend schnell gegen null konvergiert. Im Gegen- 
satz dazu ist das in (47) linksstehende Faltungsprodukt eindeutig fiir 
einen g-Komplex definiert, gleichgiiltig welches die Werte von g ,,im 
Unendlichen‘‘ sind. Somit findet auch der IntegrationsprozeB durch 
Faltungsoperationen genau so wie der DifferentationsprozeB durch 
Faltungsoperationen eine entscheidende Erweiterung. Ohne miBver- 
standlich zu werden, werden wir uns im folgenden bisweilen auch des 
rechts im (47) stehenden in seiner Giiltigkeit enger begrenzten Aus- 
druckes bedienen. (48) rechts stellt den Integraloperator der partiellen 
Zeitintegration? dar. Man beachte, daB ein Integraloperator stets zwei 
Summanden aufweist: Eine Punktfunktion mit dem Gewicht } und eine 
reziproke Ortsfunktion, multipliziert mit + 1/227. Bildet man die Fov- 
RIER-Transformierte von (47), so entsteht nach dem Faltungstheorem 
(20) im FourtER-Raum einfach das Produkt vom Integraloperator (48) 
mit G. Bildet man die FourreR-Transformierte von (43) links, so ent- 
steht in gleicher Weise nach demselben Faltungstheorem das Produkt 
aus dem links in (45) stehenden Differentialoperator mit G. Differenta- 
tion und Integration im MiInkowskI-Raum entsprechen eineindeutig 


1 In der elektrotechnischen Literatur ist diese Funktion als_,,EinheitsstoB‘‘ 
bekannt. 

® Das Vorzeichen des zweiten Summanden in (48) ist umgekehrt wie (I.80). 
Das hat seinen Grund in der im Vorzeichen gleichfalls anderen Definition (7), 
die gewahlt werden muBte, damit fiir den Vierervektor b in (10) der zweite Summand 
ein positives Vorzeichen hat. Es wird sich spater herausstellen, daB Gl. (10) nach 
Multiplikation mit dem PLanckschen Wirkungsquantum einen Energie-Impuls- 
vierer liefert 


hb=p=pti~ sy, 


dessen zeitartige Komponente in der tiblichen MrnKowsxkischen Darstellung stets 
ein positives Vorzeichen aufzuweisen hat. Auf diese Weise werden alle Gleichungen 
am ubersichtlichsten. 
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Multiphikationen im Mrnkowsk1-Fourrer-Raum. Hierauf basiert die 
gesamte Operatorenrechnung fiir raumzeitliche Probleme. 

Von Bedeutung sind noch die folgenden Relationen, die man leicht 
nachpriift (vgl. hierzu auch Anhang III von I): 


le CaS : SS € skalare Gr6Be (49) 


2c P(g — ct) — P(E—c) + P(E +c). (50) 


Insbesondere erlangen die folgenden eindimensionalen Punktfunktionen, 
die sich aus (49) und (50) sofort errechnen lassen, eine groBe Bedeutung: 


RHS (b) = P(* + a2) = 37 | P(w— Zw.) — P(u + 2a, | 


2u 
c v iD (54) 
= |P(—we)+P(t-+en) | 

VNS (x) = P(x*) = — [P(r — ct) —P(r + cf], (52) 


ime) — 7; [o| =a; w, = |/1 ee 7 w= 1 +(2Y. (53) 


(52) ist nichts anderes als eine Funktion, die nur auf der Oberflache des 
Vor- und Nachkegels vom x =O von null verschiedene Werte hat und 
wird daher Vor-Nachkegelschalenfunktion VNS genannt, wobei diese 
Schalen mit 1/27 bzw. — 1/27 gewichtet sind. (51) ist in gleicher Weise 
eine Rotationshyperboloidschalenfunktion RHS, falls « eine reelle 
Invariante ist. Geht diese gegen null, so entartet auch (51) in eine 
VNS-Funktion. 

Ein Tripol ist als Faltungsprodukt zweier Dipole (39a) definiert. 
Man erhalt sofort 


age LP E+ 275) —2P(z—0) + Plx—2ys)]. (54) 


PP (x) = FY PY = 


Faltet man diesen Tripol mit g, entsteht entsprechend (41) eine Erwei- 
terung der zweiten partiellen Ableitung g nach x, auch fiir unstetige 
Funktionen g, insbesondere ergibt das Faltungsprodukt des Nabler- 
operators (42) mit sich selbst den vierdimensionalen LaPpLace-Ope- 


rator: 


(55) 


era elt ees z.B. SNEDDON (1951), der allerdings noch nicht die M1nKowsk1- 
Transformierte und die Multipole benitzt. 
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Natiirlich ist auch hier wieder der linksstehende Ausdruck weit allge- 
mein giiltiger als der rechtsstehende, doch werden wir vom letzteren 
der Einfachheit halber Gebrauch machen, ohne im einzelnen darauf auf- 
merksam machen zu miissen, daB dieser Differentialausdruck auch fiir in 
der zweiten partiellen Ableitung unstetige Funktion g wohl definiert ist. 


IV. Definition und Integralwerte der LORENTZ-invarianten 
GREENschen Grundlosung der sog. allgemeinen Wellengleichung. 


Betrachtet sei aus gewissen, hier nicht darstellbaren Griinden die 
folgende homogene vierdimensionale partielle Differentialgleichung ersten 
Grades und zweiter Ordnung der skalaren LoRENTz-invarianten GréBe! 
Me V2 — An? 0? € =0; o=—-=reell (56) 

= é Ax 

(verallgemeinerte Wellengleichung nach CoURANT-HILBERT). 
Dabei ist A x eine reelle Invariante von zunachst unbekannter physika- 
lischer Bedeutung?. Fiir «0 geht (56) tiber in die sog. Schwingungs- 
gleichung: 

V2e—0. (57) 
Gl. (56) werde aus gleichfalls erst spater ersichtlchen Griinden ,,unge- 
stérte Wellengleichungen“ genannt. Dabei kann in (56) und (57) der 
LapLaceE-Operator entsprechend (54) und (55) auch als Faltungsprodukt 
mit dem LapLace-Dipol ausgedriickt werden. Die gesuchte Lésungs- 
mannigfaltigkeit fiir e(”) wird dann also auch derartige unstetige Funk- 
tionen liefern konnen. Die GREENschen Grundlésungen y (%), (x) dieser 
beiden Differentialgleichungen werden nun dadurch definiert, daB sie 
statt ¢ in (56) bzw. (57) eingesetzt eine vierdimensionale Punktfunktion 


liefern °. Vey — 4? 0? y = P(x — 0), (58) 
a“ V2) =P(x — 0). (59) 


1 Im dreidimensionalen Fall entspricht (56) rein formal bis auf das falsche Vor- 
zeichen einer ,,freien Schwingung‘‘ mit dem ,,Eigenwert‘‘ k 
Veu+k?u=o0; V2 — div grad, 

die als Spezialfall aus der allgemeinen Schwingungsgleichung V2 mit demselben 
Eigenwert k hervorgeht. Es wird sich spater herausstellen, da in (56) auch die 
Invariante « einen Eigenwert darstellt. Dr BrRoGLir (1953b) behandelt eine ahn- 
liche Wellengleichung (56), doch setzt er statt — o bei sich «? ein. In einer spateren 
Untersuchung wird Gl. (56) aus bekannten Gleichungen abgeleitet und ihre zen- 
trale Bedeutung fiir die Physik bewiesen. Riesz (1949) diskutiert eine (56) ent- 
sprechende lineare Wellengleichung, die auSerdem noch einen inhomogenen Anteil 
und die ersten partiellen Ableitungen von ¢ enthalt. Derartige Differentialglei- 
chungen nennt HaDAMARD (1932) ,,partielle lineare Differentialgleichungen yom 
normalen hyperbolischen Typ“. 

* Ihre physikalische Bedeutung wird in einer spateren Untersuchung gefunden. 

3 Die Gln. (58) und (59) definieren die Eigenschaften von 9) pena Onte 77 —=0) 
eine vierdimensionale ,,Einheitsquelle‘‘ aufzuweisen. In der Literatur wird unter 
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Die Bedeutung der Definitionsgleichungen (58) und (59) erkennt man 
sofort, wenn man den bekannten GREENschen Satz vierdimensional als 
Weltgleichung formuliert?: 


EER TS 


V (ul w—wPu) uP Vw —wP Pu. (60) 


Setzt man hier «=e, w=y bzw. yg, so erhalt man bei Integration iiber 
die Weltvolumen v,, das den Punkt « =0 mit enthalt, aus (56) und (59) 
die folgenden Relationen2: 


(0) = J (e Vy —yVe) dk, (61) 
(0) =J le V7) —yoW 8) dF. (62) 


Dabei kennzeichnet der Index null den Spezialfall «0. Da die For- 
meln in allem dieselben bleiben, eriibrigt sich im folgenden die gesonderte 
Diskussion dieses Spezialfalles. Weiterhin ist F, die dreidimensionale 
Oberflache des Weltvolumens v, mit dem Oberflachenelementvierer UE. 
der raumartig (zeitartig) die Form annimmt r 


ala GP cat: al, = —144, Sy, (62a) 


wobei im ersten Fall dF, das zweidimensionale Oberflachenelement des 
dreidimensionalen Volumens v, als nach auBen weisenden Dreiervektor 
darstellt, wahrend dv, wie iiblich ein dreidimensionales Volumelement 
ist. Durch Gl. (61) und (62) ist gezeigt, daB sich ¢ im Weltpunkt x =0 
aus seinen Werten langs einer diesen Weltpunkt umhiillenden drei- 
dimensionalen Oberfléche berechnen 1laBt. Offensichtlich sind die 
Definitionsgleichungen (56) und (57) also sinnvoll. Was allein noch fehlt, 
ist eine weitere Zusatzbedingung derart, daB zur Errechnung von é¢ im 
,Aufpunkt‘‘ P am Weltorte x =O seine Randwerte langs einer Ober- 
flache ausreichen, die in der Vergangenheit dieses Aufpunktes P liegt. 
Man kommt dadurch zu der Zusatzbedingung (65), wobei die Zerlegung 


einer GREENschen Funktion im allgemeinen eine solche verstanden, die entweder 
auf einer Oberflache F, oder deren Gradient normal zu dieser Oberflache ver- 
schwindet oder die auch gewisse Bedingungsgleichungen U (e) fiir die Lésungs- 
mannigfaltigkeit ¢ zu erfiillen hat *. Die folgenden Definitionsgleichungen (63) bis 
(65) definieren also eindeutig eine GreENsche Grund'ésung y bzw. 7 unabhangig 
von der speziellen Form der Oberflache fy . 

1 Diese LorENtTz-invariante Fassung findet man z.B. auch bei Riesz (1949). 

2 In einer folgenden Untersuchung wird gezeigt, daB die Gln. (61) und (62) 
eine auBerordentliche Verallgemeinerung und Vereinfachung des KrrcHHorrschen 
Gesetzes der Beugungstheorie darstellen und die retardierten Potentiale in all- 
_ gemeiner wie auch in der speziellen, von LIfNHARD-WIECHERT gegebenen Form 

enthalten. 
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(63) zweckmaBig ist?: 
Vie an (63) 


(Pi, — 42202) =P(x—0); (Ph y,— 4% aPy)=0, (64) 
y(x,ct)=0 fiir f> 0 und iiberall reell. (65) 


Offensichtlich enthalt y nach (63) also zwei Summanden, deren erster 
nach (64) die Einheitsquelle beherbergt, wahrend der zweite die Wellen- 
gleichung identisch in « erfiillt. Die in (65) schlieBlich gegebene Zusatz- 
forderung, daB y tiberall reell ist, ergibt sich daraus, daB auch «¢ als eine 
zwar noch unbekannte physikalische GréBe iiberall reell angenommen 
wird. Es wird im folgenden bewiesen, da durch diese Bedingungs- 
gleichungen (63) bis (65) die gesuchte GREENSche Grundlésung y eindeutig 
festliegt, womit dann auch das in (61) und (62) formulierte Randwert- 
problem einen physikalischen Sinn bekommt. Dies ist umgekehrt auch 
ein gewisses Argument dafiir, daB die Gl. (56) zumindest nicht physi- 
kalisch sinnlos ist. Doch soll es nicht Aufgabe dieser Untersuchung sein, 
in die nun zu ergriindenden mathematischen Zusammenhange einen 
physikalischen Sinn hineinlegen zu wollen®. 


Zunachst werden die folgenden MInKowskiI-Transformierten definiert : 


Be=E(b); FA=Glb)i Fy =G,(b), (66) 
Soy = 83'G =I (x, -), (67) 
a VS Opa ee LO net). (68) 


Wahrend (66) also Volltransformierte definiert, sind durch (67) und (68) 
die schon in (7) und (8) besprochenen Mischtransformierten gekenn- 
zeichnet 8. 


1 Gl. (65) benutzt auch RiEsz (1949), statt (64) aber ein Rr1EMANN-LIOUVILLE- 
sches Integral J?, wobei auch die Punktfunktion fehlt: V?J2=1. Gl. (64) allein 
findet man in ahnlicher Weise bei JoRDAN-PauLt (1928) und bei Drrac (1934) mit 
¥1=0, wobei y, nach zusatzlichen Randbedingungen geniigt und D-Funktion ge- 
nannt wird [vgl. Gl. (79) unten]. 

2 Es ist bemerkenswert, da in der Literatur die Formulerung derartiger 
Definitionsgleichungen (63) bis (65) fehlt und die Gewinnung der GrREENschen 
Grundlésung darum meistens tastend erfolgt. Riesz (1949) schildert die sich fiir 
die heutigen Theorien ergebende Sachlage wie folgt (S.95): ,,En s’experimant 
d’une maniére générale et assez vague, on entend par solution élémentaire d’une 
equation linéaire aux dérivées partielles une function V qui, dans une certaine 
région, satisfait 4 ]’équation sans second membre et admet, dans un certain point 
une singularité d’un ordre d’infenitude convenable.‘‘ Gleichzeitig verweist er auf 
die noch prazisere Beschreibung dieses vagen Sachverhaltes bei HADAMARD (1949), 
Seis bishHis4s 

3 In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen [vgl. SoMMERFELD 
(1947), S. 50] findet man folgende Ansitze fiir Einheitsquellen : 
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Zerlegt man y in einen zu x=0 geraden Anteil y, und einen ungeraden 
Anteil y,, so folgt aus (65) zwingend: 


| Pa a Me = 2y,PU0 = ct) =) Pe (= ct) (69) 
mit 
VAX) =Ve(—*);  Yul(*%) = — Yul— 2). (70) 


Gerader und ungerader Anteil sind also in der Vergangenheit identisch 
miteinander, in der Zukunft aber einander entgegengesetzt gleich. Die 
Transformation von (56) und (64) fiihrt mit Hilfe von (45), (54) und (20) 
sofort auf: . 


(2 + a2) E(b) =0, (71) 
— 422(b? + 02) G(b) =1, (72) 
(0? + 02) G,(b) =0. (73) 


E und G, sind also Funktionen, die entsprechend (51) nur auf den Ober- 
flachen der Rotationshyperboloide 6?+«%?=0 von null verschiedene 
Werte haben diirfen. Sind E,(b), G,,(0) irgendwelche unbekannte Hilfs- 
funktionen im J-Raum, so miissen sich die beiden genannten Funktionen 
also mit Hilfe von (51) in der folgenden Form darstellen lassen: 


E(b)=£,(b)-RHS(b);  G,(2) =G2,(2) RHS(2). (74) 
Dagegen folgt aus (72): 
Ne reer (75) 


Wir beweisen nun, daB y, stets den in x geraden Anteil y, und y, stets 
den in x ungeraden Lésungsanteil y, vollstandig enthalt: 


we, Ve= Yur (76) 
eindimensional: zweidimensional: dreidimensional: vierdimensional: 
ey oe 1 1 4 1 
1 ie eel eke bad %| = — —]lg— — —- —_ 
Qt k 2m ar 47 4a RR 


Besonders bemerkenswert ist es, daB der vierdimensionale Ansatz in einer Form 
diskutiert wird, als ob die vierte Dimension gleichfalls reell ware. Dadurch geht 
das Wesentliche der MinKowskischen Idee verloren. Kein Wunder darum, wenn 
ein derartiger Ansatz physikalisch nicht fruchtbar werden konnte. Bemerkenswert 
ist weiterhin, daB allen vier Ansatzen die Punktfunktion fehlt und daB sie im wesent- 
lichen lediglich Mischtransformierte sind. R1Esz (1949) gelangt durch derartiges 
Tasten zu einem Ansatz, der in einem gewissen Grenzwert auf den Lésungsanteil 7 
fiihrt [vgl. die folgende Gl. (93) und Riesz l.c. S. 93), aber wegen des Fehlens einer 
Punktfunktion zu mancherlei Divergenzschwierigkeiten AnlaB gibt. Die in den 
Gln. (63) bis (65) gefundenen Bedingungen dagegen fiihren in direkter Vorwarts- 
rechnung, ohne irgendein Probieren zu einem Ergebnis, das im folgenden errechnet 


werden soll. 
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Sie stellt in jedem Falle eine mégliche Lésung dar. Denn (75) ist eine 
in b gerade Funktion, folglich muB dieses auch fiir ihre Inverstransfor- 
mierte in bezug auf x0 gelten. Auf (75) laBt sich leicht die + oder 
die %;1!-Transformation anwenden und ergibt (vgl. Anhang I und IT) 


sin 27 u wy | ct| 


8576, = FG, 0) = — (77) 
( cos 27 Wy — 5 
x fiir () Sor 
$576,=T(x,2)= koe “4 t (78) 
; | -2a1 |/ot— (z) | 
x m )\2 
| --___- fiir (=| S02. | 


Beide Funktionen sind, wie es auch sein muB, in bezug auf x =0, b=0, 
t=0, y=O gerade. Die Nebenbedingung (65) verlangt nun entsprechend 
(70), daB die folgende Relation erfiillt ist?: 

Bo | Ge = Ty (6, of) = RR (79) 
Dann und nur dann namlich ist die Summe aus (77) und (79) fiir positive 
Ortszeiten vom Werte null. Es ist darum in keinem Falle médglich, daB 
I,(b, ct) auch einen in ¢=0 geraden Anteil aufweist. Denn dann wiirden 
ja entgegen (65) auch fiir die GREENsche Grundlésung selbst in der Zu- 
kunft von null verschiedene Werte auftreten. Es ist damit (76) bewiesen 
und gezeigt, daB diese Gleichung die direkte Folgerung der Nebenbe- 
dingung (65) ist. Die zu errechnende GREENsche Grundlésung wird also 
nach dem Eindeutigkeitstheorem (18) wirklich die einzig mégliche sein, 
die alle Bedingungen (63) bis (65) identisch erfiillt. Aus (77) und (79) 
folgt sofort durch Addition: 

Tippee Se PD (ets (80) 


2TU Wy 


wobei also entsprechend (48) gilt 


Og fuitee? = 0 
PY-)(— ct) = 8 
( ) ls Luria O: 7 
Aus (79) folgt durch % -Transformation entsprechend (44): 
is 1 v v 
Gl) = sata, Fat ! wi, —P(2—uw,)], (82) 


was entsprechend (51) eine RHS-Funktion ist. Damit ist also Neben- 
bedingung (74), damit auch (73) und (64) rechts erfiillt. Also folgt ins- 


1 Diese Mischtransformierte haben schon JorDAN und Pautt (1928) diskutiert 


und ihre LorENtz-Invarianz bewiesen. Sie nennen sie D-Funktion (vgl. FuBnote 1, 
Sea): 
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gesamt fiir die MinKowsk1-Transformierte der gesuchten GREENschen 
Funktion als Summe von (75) und (82), indem man dabei noch (54) 
benutzt: 


G(b) = 5. [5 PU tat rie (83) 


= 25% 21 (b? + «?) 
was man auch in linearisierter Form wie folgt anschreiben kann: 


G(b) = malar tem) t _ 


a 4m14u . y 
2704 (w Se Ws 
Cc] 


1 f apie | 
Pls w, —) + 


ami u— w,~) 
| 7] 


2ni( : ve) 


Die Gln. (83) bis (85) stellen also nichts anderes dar, als den 
operator“ der gesuchten GREENschen Grundlésung, der interessanterweise 
dieselbe Form wie der lineare Integraloperator (48) hat. Fiir die der 
Gl. (78) entsprechende %; *-Transformierte von G, folgt (vgl. Anhang III) 


0 fiir ial <4 

c-—1 Dd Ao - 

Ca ae: } ~ ) isinaar~ Wy (86) 
pa fir (2|>a 

41 1c 
Addiert man hierzu (78), so folgt 
—22ir * wy 
= —— cf fiir (7) 0" 
\ UY 
%  G=I (x, =) (87) 


-2ar|) ra (z) 
z . = fiir (zy Ei ae 
c 


Die Mischtransformierten (80) und (87) spielen langs der Geraden u=0 
bzw. lings der dreidimensionalen Ebene »=0 eine besondere Rolle, da 
sie nach (15) bis (17) gewisse Integralwerte der GREENschen Grundlésung 


liefern. Es folgt sofort: 


[yw ct) dv, =P(0, cf) = 222" Pr (ey), (88) 
—2arlAx 
yc) dc) =F) = —— (89) 
A 2 
[y(x, ct) dv, d (ct) = G(0, 0) = “=. (90) 
2, 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. ~ 
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(89) wird fiir «0 ,NEwTonsches Potential“ genannt?, wahrend es 
andernfalls in der YuKAWwAschen Theorie der Kernmesonenfelder eine 
Rolle spielt, wobei 4 x als ,,Abklingstrecke™ der Kernanziehungskrafte 
interpretiert wird?. Auch (87) spielt fiir « =0 in der Literatur eine Rolle 
und wird dann als von 7 =0 ausgehende Kugelwelle interpretiert, wobei 
der Zeitfaktor abgespalten ist‘‘?. Es ist bemerkenswert, daB diese 
GréBe (87) in ihrer Bedeutung als Mischtransformierte in der Literatur 
nicht erkannt wird? und nur durch Probieren ermittelt worden ist?. 

Es ist der Vorzug der hier gegebenen Darstellung, daB die Integral- 
eigenschaften (88) bis (90) der GREENschen Grundlésung notwendige 
Folgen der Bedingungsgleichungen (63) bis (65) sind und daB bewiesen 
werden konnte, daB es fiir diese Definitionsgleichungen (63) bis (65) keine 
andere Lésung als die in (83) bis (90) gegebene gibt. 


V. Die Struktur der GREENschen Grundlésung. 


Da Gl. (83) LorENTz-invariant formulert war, so sind sicher auch 
die Integraleigenschaften (88) bis (90) invariant, also fiir alle Inertial- 
systeme dieselben. Es verschwindet demnach in (88) der Integralwert der 
GREENschen Grundlésung in der Zukunft aller Inertialsysteme. Hieraus 
folgt notwendig, daB diese gesuchte GREENSche Grundlésung selbst fiir 
alle Inertialsysteme nur in der Vergangenheit vom null verschieden sein 
kann. Dieses ist dann und nur dann erfiillt, wenn y auBerhalb des Vor- 
kegels des Weltpunktes « =0 tiberall verschwindet. Zu seiner Berech- 
nung betrachten wir zunachst die Integralwerte (88) und (89) fiir den 
Spezialfall «+0. Wir erhalten also die folgenden Integraleigenschaften 
der GREENschen Grundlésung yy der Schwingungsgleichung (57): 


| Ool(aset) dae J (O,cr) er = eer (91) 
I rbleoct gic) = Jail a0) a (92) 


4nr 
Wahrend es sich in (88) also um eine reine Sinus-Schwingung konstanter 
Amplitude handelt, die nur in der Vergangenheit existiert, ist (91) zu 


+ Vgl. hierzu z.B. SOMMERFELD (1947), S.49 und Rresz (1949), S. 96. 

Vel. hierzu z.B. WEIzEL (1950), S. 1073 und JuKawa (1935). DaB diese Inter- 
pretation nicht zutreffend ist, wird sich weiter unten erweisen. Dasselbe gilt fiir 
die Darstellung bei WENZEL (1943), wonach Kernkrafte ,,endlicher Reichweite“ 
durch Mesonen nicht verschwindender Ruhmasse erklart werden. 

8 Vel. hierzu z.B. Joos (1932), S. 320. Auch diese Interpretation wird sich 
insofern als nicht richtig herausstellen, als (87) im Grenzfall «> 0 eine Kugelwelle 
darstellt, die aus dem Unendlichen kommend im Zeitpunkt t= 0 im Aufpunkt 7=0 
zusammengezogen ist und sodann verschwindet. Es handelt sich also um eine mit 
Lichtgeschwindigkeit kontrahierende Kugelwelle. 

4 WEIZEL (1950) schreibt beispielsweise auf S. 561 bei der Ableitung der Kircu- 


HoFFschen Beugungstheorie: ,, Fiir‘‘ (I") ,,setzen wir willkiirlich Hd exp (2mir/A) fest.‘ 
Y 
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einer nur in der Vergangenheit linear ansteigenden Funktion entartet. 
(92) aber stellt das schon besprochene sog. ,,NEwronsche Potential 
dar. In diesem Spezialfall 1aBt sich die %)1-Transformierte von (87) 
leicht ausrechnen und fihrt sofort auf (s. Anhang IV): 
= 1 

E71 Go— yeleie) =——*_ Pr +e. (93) 
Da gemaB (53) 7 nicht negativ sein kann, so hat diese Punktfunktion nur 
fiir negative Ortszeiten von null verschiedene Werte, stellt also eine nur 
auf dem Vorkegel von x =O von null verschiedene Ortsfunktion im 
MiInKowskI-Raum dar, wobei ihr Gewicht mit wachsendem 7 immer 


Fig. 1a—c. Schematische Darstellung der Greenschen Grundlosung y, der Schwingungsgleichung (57) und 
ihrer Ableitungen. a Die durch (97) gegebene Vorkegelschalenfunktion mit negativem, zu 7 reziproken 
Gewicht. Die GroBe der Minuszeichen ist ein MaB fiir das Gewicht dieser Vorkegelschalenfunktion VS(r, c t). 
Vgl. (52), (93) und Text. b Das Gradientenfeld langs einer Ebene im Minxowsk1-Raum, in der die Zeit- 
achse ct des benutzten Inertialsystemes liegt. Die Lange der Pfeile ist ein MaB fiir die GréBe der Spriinge 
der Werte von y,. c Die Viererdivergenz des durch b gegebenen Gradientenfeldes. Die GréBe der Pluszeichen 
ist ein MaB fiir die Ergiebigkeit der Quellfunktion 7*y,. In der Spitze des Vorkegels sitzt das Hauptgewicht 
dieser sog. ,,Einheitsquelle‘‘ [vgl. (59)]. Die langs der Vorkegelschale auftretenden Quellinien sind vernach- 
lassigbar schwach gegeniiber dem Quellpunkt in der Spitze. Die durch Fig.1c gegebene Struktur gehért 
gemaB (59) zum Komplex der vierdimensionalen Punktfunktionen [vgl. Gl. (35) ]. 


kleiner wird. (93) ist also im Gegensatz zu (52) nur eine Vorkegel- 
schalenfunktion. Die invarianten Integraleigenschaften (91), (92) er- 
kennt man sofort aus (93). Denn dieses ist nichts anderes, als eine im 
physikalischen Raum mit Lichtgeschwindigkeit kontrahierende Kugel- 
welle. Sehr bemerkenswert ist, daB V*y, entsprechend (59) zum. Kom- 
plex der Punktfunktionen gehdrt. Fig. 1 erlautert diesen Sachverhalt 
anschaulich. 

Im allgemeinen Fall « + 0 1aBt sich die %) '-Transformation von (87) 
oder die %,*-Transformation von (80) nicht so leicht durchfithren, weil 
beidesmal in Exponenten des Integranten ein Wurzelausdruck der je- 
weiligen Variablen auftritt. Man kann diese Schwierigkeit unter Be- 
niitzung des Relativitaétsprinzips wie folgt umgehen: 

Zunichst entwickelt man (87) um =O in eine Potenzreihe: 


foe} y \n 
(—2nirw, | ee 
= = 5 fic Weal 
47 n! | ¢ | 
y n=0 
u 94 
P(r,” Sianeli ey (94) 
' — 27 a? — | — 
— 4 led dnd fiir "<a. 
47 n! C 
n=0 
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Da ferner gemaB I (68) gilt 


Bo? (— 201 2)'=R(et— 0), (95) 
so folgt aus (94) fiir «=0 in Ubereinstimmung mit (93) 
C= y 1 vy (n) 
Valet) =a Ly = eaeate Fahne (ct — 0) 
4 447 easy VW: (96) 
1 
i ae P(ct+7). 


Aus (92) und (81) folgt fiir (96) auch die folgende invariante Formulie- 
rung: 


Yo(%, of) = P(x") PY (— ct) =-__Pir+ct). (97) 


Pdigé 4mr 


Zur Berechnung der y-Funktion langs der Geraden 7 = 0 im MINKOWSKI- 
Raum benétigt man nur die beiden ersten Summanden der Reihen- 
entwicklung (94), fiir die man mit Hilfe von (53) und (96) findet: 


7 (0, ef) = Yo (0, ct) + 


2nir— (w, — 1) fe inl) 
5 “| | 
+ %) | bm —— a Spell et 
r>6 4 ; 
ae Dee tart ey ee y fiir 2) <a. (99) 


Beide Ausdriicke konvergieren mit r—>0 gleichmaBig gegen K, (r/c), 
K. (r/c): 


tv 


He eee ee i (100) 


Ve-(ey Bee 
n= pt Bee 
0) |e 
mit 
y (0, ct) = yo(0, ct) + 8° (Ky + Ky). (102) 


Man beweist leicht (s. Anhang V), daB K,+ Ky sich als das folgende 
Faltungsprodukt darstellen lassen: 


ae ae 
r F pees v 1 v in 1 
Fede Kee 2K,(”) (SP (2 0) + ae (103) 
Die %, ‘-Transformierte des ersten Faltungsfaktors liefert eine BESSEL- 
Funktion erster Ordnung, diejenige des zweiten Faltungsfaktors aber 
ist entsprechend (48) weiter nichts, als der inverse, durch (81) gegebene 
Einheitssto8 (vgl. hierzu Anhang VI). Nach dem Faltungstheorem (20) 
ergibt sich aus (103) durch Inverstransformation also das Produkt dieser 
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beiden Funktionen: 


Seal (ene ey ae oe a? I, (22 @) ae) ee / 
Ba" (Ky + Ky) = 22 AG22) pin c4, (104) 
o—=act. (105) 


Da nach (88) bis (90) der Integralwert der Struktur der GREENschen 
Grundlésung LoRENTZ-invariant ist, so muB der durch (104) und (102) 
gegebene Funktionsverlauf von y lings aller durch den Weltpunkt x =0 
gehenden zeitartigen Geraden erfiillt sein. Um gleichzeitig das Rela- 
tivitatsprinzip zu erfiillen, muB auch der zweite Summand in (102) genau 
so wie der erste entsprechend (97) als Funktion von x? darstellbar sein. 
Da langs der in dem gewahlten: Inertialsystem betrachteten Zeitachse 
die Ortszeit gemaB (104) und (105) nur linear in der BEssEt-Funktion J, 
auftritt, so ergibt sich somit aus (97), (102), (104) und (105) eindeutig 
die gesuchte Lésung in der folgenden Form!: 


Fy ia ge 
ia) =| fae) (ae I=2 | P\-)(— ct). (106) 
= = PAV ANE? nV — #/Ax 
Da gemaB (104) die GREENsche Grundlésung auf der Zeitachse jedes be- 
lebigen Inertialsystems bei positiven Ortszeiten verschwindet und aus 
der oben gegebenen Betrachtung des Integralwertes (88) geschlossen 
werden konnte, daB y auBerhalb des Vorkegels verschwindet [was sich 
ubrigens auch aus (102) und (104) schlieBen 14Bt}, so zeigt diese GREENsche 
Grundlésung also die Gestalt einer Vorkegelschale, die in ihrem Inneren 
entsprechend J, eine kontinuierliche Strukturverteilung, auf der Ober- 
flache aber gema8 (97) einen diskontinuierlichen Anteil, namlich eine 
Vorkegelschalenfunktion aufweist. Welches Inertialsystem man auch 
wahlen mag, der in (106) nicht invariant formulierte rechtsstehende 
Faktor schneidet stets den Zukunftskegel weg. Es ist darum (106) 
LorENTZ-invariant trotz dieses letzten nicht relativistischen Faktors und 
damit die gesuchte Lésung gefunden. Setzt man (106) ein in (61), so 
ergibt sich nach Ausrechnen eine im wesentlichen schon bei HADAMARD 
(1932) angegebene Form. 

Fig. 2 zeigt schematisch in einem zweidimensionalen Niveaudiagramm 
die Struktur von y in Abhangigkeit von 7 und ct. Dabei ist zur Ein- 
zeichnung der Niveaulinien J,=0 vereinfachend die streng nur fir 
— x?/(A x)? > 1 giiltige , Fernfeldbeziehung benutzt [vgl. SOMMERFELD 


(1947) 5.402]: 
I, (22% @) = 


‘cos 22 (9 — 3) o>. (107) 
xe pe. 

1 Die von Riesz (1949) gefundene Lésung enthalt den ersten Summanden yy 
nicht und weist im zweiten Summanden statt J, nun j_, und einige andere Ab- 


weichungen auf. 


BD) R. HosEMANN und S. N. BAGCHI: 


Im Nahfeld dagegen gilt [vgl. WHITTAKER (1927), S. 355] 


I,(2%@) __ (xt 0)? (colt 
aor qiat * ai st e<1. (108) 


In diesem Nahfeld dominiert véllig der erste Summand in (106), die 
durch (97) gegebene diskontinuierliche Vorkegelschalenfunktion. Da 
sie aber mit 1/0, der zweite Summand in (106) dagegen als raumlicher 
Integralwert nur mit 1/|/e abnimmt, so tritt sie im Fernfeld (107) 


gary Cc,ct)d(ct) 
0 = 
ca sion a 
Die fe. 
ott LonteliGnsa 


+] I/+/vje/ 


| 


Fig. 2. Raumzeitliche Struktur der Grernschen Grundlésung y langs einer die Zeitachse c¢ des benutzten 
Inertialsystemes enthaltenden Ebene im Minkowski-Raum. Die ,,diskontinuierliche Komponente“ [erster 
Summand in (106)] existiert nur langs der Vorkegelschalenfunktion [vgl. Fig.1a und Gl.(97/)]. Die ,,kon- 
tinuierliche Komponente“ [zweiter Summand in Gl. (106)] ist durch die Niveaulinien ihrer Nullwerte ge- 
kennzeichnet, wobei die +- und —-Zeichen das Vorzeichen dieser Komponente zwischen den einzelnen Null- 
Niveaulinien angeben. Ax, die Invariante dieser Funktion, ist durch die Lange einer Strecke gekenn- 
zeichnet. Innerhalb des Nahfeldes N dominiert die diskontinuierliche Komponente, im Fernfeld dagegen weit 
auBerhalb des in Fig. 2 dargestellten Gebietes dominiert die kontinuierliche Komponente. Speziell fiir Photonen 
erstreckt sich das Nahfeld bisin die fernste Vergangenheit. Imrechtsstehenden Diagramm ist die Projektion 
aller y-Werte tiber den ganzen physikalischen Raum als Funktion der Ortszeit dargestellt. Sie zeigt nach 
Gl. (88) den Charakter einer reinen Sinus-Schwingung, die in der Zukunft aber unstetig abbricht. Im Nah- 
feld N nimmt sie linear zu [Gl, (91)]. Im oberen Teil der Fig. 2 ist die zeitliche Projektion der y-Funktion 
bei konstantem physikalischen Orte dargestellt. Der durch die diskontinuierliche Komponente hervorgeru- 
fene, mit 1/r abklingende Integralwert [Newronsches Potential, Gl.(91)] wird durch den stets positiven 
Integralwert der kontinuierlichen Komponente [Gl. (111)] zu dem durch (89) gegebenen exponentiellen Ab- 
klingen mit v aufsummiert, so daB insgesamt eine durch 4 x gegebene ,,Abklingstrecke“ vorgetauscht wird 
{Juxawasches Potential, Gl. (89)]. Raumzeitlich reicht die Wirkung der GrerNnschen Grundlésung weit 
weniger stark gedampft bis in die fernste Vergangenheit. 


vollig gegeniiber der kontinuierlichen Komponente zuriick. Da ferner y 
nach (106) nur abhangig ist von x2, so andert es seinen Wert nicht, 
wenn man 7 durch —r, ersetzt. Wird die Weltlinie x =O0+icts, als 
Weltlinie des Aufpunktes P und die Weltlinie 7 s,+ 7ctsg als Weltlinie 
des Integrationspunktes Q bezeichnet, so folgt aus (106) sofort die aus 


der Theorie der partiellen Differentialgleichungen bekannte ,,Reziprozi- 
tatsbeziehung“‘ 


y(P, Q) =(Q, P). (109) 


In keinem Falle aber ist y ,,reziprok‘‘ in Beziehung auf x selbst. Dies 


verbietet der Faktor P(~!)(—c#) in (106), der y ja fiir die Zukunft von 
% =0 abschneidet. 
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Aus Fig. 2 erkennt man ferner, da8 auf der Zeitachse stets im Ab- 
stande 4 x immer neue J,-Wellen mit Rotationshyperboloider Struktur 
auftreten. Diese rufen dann jeweils bei einer Ortszeit tiber den drei- 
dimensionalen Raum integriert die durch (88) gegebene ungedampfte 
Oszillation hervor (rechts in Fig. 2 dargestellt). Umgekehrt gilt bei 
Integrationen iiber die Zeit bei konstanten y—0 


0 
1 


La I, (2 ct/A x) a 
2(A x)? ri mct|A x d (c!) Ax? (110) 
OG 
wahrend der Integralwert fiir y+ 0 liefert: 
BL fr 1,(2nVei®—/Az) 1 z, 
A fe d = 2aur/Ax 
2(A x)? | nV — #/Ax (ct) cae (1 é NS (a 


Addiert zu dem durch den ersten Faktor in (97) gegebenen Integralwert 
(92), kommt somit das in (89) errechnete exponentielle Abklingen der 
Gesamtfunktion zustande. Es ist also keine Rede davon, daB die 
GREENSsche Grundlésung selbst entsprechend dieser Abklingstrecke A x 
abnimmt. Ihr diskontinuierlicher Anteil [erster Summand in (106)] ent- 
spricht vollig dem in (97) gegebenen, der ja den in (92) gegebenen Inte- 
gralwert lefert. Lediglich der zeitliche Integralwert von y zeigt ent- 
sprechend (89) ein exponentielles Abklingen. 

Mit «—>0, wenn also die Wellengleichung (56) in die Schwingungs- 
gleichung entartet, riickt in Fig. 2 schon die erste Null-Niveaulinie des 
Z,-Summanden nach negativ unendlichen Ortszeiten, wobei dieser 
zweite Summand entsprechend (106), (107) tberall starker als mit « 
gegen 0 geht. Es gilt allgemein 

lie He) 
Und dieser Ubergang erfolgt gleichmaBig fiir alle Eigenschaften der 
GREENschen Grundlésung, insbesondere auch fiir ihre Integralwerte, 
wie dies schon in (88) bis (93) bewiesen wurde. Das Ergebnis ist des- 
~ halb besonders bemerkenswert, weil es darauf hinweist, daB zumindest 
in bezug auf die GrREENsche Grundlésung ein kontinuierlicher Uber- 
gang besteht zwischen Korpuskeln mit Ruhmasse [es wird sich spater 
herausstellen, daB sie der Wellengleichung (56) geniigen] und Photonen 
[sie gehorchen der Schwingungsgleichung (57) ]. 


Zusammenfassung. 


1. Die sog. allgemeine Wellengleichung wird formuliert [Gl. (56)]. 
Sie ist eine vierdimensionale homogene Differentialgleichung ersten 
Grades und zweiter Ordnung einer LorENTZ-invarianten GrdBe ¢ und 
enthalt eine Invariante Ax, die Eigenwert der Wellengleichung genannt 
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wird. Geht sein reziproker Wert « gegen null, so entartet diese Wellen- 
gleichung in die bekannte vierdimensionale stérungsfreie Schwingungs- 
gleichung (57). 

2. Es werden in Form von Faltungsweltgleichungen (63) bis (65) 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen gegeben, 
durch die die GREENsche Grundlésung dieser Wellen- bzw. Schwingungs- 
gleichung eindeutig definiert ist derart, daB sich nach den LORENTZ- 
invariant formulierten GREENschen Satzen (60) dadurch das Randwert- 
problem allein aus Vergangenheitswerten des Wellenfeldes lésen 1aBt 
[Gln. (61) und (62)]. 

3. Die GREENsche Grundlésung y wird mittels der frither entwickelten 
Funktionenalgebra aus diesen Definitionsgleichungen (63) bis (65) 
LoRENTz-invariant berechnet [Gln. (83) und (106)]. 

4. Sie enthalt neben einer sog. Vorkegelschalenfunktion (97) auch 
eine nur innerhalb des Vorkegels existierende vierdimensional kontinu- 
ierliche Funktion (104). Wahrend erstere mit zunehmender Entfernung 
vom Aufpunkt umgekehrt proportional zu dieser Entfernung gegen null 
geht, zeigt letztere einen Wellencharakter, der durch eine BEssELsche 
Funktion erster Ordnung gegeben ist [Gln. (107) und (108)}. 

5. Im Nahfeld zeigt diese GREENSche Grundldsung praktisch nur den 
diskontinuierlichen, im Fernfeld praktisch nur den kontinuierlichen 
Summanden. Mit wachsendem Strukturparameter Ax geht sie gleich- 
maBig tiber in die GREENsche Grundlésung y, der storungsfreien Schwin- 
gungsgleichung [Gl. (97)]. In bezug auf ihre Raumkoordinaten und nur 
in bezug auf diese, gehorcht sie stets der sog. Reziprozitatsbeziehung 
Gl. (109) ]. é 

6. Auf die Ahnlichkeit des zeitlichen Integralwertes der GREENschen 
Grundlésung y mit dem sog. YuKAWAschen Kernmesonenpotential, das fiir 
Yo in das sog. NEwrTonsche Potential entartet, wird hingewiesen. Doch 
ist keine Rede davon, da die GREENsche Grundlésung selbst einen durch 
eine Abklingstrecke gekennzeichneten endlichen Wirkungsbereich hat. 

7. Auf die Bedeutung der gewonnenen Ergebnisse fiir die Ergriindung 
der Eigenschaften der Wellenfelder von Korpuskeln und Photonen wird 
hingewiesen. Da ihre GREENschen Grundlésungen kontinuierlich inein- 
ander iibergehen [Gl. (112) ], so ertibrigt sich im allgemeinen eine gesonderte 
Betrachtung der Schwingungsgleichung (57) der Photonen. Herrn Priv.- 
Doz. Dr. W. LUpDECKE danken wir fiir verschiedene wertvolle Hinweise. 


Anhang I. 
Beweis von Gl. (77). 
Umformung von (75) ergibt unter Benutzung von (53) 
1 1 aL 1 1 


st(. wt — (2) 4niuw, 270% 
\c 


(Ge = 


amie Vy 
—+t+uw —— uw 
c « Cc ff 
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Dabei ist nach (53) w, unabhangig von y. Beachtet man, daB nach dem in II (34) bis 
(49) gegebenen Residuensatz fiir Funktionenkomplexe gilt 


+0co <a a y - 
| 8 pecan 2s | - a fiir t>0 


= = | (114) 
2ni(uw, +—| | meres fit <0), 


so folgt aus (113) sofort die folgende, in ¢ gerade Funktion: 


+00 

Rerun isa’ aps = 
j iil a et (sin2auw,ct)/4nuw, fir t>0 (115) 
55 \e (sin2auw,ct)/4quw, fir t<0. 


Beachtet man (12), so ist damit die Richtigkeit von (77) bewiesen. 


Anhang II. 
Beweis von Gl. (78). 
Da G, nach (75) im dreidimensionalen b-Raum kugelsymmetrisch ist fiir jedes », 
so gilt bekanntlich [vgl. (53)]: 
co 


3 Gy (u, =) Es se fue (u, =) sin2aurdu. (116) 


ff 
0 


Substituiert man in (75) die Gln. (10) und (53), so folgt 


G,= : : aR : ? (117) 


472-2u v v 
U— Wy — “+ Ww, — 
c C 


wobei w, entsprechend (53) unabhangig ist von u. Weiterhin beachte man, daB 
der Integrand in (116) gerade ist in bezug auf w=0. (116) andert sich also nicht, 
wenn man 2/ry ersetzt durch 1/y und die Integrationsgrenzen von — oo bis + oo 
wahlt. Es folgt dann aus (116) und (117) 


+00 
v \ 1 1 1 1 ; — 297i 
re a (meee eee Be 4 Pec a Aes du. (118) 
c 8227 y y | 22 
uU— Wy The = lip ae 
c co. 
—oo 


Beachtet man, daB y entsprechend (53) immer positiv ist, und da die beidenPole 
des Integranten bei u= + w, »/c liegen, so liefert der Residuensatz II (34) bis (49) 
fiir Funktionenkomplexe hieraus fiir |v/c| >« (beide Pole liegen auf der reellen 
y/c-Achse) vier Residuen mit jeweils dem Gewicht ai [vgl. (114)], dagegen fur 
|v/c|<a (beide Pole liegen nun auf der imaginaren »/c-Achse!) zwei Residuen, 
jeweils mit dem vollen Gewicht 227: 


es v as . v Vv 
ia 1 B| paiwere 1 Baw) ry 4 4) fir | [>a 
si B 


F(z, 2) = 1 rere” i wyr | 
/ [eaters 5 eRe 


(119) 
fiir =| <a. 
Sa2r | ¢ 
Beide Ergebnisse liefern dasselbe Resultat! In reeller Schreibweise dagegen folgen 
hieraus die in (78) gegebenen Formulierungen, was zu beweisen war. 
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Anhang III. 
Beweis von Gl. (86). 
Man ersetzt zundchst in (82) w, mittels (53) durch w,, erhalt also den ersten 
und dritten Summanden von (84). Da auch G, kugelsymmetrisch ist in 6, so kann 
man Gl. (116) auch auf G, anwenden und erhalt so 


co 


1 ”) =e [ a 
3s Ga (u, c y J 8miu 


0 
Beachtet man hier (40) links, so kommt bei der Integration fiir »/c >|a| nur die 
rechts in der Klammer stehende Punktfunktion, fiir »/c << — ea nur die links in 
dieser Klammer stehende Punktfunktion ins Spiel, wahrend fiir |»/c|<|a«| beide 
Punktfunktionen nicht zur Wirkung kommen k6énnen, da sie auBerhalb der reellen 
u-Achse liegen: 


sin2maurdu. 


i alae )—P(u-2 
P(u 4 _ | u mh 


1 : v * v 
— —— sin2n7w, =. fiir — > || 
4muyr c c 
le *\ = a fiir =| <|e| (420) 
4 | 7 y of Vy 
Amin wt 28 ee fiir 7 Tel: | 


Wieder liefert das erste und das dritte Ergebnis dasselbe Resultat. Insgesamt ist 
damit (86) durch (120) bewiesen. 


Anhang IV. 

Beweis von Gl. (93). 

Fur den hier zu behandelnden Spezialfall « = 0 existiert nur die obere der beiden 
in (87) angegebenen Lésungsformen, diese aber tiber den ganzen Frequenzbereich. 
Also liefert die %'-Transformation von (87) entsprechend (12) und (44), da nun 
entsprechend (53) W, = 1: ‘ 


+00 

Sarai 1 —2Qri(rtet)— _/v' 1 

C1 ae =o. 2 cg) | Beer SE 

vo ws Go Nees { e c a(”) ree P(ry+ct). (124) 
—oo 


Setzt man hier ganz links noch (19) und (63) mit (66) fiir den Spezialfall « =0 ein, 
so ist damit Gl. (93) bewiesen. 


Anhang V. 
Beweis von Gl. (103). 
Das in (103) angeschriebene Faltungsprodukt lautet ausgeschrieben [nimm 
hierzu (23) und (40) zu Hilfe und beachte (101) ]: 
i 


_ iv 1 a2 — v2 
wl) traagale cael ce) 


ey 
Cc 


Sh 
Um die Richtigkeit von (103) zu beweisen, ist also lediglich zu zeigen, daB der 


zweite Summand in (122) nichts anderes ist als das durch (100) definierte K, (v/c) 
Man substituiert in (122) rechts dazu zweckmabig 


y=asing (123) 
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und hat damit die Richtigkeit der folgenden Relation unter Beweis zu stellen: 


+= 
\ 2 d ) 
K [—} = COS* ~ ECOSE RP) , a? 
1 np acing LI Catena (124) 


ae 
Saeeat 

Der Integrant dieses Integrals ist im Bereich —2% <p <0 spiegelsymmetrisch in 
bezug auf g=—a2/2 und im Bereich 0<q<z spiegelsymmetrisch in bezug auf 
y=a2/2. Es andert sich also nichts am Wert des bestimmten Integrals (124), wenn 
man seinen Integranten mit } multipliziert und die Integration von —2 bis a 
vornimmt. Substituiert man noch 


z=e?, (125) 


so hat man die komplexe Zahl z dann iiber den Einheitskreis um z= 0 zu variieren 
und erhalt aus (124) nun 


a id | ec (z + 1/2)? ? 
K,( 7) Sai p iz(2q + i(z— 14/2)) a 


Partialbruchzerlegung fiihrt auf 
ey Ed Zz 1/2)? 1 1 
K,(7)=— ~ =P a seat care = ae, (126) 
rt — 2, z— 2 


4 =iqg+)i—@; fy = iq — y1—@:; Zig — A. (127) 


wobei 


Der Integrant hat also zwei Pole ersten Grades bei z,, z,. Fiir q >1 liegt nur z,, 
fiir g<— 1 nur z, innerhalb des Einheitskreises |z|= 1, fiir |¢|< 1 dagegen liegen 
beide Pole z,, z, auf dem Einheitskreis, liefern also bei Beschrankung auf Aussagen 
iiber Funktionenkomplexe entsprechend (114) beide nur Residuen zz. Der Inte- 
grant von (126) enthalt in dem in z quadratischen Faktor aber auch noch einen Pol 
2. Grades bei z=0. Nach dem Caucuyschen Integralsatz gilt bekanntlich 


Fg Joe MA b are he (128) 


n! 271 (z — 2) 


Rechnet man fiir f(z) aus (126) die entsprechenden hier allein interessierenden 
Werte aus, so erhalt man 


f(a) = 7 = 4); f (29) =— 4 (— A), (129) 
aad 1 iv 
ino eae ‘FT ned eee (130) 


Wahrend dieses letzte Residuum stets auftritt, existiert zusdtzlich dazu das links 
(rechts) in (129) stehende nach dem oben Gesagten nur fiir g<—1 (¢> 1) und 
beide Residuen mit jeweils halbem Wert fiir |¢|<1. Der Residuenkalkiil liefert 


somit also: 


( <t i (2, — 4) om HDB fo ocaaeG 
a Bee 4 134 
K, (7) ae fiir |q|<1 (134) 


a iv ce 
| ie Fee Be aa Hiie® peel 


28 R. HosEMANN und S. N. BaGcui: 


Setzt man hier (124) und (127) ein und beachtet, dab 


ai | acy? 
fy — 4 = ai} Z| | ‘ (132) 


eine in » gerade Funktion ist, so kann man die erste und dritte Zeile in (131) zu- 


sammenfassen zu 


iy iv! feces tye eee 
Cy =) ———= (| ee sie 
K, (7) aa ea 2¢ |v 
womit (131) vollig iibereinstimmt mit (100). Damit ist zugleich auch der gewiinschte 
Beweis fiir die Richtigkeit von (103) erbracht. 


>|e|, (133) 


Anhang VI. 
Beweis von Gl. (104). 
Zunachst folgt aus (48) 
al iy j 1 
Cea ae anes EE \ = PEN) (= 
i Ga 0) + >| PCY (— 8). (134) 
2 


Die %'-Transformierte von 2K,(y/c) lat sich durch Substitution von (123) um- 
formen zu 

For 2K, =o cost em 2tictasing gy. (135) 
Der Integrant dieses bestimmten Integrals zeigt dieselben Symmetrieeigenschaften 
wie der Integrant in (124). Also folgt aus (135) in gleicher Weise wie dort: 


‘14 
2 


: é { ; ete 
Va 2K, = a | (1 ! ; ez” : aa) e— 2xiosing dp, (136) 


—% 


wobei @ durch (105) gegeben ist. Erinnert man sich nun daran [vgl. SOMMERFELD 
(1947), S. 90], daB die BrssrEtsche Funktion n-ter Ordnung gegeben ist durch 


7% 


4 P Ae can 
1,(22 0) a ett p— 2xtosinp dy, (137) 


die fiir ganzzahlige x die Eigenschaft hat 


Ty=(—1" iq sowie Tq(2e)+J,(amg) = “122 8) (138) 
so folgt aus (136) 
1 by ae I, (2 @) 
0 2K, 5 age as (139) 


Die %,'-Transformierte des Faltungsproduktes (103) ergibt sich nun nach dem 
Faltungstheorem (20) als Produkt seiner durch (134) und (139) gegebenen Einzel- 
transformierten, womit sofort (104) bewiesen ist. 


Literatur. 


Brocuig, L. bE: C. R. Acad. Sci., Paris 236, 1453 (1953a); 237, 441 (1953b). — 
Courant, R., u. D. HILBERT: Methoden der mathematischen Physik, Bd. IT. Berlin: 
Springer 1937. — Drrac, P.M.: Proc. Cambridge Phil. Soc. 30, 150 (1934). — Ewa xp, 


LORENTZ-invariante Struktur der GREENschen Grundlésung. 99 


Pap aeberoc. Physs soc. Lond. 52, 467 (1940). — Hapamarp, J.: Le Probléme de 
Caucuy et les équations aux dérivés partielles linéaires hyperboliques. Paris 1932. — 
HOSEMANN, R., u. S.N. Baccur: Z. Physik 135, 50 (1953); 137, 1 (1954). — Joos, G.: 
Lehrbuch theoretische Physik. Leipzig: Akademische Verlagsgesellschaft 1932. — 
JORDAN, P., u. W. Pautt: Z. Physik 47, 151 (1928). — MencER, K.: In ALBERT Ern- 
STEIN Philosopher Scientist. Evanstone, Ill.: The Library of Living Philosophers 
1949. — Minkowsk1, H.: Math. Ann. 68, 472 (1910). — Pautt, W.: Phys. Rev. 58, 
716 (1940). — Rresz, M.: Intégrale de RrEMANN-LIOUVILLE et solution invariantive 
du probleme de CaucHy pour equations des ondes. Compt. Rend. du Congrés 
internat. Math. Oslo 1937. — L’intégrale de RIEMANN-LIOUVILLE et le Probléme de 
CaucHy. Acta math., Stockh. 81, 1 (1949). — SNEppon, I. N.: Fourrer Trans- 
forms. New York: Mac Graw Hill Book Comp. 1951. — SOMMERFELD, A.: Diss. 
Konigsberg ,, Die willkiirlichen Funktionen in der mathematischen Physik‘‘ 1891. — 
Partielle Differentialgleichung der Physik. Leipzig: Geest & Portig 1947. — 
WEIZEL, W.: Lehrbuch der theoretischen Physik. Iu. II]. Géttingen: Springer 
1949. — WENZEL, G.: Einfiihrung in die Quantentheorie der Wellenfelder. Wien: 
Franz Deuticke 1943. — WHITTAKER, E.T., and G.N. Watson: A Course of Modern 
Analysis. Iu. II. Cambridge 1927. — JuxKawa, O.: Proc. Phys. Math. Soc. Jap. 
17, 48 (1935). 


Nachtrdge bei dey Korrektur. 

Zu S.2 oben, am SchluB von Ziffer 5: 

Die an sich bekannte Methode, mittels Fourter-Integralen Anfangswertpro- 
bleme zu lésen, ist bei Verwendung des klassischen Funktionsbegriffes jedoch nach 
CoURANT-HILBERT (1937), S. 160, zweckmaBig nur zur heuristischen Gewinnung 
eines Lésungsausdruckes zu verwenden, da man dabei Diskussionen tiber die Legi- 
timitat von Vertauschungsprozessen nicht vermeiden kann. 


Zu S. 13, oberste FuBnote, bei *: 

Statt derartiger willkiirlicher Zusatzbedingung ist in (65) lediglich verlangt, 
daB y in der Zukunft verschwindet. (Ein y, das in der Vergangenheit verschwindet, 
14Bt sich gleichfalls eindeutig berechnen und stellt die raumzeitliche Ausbreitung 
einer Punktstérung dar.) Da das berechnete y die Form einer Grundlésung hat 
und zugleich den weiteren Eigenschaften (64) einer GrrENschen Funktion geniigt, 
wird es ,,GREENSche Grundlosung‘’ genannt. 


Berlin-Dahlem, Fritz Haber-Institut der Max-Planck-Gesellschaft. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 30—43 (1954). 


Thermodynamische Erweiterung 
der Nachwirkungstheorie. 


Von 
J. MEIXNER. 


Herrn Professor Dr. Max von Lave zu seinem 75. Geburtstag gewidmet. 


(Eingegangen am 4. Juni 1954.) 


Die Gesetze fiir die elastische Nachwirkung einschlieBlich der Entropie- bzw. 
Temperaturnachwirkung werden fiir den Giiltigkeitsbereich des BortzManNschen 
Superpositionsprinzips formuliert. An Stelle einer Nachwirkungsfunktion, wie man 
sie bei Betrachtung nur eines Paares konjugierter Variabler braucht, tritt hier eine 
Nachwirkungsmatrix mit 49 Komponenten. Mit Hilfe einer Verallgemeinerung 
der OnsaceERschen Reziprozitatsbeziehungen la8t sich ihre Symmetrie beweisen. 
Ferner lat sich zeigen, da die Lapiace-Transformierte elastische Matrix, als 
analytische Funktion von p=im@ (m= Kreisfrequenz) betrachtet, eine ,,positive™ 
quadratische Form besitzt. Damit ergibt sich eine enge Analogie zwischen Nach- 
wirkungserscheinungen und elektrischen Netzwerken, die fiir die modellmaBige 
Darstellung der Nachwirkung von Bedeutung ist. Im besonderen ergibt sich, daB 
im isotropen K6orper die beiden, geeignet definierten, Viskositaten stets positive 
Funktionen sind. SchlieBlich werden die thermodynamische Theorie der Rela- 
xationserscheinungen und die sog. dynamischen Zustandsgleichungen in die thermo- 
dynamische Nachwirkungstheorie eingeordnet. 


1. Problemstellung. 


Die klassische Theorie der Elastizitat handelt von den sog. HOOKE- 
schen Kérpern, bei denen der Dehnungstensor zeitunabhangige lineare 
Funktion des Spannungstensors ist; d.h. die Komponenten des Deh- 
nungstensors sind durch die im selben Augenblick herrschenden Werte 
der Komponenten des Spannungstensors bestimmt. Bei vielen Materia- 
hen hangen die Dehnungen in einem bestimmten Augenblick nicht nur 
von den Spannungen im selben Augenblick, sondern auch von der Span- 
nungsvorgeschichte ab. Man bezeichnet diese Erscheinung als elastische 
Nachwirkung. Auch eine elektrische Nachwirkung ist bekannt, bei der 
die elektrische Verschiebungsdichte nicht nur vom augenblicklichen 
Wert der elektrischen Feldstarke, sondern auch von deren Vorgeschichte 
abhangt, und ebenso kennt man eine magnetische Nachwirkung. 

Wir beschaftigen uns im folgenden ausschlieBlich mit der elastischen 
Nachwirkung, bemerken jedoch, da sich die meisten der folgenden 
Uberlegungen und Ergebnisse auf andere Nachwirkungserscheinungen 
iibertragen lassen. 

Die bekannten Darstellungen der Nachwirkungstheorie beschranken 
sich meist auf die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen zwei 
konjugierten Variablen, beispielsweise zwischen Schubspannung und 
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Schubverformung. Eine ausfiihrliche Darstellung und Analyse der hier 
bestehenden Verhialtnisse hat B. Gross [1] gegeben (dort auch weitere 
Literatur). HIEDEMANN und SPENCE [2] nehmen zunichst einen all- 
gemeineren Standpunkt ein, indem sie eine Nachwirkung nicht zwischen 
zwei konjugierten skalaren Variablen, sondern zwischen zwei konju- 
gierten Tensoren, dem Spannungstensor und dem Dehnungstensor an- 
setzen; das bedeutet sechs Paare von konjugierten Variablen. Sie be- 
schranken sich jedoch dann auf den fiir die Experimente wichtigsten 
Fall eines Paares konjugierter Variabler, etwa Druck und Volumen oder 
Schubspannung und Schubverformung. 


Eine eigentlich thermodynamische Nachwirkungstheorie scheint zum 
erstenmal von TAKIZAWA [3] gegeben worden zu sein. Wahrend sonst 
alle Zustandsaénderungen adiabatisch oder isotherm vorausgesetzt 
werden, 148t TakizAwa auch Warmeleitung zu und nimmt eine Tem- 
peraturnachwirkung an. 


Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist, eine thermodynamische 
Nachwirkungstheorie fiir beliebige anisotrope und isotrope Kérper unter 
EinschluB der viskoelastischen Kérper zu formulieren, einige wichtige 
Gesetze — die Symmetrie der Nachwirkungsmatrix und den positiven 
Charakter der quadratischen Form zu ihrer LAPLACE-Transformierten — 
zu beweisen und den Zusammenhang der thermodynamischen Theorie 
der Relaxationserscheinungen mit der thermodynamischen Nachwir- 
kungstheorie auseinanderzusetzen. 


2. Die verallgemeinerte Spannungs-Dehnungs- Beziehung. 


Wir betrachten zundchst einen spannungsfreien elastischen (oder 
viskoelastischen) Korper im ungehemmten thermodynamischen Gleich- 
gewicht bei einer Temperatur 7*. Diesen Zustand nennen wir den 
Bezugszustand. Seine Entropie pro Volumeneinheit sei s*. Die Deh- 
nungen seien fiir diesen Zustand gleich Null gesetzt. 

Daneben betrachten wir beliebige Zustande in der Nachbarschaft 
des Bezugszustandes. Die Komponenten des Spannungstensors o,,, 
yy» Os» Fyz> Orx» Tyy Nennen wir der Reihe nach oj, dp, 03, | /2, 0;/ \/2, 
0¢/|/2 ; entsprechend bezeichnen wir die Komponenten des Dehnungs- 
tensors mit ¢1, ¢”, e3, 4/ / 2) /2, e°/ /2. Fiir die Temperatur 7 schreiben 
wir T*-+o,, fiir die Entropie s entsprechend s*-+ e°. 

Zwischen den o,; und den ¢' (i=0, 1, ..., 6) bestehen dann im thermo- 
dynamischen Gleichgewicht, da wir uns auf kleine Abweichungen vom 
Bezugszustand beschrankt haben, lineare Beziehungen; sie sind wegen 
der besonderen Wahl des Bezugszustandes auch homogen: 

Cee ge ON 2). 32, ©) (1) 
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Uber einen Index, der in einem Produkt zweimal vorkommt, ist hier 
und im folgenden, wenn nicht anders bemerkt, von 0 bis 6 zu summieren. 
Wir nennen @;, die thermoelastische Matrix fiir ungehemmtes thermo- 
dynamisches Gleichgewicht. 

Sind die e* nicht zeitlich konstant, aber stets hinreichend nahe am 
Bezugszustand, so kann man das BottzMannsche Superpositionsprinzip 
als giiltig voraussetzen. Es besagt: Ist o;, (¢) bzw. o;,(¢) der ,, Spannungs- 
verlauf‘‘ zu den ,,Dehnungen“ ¢' (¢) bzw. e(é), so ist «o;,(t) +P o;2() 
der Spannungsverlauf zu den Dehnungen «e¢’ (t) +e, (¢) bei beliebigen 
Konstanten «, 8. Kennt man daher den , Spannungs‘‘verlauf fiir die 
sieben ,, Dehnungs‘‘beanspruchungen 


elo tur te 0) | eb ce, Gj 
= et ee) fiir alle ¢ 


so kann man genau wie in der tiblichen Nachwirkungstheorie schlieBen, 
da& zwischen den o; und den ¢! eine Beziehung der Gestalt 


GieaGelt — Cin ede == 04 as 6) (2) 


besteht. Die Gesamtheit der Funktionen C;,(u) bezeichnen wir als 
Nachwirkungsmatrix. Die untere Grenze des Integrals wurde zu Null 
gewahlt, da auf die Spannungen zur Zeit ¢ die Dehnungen zu spateren 
Zeiten keinen Einflu8 haben diirfen. 

Die Einfithrung der GréBen oy, e° erlaubt eine besonders einfache 
Berticksichtigung des Temperatur- bzw. Entropieeinflusses auf die 
Spannungs-Dehnungsbeziehung. Der Kiirze halber schlieBen wir mit 
den Worten ,,Spannungen“ bzw. ,, Dehnungen“ die GréBen oy bzw. e° ein. 


3. Die Symmetrie der Nachwirkungsmatrix. 


Bei gehemmter Nachwirkung (Hemmung im Sinne der Thermo- 
dynamik) entstehen aus (2) die thermoelastischen Beziehungen g; (¢) = 
c;, *(t) und aus den Gesetzen der Thermodynamik folgen daher die 
thermodynamischen Relationen 


Crp = Cp; Vo == Op Aan 0)), 
welche die Symmetrie des elastischen Tensors fiir 1, k=1, 2,..., 6 mit 


umfassen. Ebenso gilt im vollstandigen thermodynamischen Gleich- 
gewicht 


Cre, (t, bis Opl pe erOlr 


Hieraus folgt — man setze dazu in (2) e* = constant und vgl. mit (1) — 


JCal W) du = F Cys) du 
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Wir wollen nun zeigen, daB nicht nur die Integrale iiber die Nach- 
wirkungsfunktionen zu einer symmetrischen Matrix fiihren, sondern daB 
auch die Nachwirkungsmatrix selbst symmetrisch ist. Dazu machen 
wir von einem Ergebnis von GREENE und CALLEN [4] Gebrauch. Fiir 
seine Anwendung lésen wir die Beziehungen (2) nach den ¢'(¢) auf. Das 
gelingt uber eine LApLacs-Transformation der o;, e' und C,, (wu) und ihre 
Umkehrung (s. dazu auch Abschnitt 4). Es ergibt sich 


ul (Neccetcdets a0" Wee = ii Ci* (u) o, (t — u) du. (3) 
0 
GREENE und CALLEN haben mit schwankungstheoretischen Betrach- 
tungen unter Zuhilfenahme des Prinzips der mikroskopischen Rever- 
sibilitat gezeigt, daB bei dem speziellen Zeitverlauf der o, 


G—b,, tor <0, o.=0 fir +> 0; (4) 


mit Konstanten o,,), fir ¢>0O die Beziehungen 

1 1 Seo rik yik ser 

E(t) = on Ono | on Y* (eo) 3 ae (eC ad (5) 
gelten. Die Admittanzmatrix Y'*(w) gibt den Zusammenhang der 
Schwankungen der e’ mit den spontanen, von der Umgebung induzierten 
Schwankungen der o,. Ihr Realteil }{[Y'*(w)+ Y'** (w)] ist nach 
GREENE und CALLEN symmetrisch in den Indizes 7, k; diese Aussage ist 
eine Verallgemeinerung der ONSAGERschen Reziprozitatsbeziehungen. 

Vergleichen wir (5) mit (3) fiir die spezielle Spannungsbeanspruchung 

(4), so folgt fiir ¢>0 


lo) io 6) 
| C*¥ (u) O, 9 dU — 1 Cis | go [Y** (w) aie Vike (aw) | giv 
27 ; iyi : 
i —oo 


und daraus durch Differentiation nach der Zeit, wegen der willkiirlichen 
Wahlbarkeit der ojo, 


thie 2 * dw ik | ik* iat 
CGE = ae | - [Y"* (wo) + Y*"* (w)] 2 


Damit ist einerseits der Ansatz (2) bzw. (3) der verallgemeinerten 
Nachwirkungstheorie mit der Schwankungstheorie in Zusammenhang 
gebracht, die Nachwirkungsfunktionen C'*(w) sind mit der Admittanz- 
matrix Y'*(w) verkniipft und schlieBlich ist die Symmetrie 


C=O (geie= 0, 4,4... 9) (6) 
bewiesen. Weiter folgt hieraus 


Cp (4) = Cys (#) (Bie eet O hy Res) (7) 
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wahrend die Symmetrieeigenschaften c'* = c*' wieder bereits Folgerungen 
der Gleichgewichtsthermodynamik sind, die man im iibrigen auch direkt 
aus C;,=C,; gewinnen kdénnte. 

Bei Vorliegen eines Magnetfeldes oder von Corroris-Kraften sind 
die Symmetriebeziehungen (6), (7) wieder in der Weise giiltig, da mit 
Vertauschen der Indizes auch die Richtung des Magnetfeldes oder die 
Geschwindigkeit, die dann als Argument in den C’* bzw. C,; auftreten, 
umzukehren ist. 


4. LapLace-Tvansformation der Nachwirkungsgleichungen. 


Die Nachwirkungsgleichungen (2) bzw. (3) sind Integralgleichungen 
vom sog. Faltungstyp. Sei der Bezugszustand e’=0, o,;=0 fir alle 
t< 0 aufrechterhalten und setzen wir 

E'(p) = fePre(t)dt, S,(p) = Je ?'o,(t) dt, (8) 
0 0 


oo 


DP? (p) =") = fee dt, Ti, (p) =Nh,(b) = f e-?'C,;, dt, (9) 


0 


so gehen (2) und (3) durch diese LAPLACE-Transformation tiber in 


E'() = [e+ PT") S.6), Si) =[en— OIE) | gy 
(k =0,1,2,..., 6). 


Hieraus folgt z.B., daB die beiden symmetrischen Matrizen c'* + ['*(p) 
und c,;,—T},(p) reziprok sind. 

Ferner folgt, daB sich die LApLAcre-Transformierten der Nachwir- 
kungsgleichungen (2) aus einem Potential 


® (6) = 4 le, — Lin (6)] E* (6) E* (6) 


im Raum der LAPLACE-Transformierten iiber 


d® (p) = S,(p) dE'(p), _ 60() 


herleiten lassen. Dieses Potential ist also ein Analogon zur inneren 
Energie im thermodynamischen Gleichgewicht, aufgefaBt als Funktion 
der Entropie und der Dehnungen. Ein entsprechendes Potential laBt 
sich fiir (3) definieren; es ist ein Analogon zur freien Enthalpie. Durch 
LEGENDRE-Transformation gewinnt man in iiblicher Weise weitere 
Potentiale. 


Die Theorie der Nachwirkungserscheinungen fiihrt also im Raum 
der LApiLace-Transformierten auf einen Formalismus, der dem der 
Gleichgewichtsthermodynamik eng verwandt ist. 
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Wir bemerken noch, da8 im ungehemmten thermodynamischen 
Gleichgewicht mit konstanten é' und o; aus (2) folgt 


Cia [ern =) Ty (0) ] ef, 


wahrend fur das vollstandig gehemmte Gleichgewicht (hierfiir ist p =o 
zu setzen) o;=c;, e* gilt. Die Symmetriebeziehungen J), (p) = Lp), 
welche aus dem Prinzip der mikroskopischen Reversibilitat folgen, 
interpolieren also zwischen den Symmetriebeziehungen 1/7}, (0) = 7, (0), 
T,(0°) =, (00) (=0), welche bereits mit der Gleichgewichtsthermo- 
dynamik begriindet werden kénnen. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB notwendig und hinreichend fiir visko- 
elastisches Verhalten das Verschwinden der Determinante |c;, — J}, (0) | 


ist. Dann existiert /"*(0) nicht und die Dehnungen sind nicht durch die 
Spannungen bestimmt. 


). Ein Hilfssatz. 


Wir beweisen nun als Grundlage fiir die weiteren Uberlegungen zu- 
nachst einen Hilfssatz, Gehen wir vom Bezugszustand aus zu einem 
Zustand mit Werten «’’ der e’ einmal irreversibel, einmal reversibel tiber, 
so gilt 


gt’ et’ 


rk O; d é lirreversibel a ih G; d é |reversibel a 0. (1 1) 
0 0 


Die Endwerte der oa; sind in beiden Fallen im allgemeinen voneinander 


verschieden. 
Zum Beweis gehen wir von der bekannten thermodynamischen Un- 


gleichung : 
ds det du 
of eel pt sae pebse! 
3 dt +) % aaa 

= 


(w = innere Energie der Volumeneinheit) aus, die fiir jeden irreversiblen 
ProzeB gilt. Mit T=T*-+o,, ds=de® folgt hieraus 


dé du ds 
PER eee eee 
Gandhi adi dt 
und durch Integration 
Nf o, dé et aectbal = u' Us LF (s’ i, SA) ¥ (12) 
0 
wenn sich u’, s’ auf den Endzustand beziehen. Dieser ist aber in einem 
Material, in dem Nachwirkungserscheinungen méglich sind, kein Gleich- 
gewichtszustand. Halten wir nun die erreichten ¢’’ fest, so stellt sich 
im Laufe der Zeit thermodynamisches Gleichgewicht mit einer inneren 
Energie # ein. Bei konstanten ¢'’, d.h. bei konstanter Entropie und kon- 
stanten Dehnungen nimmt aber die innere Energie ab. Die Ungleichung 


BK 
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(12) ist daher mit # an Stelle von w’ a fortiori erfullt, Erreichen wir den- 
selben Endzustand reversibel vom Bezugszustand aus, so gilt 

J 0; de! | reversibel = t= bo 1 (s" re s*) 0 

0 
Dies folgt unmittelbar aus o; de’ =du—T*ds oder etwas anders ge- 
schrieben F 

Tds+Diode=du 
p=1 

fiir wahrendes Gleichgewicht. 

Damit ist der erste Teil des Hilfssatzes bewiesen. Zum Beweis des 
zweiten Teiles bemerken wir zunachst, daB die freie Energie des bei der 
Temperatur T* verspannten thermodynamischen Gleichgewichtszu- 
standes sich aus o,=€;, e* mit o,=0 zu 


6 
1 ~ (2A CON oa 
f= Ph +S >) Cn — ee) of et 
ad \ 00 
4,k=1 


berechnet. Sie ist notwendig nicht kleiner, abgesehen von viskoelasti- 
schen Kérpern sogar gréBer, als die freie Energie des spannungsfreien 


Bezugszustandes. Also ist die quadratische Form zu ¢é,, — ‘#e°*® 
“00 
(t, k=1, 2, ..., 6) nicht-negativ definit. Dann folgt aber wegen cy, > 0 
6 6 % 2 
2a 2 Se Ge aN 1 = 2 
ny Crp Xi X= >, (eu. = “19h 0) Xi Xp Lae ine Cok x] Pax) 
2 : S90 a) 
i,k=0 i,k=1 ‘R=0 
fiir alle reellen x,. Andererseits gilt 
0s a 
i O; dé | reversibel — f Cir é de = 465, ev ef e 
0 0 
Damit ist auch der zweite Teil des Hilfssatzes bewiesen. 
6. Eine Eigenschaft der LAPLACE-Transformierten 
der Nachwirkungsmatrix. 
Wir nehmen nun einen Dehnungsverlauf 
a= eRe PPS ceil cos p, t (p= 2, +74.) 
mit reellen 9 und p, > 0 an. Er bedeutet eine Schwingung mit expo- 
nentiell zunehmender Amplitude, die fiir = —co vom Bezugszustand 


ausgeht. Fiir die o; gilt dann, wie man sofort an (2) feststellt, 


, G; = Reo;,e?' mit Figo = [Cn — Li, (D)] &. 
Sei nun 


O59 = |Gjo| e%, p= |p|e”, 
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dann gilt 
RN RRS a eee t = 
t di Fn io| & COS (Pat + a;) Cos (pot + y) 
== JRE i é |po;o| e2hit [el2bet ta;+y) i a ela) 4 
und durch Integration folgt 


e\ 


dei 
| «; : dt = Re ; € |Po;9| e2”! 


(2psttat+y)t el%i—7) # | 


{ , E f: 2 
SPS, Naonrick er). 


Andererseits ist mit e° =e, Re e?' 
et’ € 
ft 0; dé’ peroneal = fi 

6 0 

4¢;, Re et c?*- Re a cP! 
4¢,,6°%* Re [eh ab (4 + 2?!) 


Aus dem Hilfssatz des vorhergehenden Abschnittes folgt daher mit 
(12) fir alle ¢ 


Re [c;, — Tin (P)] &% €(e abt fe) > | 


(14) 
> Reé,, ef ek (4 + e??*) SO. . 


Fir einen Zeitpunkt, in welchem e??:/' rein imaginar ist (nur méglich 
fiir #,+ 0), folgt dann 


Fea oan) Xi; My >Re | E54 X; %_ 0 (15) 


mit beliebigen reellen x;, von denen mindestens eines von Null ver- 
schieden ist und fiir alle f mit Ref >O. Fiir reelle positive p bleibt 
diese Beziehung bestehen; das folgt unmittelbar aus (14) fiir #,=0. 
SchlieBlich folgt wegen 
22, — 73,00) (16) 
aus (15) noch . 
Re #0) — Dn) ta, SO iti’ “hep 0: (17) 
Da die Funktion 3 [c;, —Lj,(p)] x;% fir positive p reell ist, fir 
Re p > 0 regular ist und positiven Realteil besitzt, so ist sie eine sog. 
positive Funktion. Auch p{c'*+J”*(p)|x,;%, ist dann eine positive 
Oe (vgl. CaueER [5], S. 133). Dasselbe gilt nach (17) auch fur 
rat x (0) — Lin (P)] %;%- 
Diese Feststellung zeigt eine enge Analogie zur Theorie der elek- 


trischen Netzwerke auf. Dazu sei daran erinnert, daB in einem elektri- 
schen Netzwerk mit Eingangsspannungen e, und Eingangsstromen 2, 
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(k = 1, 2,...,) ohne innere Energiequellen (passiver 27-Pol) ein Zu- 

sammenhang e; = >) Z;,2, (hierin sind die e; und 2, 1m Sinn der kom- 
k=1 

plexen Wechselstromrechnung aufzufassen) besteht und daf die sym- 


metrische Impedanzmatrix Z;,(p) mit p=iw (w = Kreisfrequenz) bei 


nw 


analytischer Fortsetzung eine positive Funktion >) Z;,(p)*;%, liefert. 
j,k=1 
Konnte man jede symmetrische Matrix Z,, (p) mit positiver Funktion 


> Z;,(f) x;%, durch einen 2n-Pol mit Kapazitaten, Widerstanden, 
j,R=1 . 
Induktivitaten, Gegeninduktivitaten und idealen Ubertragern reali- 
sieren, so wiirde folgen, daB man zu einem Material mit beliebigen Nach- 
wirkungseigenschaften stets einen elektrischen 27-Pol (7 = 7) mit diesen 
Elementen finden kann, der tiber die Zuordnung 


dek f 
O, =“2E, <= Bt ; (is — Lin (b)] =F Zin 


genau dasselbe Verhalten zeigt, also ein Modell der Nachwirkungs- 
eigenschaften darstellt. « und # sind hierin Konstanten, die nur die 
Aufgabe haben, die Dimensionen bei der Zuordnung in Ordnung zu 
bringen. Dieses Modell wiirde nicht nur den Zusammenhang zwischen 
allen Spannungs- und Dehnungskomponenten, sondern dariiber hinaus 
noch zwischen Temperatur und Entropie erfassen. 

Tatsachlich kennt man einen solchen Satz bis jetzt nur fiir 2-Pole 
bei rationaler, positiver Impedanzfunktion (BRUNE [6]) und zwar 
kommt man hier sogar ohne ideale Ubertrager aus. Man kann daher 
wenigstens jeden Nachwirkungszusammenhang zwischen zwei konju- 
gierten Variablen mit rationaler LAPLACE-Transformierter der Nach- 
wirkungsfunktion durch ein Modell in Gestalt eines elektrischen 2-Pols 
mit Kapazitaten, Widerstanden, Induktivitaéten und Gegeninduktivi- 
taten wiedergeben. 


7. Die Viskositatsmatrix. 


Beschranken wir uns voriibergehend auf isotrope Koérper, so verein- 
facht sich die Matrix der c;, zu 


| foo “or «= on SC 0 0 | 
meta pee 20 0 0. | 
exo Cio. 1s ee fee 0 0 |) 

lere|| = ero S12 tn 0CCtsCOO | 
0 0 0 Can =O 0 | 
1 0 0 0) CnC 
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Mit Cyy=Cy;—Cy9. Dieselbe Vereinfachung gilt fiir die Matrizen L',.(p) 
und C;,,(“). Nehmen wir speziell e® = 0 an (isentrope Zustandsanderungen 
so zerfallen daher die Gln. (10) in eine Gleichung fiir allseitige _Kom- 
pression, in eine Gleichung welche die Temperaturanderung bestimmt und 
in fiinf Gleichungen fiir Schubverformungen und Schubspannungen. Sei 


Si + S24 5,=35, Et + E+ ES —3E, 
SOR aay 
ae Ee E' = Ei (1 = 4, 5,6), 


so gilt demnach 
S = [ey + 2¢;, — fy, (6) — 21,4 (p)] EZ, 
= [1 — Gye — Lyi (P) + La(p)] EL”. 
Wir schreiben dafiir unter Beriicksichtigung von (16) 
S=3K(0)E+3¢(p)-pE=3K(A)E, (19) 
S; = 2G (0) B’’ + 2n(p)-pE*' = 2G6(p) B"’ (20) 


mit 


K(p)=K(0)+C(4)6, G(p) =G(0) + n(4) p. 

Die Gln. (19) und (20) geben die Spannungsdehnungsbeziehung fiir ein 
isotropes Material mit dem statischen adiabatischen Kompressions- 
modul K (0), dem statischen Schubmodul G (0), einer frequenzabhangigen 
Druckviskositat €(p) (6 =1, w = Kreisfrequenz) und einer frequenz- 
abhangigen Schubviskositat 7(f). In anderer Schreibweise ist K (pf) 
der adiabatische frequenzabhangige Kompressionsmodul, G(f) der 
frequenzabhangige Schubmodul. Aus den friiheren Ergebnissen folgt 
unmittelbar [man setze in (15) x)= %,=%;=%,=0, %,=%,—=%3 baw. 
= t= tg = Hg 1, = *,— 0], dab 


" K(p), G6), Cp), ni) (22) 


positive Funktionen sind. Dieselbe Eigenschaft laBt sich nicht fiir die 
Lamésche Konstante A = K — 3G folgern, woraus man schlieBen darf, 
daB ihr nicht dieselbe grundlegende Bedeutung zukommt wie den 
Moduli K und G. ‘ 

Die Bedingung der Viskoelastizizat, det |¢;,| = det |¢;, — [j,(0)|=0 
gibt fiir den isotropen Kérper 


[Ego (Cra + 2610) — 3€91£ 91) (C11 — G12)? = 0. (23) 
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Aus den Bedingungen fiir die innere thermodynamische Stabilitat folgt, 
daB € , sowie der Inhalt der eckigen Klammern in (23) positiv sind. 
Der isotrope viskoelastische Kérper ist daher durch ¢,; —¢,,=0 charak- 
terisiert. Das bedeutet, daB stets K(0)-+-0, wahrend G(0), eben fur 
viskoelastische Korper, verschwinden kann. Ist G(0) 0, so stimmt 77 (0) 
mit der gewohnlichen laminaren oder ersten Viskositat fiir kleine Schub- 
geschwindigkeiten tiberein. 

Im allgemeinen Fall beliebiger Kristallstruktur kann man (10) offen- 
bar so schreiben 


hierin ist é;, die thermoelastische Matrix fiir thermodynamisches Gleich- 
gewicht und 


nen(b) = + Uix(0) —Fal@)] k= 0,4,..., 6 


eine symmetrische Viskositatsmatrix mit positiver Funktion 7,;;(p) x; %,. 
Analoge Ergebnisse erhalt man bei isothermen Zustandsanderungen. 
Dazu geht man von 


ef’ 6 ei’ 6 

al 4 At : 
if >» 0; Wed beers Sibel = f ps 0; de | reversibel = 0 (24) 
0 i=1 0 s=1 


aus. Die linke Seite gibt die vom System aufgenommene Arbeit bei 
isothermer irreversibler Dehnung. Sie ist nach dem Satz von der maxi- 
malen Arbeit gréBer als die beim isothermen reversiblen ProzeB8 mit 
gleichen Endwerten der ¢;(1=1, 2,...,6) aufgenommene Arbeit. Die 
zweite Ungleichung in (24) folgt schlieBlich daraus, daB die freie Energie 
des isotherm gedehnten Zustandes stets gréBer als die des ungedehnten 
Zustandes ist und beim viskoelastischen Material ihr mindestens gleich ist. 

Von (24) ausgehend beweist man fiir die isothermen elastischen 
Koeffizienten 


dj, () = ¢,, — J, (Cio — Lio (6) (ero — Tho (P)1 
in (P) = Cp — Li, (2) see 


in den isothermen Spannungsdehnungsbeziehungen 


entsprechende Ungleichungen wie fiir die adiabatischen elastischen 
Koeffizienten. Insbesondere sind 


1 
Pp 


mit Summation tiber 7, k von 1 bis 6 bei reellen x;, die nicht alle ver- 
schwinden, positive Funktionen. 


diy (D) aq und (din (P) — din (0)] 24m, (25) 
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8. Die Einordnung der thermodynamischen Relaxationstheorie 
in die thermodynamische Nachwirkungstheorie. 

Die thermodynamische Theorie der Relaxationserscheinungen_be- 
schreibt den Zustand des Materials neben den ¢' (oder den a, oder auch 
in gemischter Form) durch Einfiihrung gewisser innerer Variabler €, 
gewinnt aus der inneren Energie, geschrieben als Funktion der e’ und 
der &*,~=1,..., m iiber die Differentialeigenschaft 


du=T*d®+o,deé —A,d& 
die ,, Spannungs-Dehnungsbeziehungen ‘ 
0,0, e* 4- Gg. emo ee) 


Ay = — Gin — tage (Oe 1 2nd y My 


wobei jetzt tiber einen in einem Produkt zweimal vorkommenden latei- 
nischen bzw. griechischen Index von 0 bis 6 bzw. von 1 bis m zu sum- 
mieren ist. Dazu kommt das Gesetz iiber die zeitliche Anderung der & 
a5" = E*P A, 
dt B 
ones Cg —= (5, Fop— Mas Oe DIC Ge rp Gy, Ee Rangen nur 
von 7T* ab. Geringe Abweichungen vom Bezugszustand sind auch hier 
stets vorausgesetzt. (Wegen Einzelheiten, auch zum Folgenden, vgl. 
MEIXNER [7 |, [8], insbesondere [9].) 
Ohne Beschraénkung der Allgemeinheit kann man 7,,— 06,5 (0,,=1 


fir «=f, =0 fiir «+ f) und E*? = : 


Tx 
mit tT, > 0 voraussetzen. Elimination der & fiithrt dann zunachst auf 


0,3 (ohne Summation tiber «) 


oom lei eee | 
wenn D = ke — Differentiationsoperator, und weiter durch Integration 
auf 2 
o;(t) = ¢;, &* (t) — [ eis eta oF (t — u) du. 
x 


‘ 
Die thermodynamische Relaxationstheorie ordnet sich also in die all- 
gemeine Nachwirkungstheorie, wie Vergleich mit (2) zeigt, ein. Ihre 
Nachwirkungsmatrizen haben die Gestalt 

C;,(u) ke oe eo tlto. (26) 
mit positiven 1, und reellen g;,, ihre LApLAcE-Transformierten lauten 
Ti, () = Sadie 
und sind daher auBerhalb der negativen reellen Achse tiberall regular. 
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Die Beziehung (15) laBt sich fiir diesen Fall leicht direkt beweisen; 
dariiber hinaus sind hier noch 


Lyn (D) %; Xp, LO (Dye [ese — Lin ()] Xs (28) 


1 


positive Funktionen (siehe [9)). 

Die Klasse der Nachwirkungsfunktionen, welche aus der thermo- 
dynamischen Theorie der Relaxationserscheinungen entspringen, laBt 
sich in einfacher Weise durch folgende beiden Eigenschaften charak- 
terisieren : 


1. Cop — f C;,,(u) du besitzt eine nicht-negative quadratische Form ; 
0 


2. die quadratische Form C;,(u) x; x, als Funktion von u im Inter- 
vall 0 < u < oo betrachtet, verschwindet bei festen x; entweder identisch 
oder ist totalmonoton derart, daB das Vorzeichen der s-ten Ableitung 
(S04, 2, «s4) leicht )> ist. 

DaB diese beiden Eigenschaften bestehen, folgt unmittelbar aus den 
obigen Ausfithrungen. Umgekehrt laBt sich bei Vorliegen dieser Eigen- 
schaften eine thermodynamische Theorie mit gewissen inneren Variablen 
konstruieren, die der Nachwirkungsbeschreibung aquivalent ist (vel. 
dazu [9)). 

Es ist dagegen nicht méglich, eine solche thermodynamische Theorie 
fiir den Fall einer beiebigen Nachwirkungsmatrix zu konstruieren. Dies 
gilt insbesondere fiir den Fall, daB die LAapLace-Transformierte J}, (p) 
singulare Stellen mit nicht verschwindendem Imaginarteil besitzt. Erst 
in einer erweiterten thermodynamischen Theorie, welche zur Charak- 
terisierung des inneren Zustandes neben den inneren Variablen noch ihre 
ersten Ableitungen nach der Zeit verwendet, ist es méglich, auch all- 
gemeinere Nachwirkungsmatrizen, naémlich solche vom Typ (27) mit 
komplexen t, und q;,,, zu erhalten. Hierauf soll jedoch spater eingegangen 
werden. 


9. Die dynamische Zustandsgleichung. 

Haufig wird ein Relaxationsverhalten durch eine dynamische Zu- 
standsgleichung beschrieben. Darunter versteht man einen Zusammen- 
hang zwischen konjugierten Variablen, der auch noch ihre Ableitungen 
nach der Zeit enthalt. Beschraénken wir uns insbesondere auf die ela- 
stische Beziehung zwischen Druck und Volumen, so gilt mit 3¢=0,-+ 
O2+03, 3€=el+ e?+ ¢3 in einem haufig betrachteten besonders ein- 
fachen Fall 

o+ 7,6 =3K (0) [e +7, é]. (29) 


Hierin ist A (0) der adiabatische statische Kompressionsmodul; t, und 
t, sind Konstanten, deren Bedeutung unten auseinandergesetzt wird. 
Durch Auflésung nach o gelangt man unmittelbar zur Nachwirkungs- 
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beschreibung, so daB auch solche Ansitze sich der N achwirkungstheorie 
unterordnen. Unsere obigen Ergebnisse liefern jedoch wichtige Ein- 
schrankungen fiir Ansatze dieser Art. Bildet man fiir das genannte Be1- 
spiel die LApLAcE-Transformierte zu einem Vorgang mit c=e=0 fiir 
<0, so folgt [6 und E sind analog zu (8) definiert] 


S=3K (0)? 


ipa h 
Es muB also wegen K (0) >0 
1 Po te feun _ tp=t 
nS ee ae 7 tee 


eine positive Funktion sein. Daraus folgt t,, t, reell und t, =t, >0. 
Ein Verhalten, wie es die dynamische Zustandsgleichung (29) beschreibt, 
l4Bt sich daher stets durch eine thermodynamische Theorie wieder- 
geben. In ihr sind dann t, und 1, die positiven Relaxationszeiten bei 
konstanter Spannung bzw. bei konstanter Dehnung. 

Analog muB bei der dynamischen Zustandsgleichung 


o+aé+66=3K(0)(e +0242) (30) 

der Ausdruck 
(1—a)+(B—b)p 
1+ap-+bp? 

eine positive Funktion sein. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn 
a, b,a,P reell sind mit af jba, weiter K(0) >O ist und entweder 
a>aZz0, B=b=0 [Fall der Zustandsgleichung (29)| oder « 2a ZO, 
B>b=o gilt. Eine dynamische Zustandsgleichung der Gestalt (30) 
kann nur dann aus einer thermodynamischen Theorie im Sinn des Ab- 
schnitts 8 gewonnen werden, wenn eine Partialbruchzerlegung 

1tap+Bp _ sal ait Ne 

PD cg ape Gero. age 


mit positiven K (co), A, B, t,, t, méglich ist. 
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Zur linearen Feldtheorie. I. 
(Ein Wirkungsprinzip und seine Anwendung in der Kosmologie.) 
Von 
WILLY SCHERRER. 


Herrn Professor Dr.M. v. LavE zu seinem 75. Geburtstage am 9. Oktober 1954 
gewidmet. 


(Eingegangen am 11. Mai 1954.) 


Die in den ,,Grundlagen zu einer linearen Feldtheorie’ angegebene Wirkungs- 

funktion wird erweitert und auf das einfachste kosmologische Modell angewendet. 

In demjenigen Falle, welcher der ErnstEINschen Lésung ohne kosmologische Kon- 

stante am nachsten steht, ergibt sich ein Weltalter von t= 4,1 - 10° Jahren, wenn 

man fiir die Materiedichte = 6,6: 10-78 g cm? und fiir die HussBLEe-Konstante 
k =3,15- 10-28 cm setzt. 


§1. Einleitung. 


Die vorliegende Abhandlung stiitzt sich auf meine kirzlich publi- 
zierten ,,Grundlagen zu einer linearen Feldtheorte’‘1, welche hier jeweils 
unter dem Buchstaben L zitiert werden sollen. 

In der linearen Feldtheorie bilden der Zeit-Raum und das Feld eine 
unlésbare Einheit. Der ,,leere Raum” scheidet als Begriff aus und kon- 
sequenterweise bildet die Losung des kosmologischen Problems den 
Schliissel zu jedem weiteren Detailproblem. 

Als Richtlinie zur Behandlung des kosmologischen Problems habe 
ich entsprechend den klassischen Lésungen die vollkommene spharische 
Raumsymmetrie gewahlt, also das Linienelement 


$2 == x28 — L® (xq) (O2 + sin? OS? + sin? O sin2d @). (1) 


Dabei hat sich herausgestellt, daB das in L, §10 zur Exemplifikation 
verwendete Wirkungsprinzip zu eng ist. Es miissen weitere Invarianten 
des in L, §12, (1) angegebenen Typus herangezogen werden, also In- 
varianten, die in den FeldgréBen f,,, quadratisch homogen sind. Die 
Grundlagen der linearen Feldtheorie sind so allgemein gewahlt, daB dies 
ohne weiteres moglich ist. 

Um die in Betracht kommenden Invarianten iibersichtlich darstellen 
zu konnen, lése ich die in L §6 eingefithrte Konstantenmatrix || c,;|| 
gemaB den Formeln (15) daselbst in ihre symmetrischen bzw. anti- 
symmetrischen Bestandteile auf: 


Ain = (Ci, + &,)3 Gin = ¥ (C54 — Cp,)- (2) 


1 Z. Physik 138, 16 (1954). 
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Bezeichnet man noch mit ||a'*|| die Inverse der Matrix ||a@;,||, so findet 

man folgende sechs Invarianten: 
M, = a;,0,,a!* f'% fF, G) 
M, = az, fie fo, (3) 
M; = a;,f' ae; (33) 
M, =2,,4,,4°° $9 f%, (4) 
Matsa Ege, (35) 
M, = Re hee led. Bs) 


Vermutlich sind das alle in den FeldgréBen /; ,, quadratisch homogenen 
Invarianten. Die Invarianten M,, M, und M, habe ich in L, §12, (1) 
mit P, Q und S bezeichnet. Neu sind die Invarianten M,, M, und M,. 
Insbesondere stellt MM, das genaue Analogon der MAxwettschen Wir- 
kungsfunktion dar. 

Die allgemeinste in Betracht kommende Wirkungsfunktion ist also 
eine lineare Kombination 


M =A, M,+A,M, +A, M,+A,M,+A,M, +A, M™,, (4) 
wo die A;,A; universelle Konstanten derselben Dimension darstellen. 


Wir werden aber sehen, da nur schon die Forderung der spharischen 
Raumsymmetrie drei Relationen zwischen den A,, A; ergibt. 


$2. Das Wirkungsprinzthp. 
Wir wahlen als Wirkungsdichte die GréBe 
m= My, (1) 
wobei M die in §1, (3) und (4) definierte Wirkungsfunktion ist. 
Als Wirkungsprinzip postulieren wir nun das Variationsproblem 
6f Mdx=O0 
6 
dx = dx ,dx,d%,dXx,, | 
welches in klassischem Sinne gehandhabt werden soll. Variiert wird also 


iiber ein beliebiges aber festes Zeitraumgebiet (4, auf dessen Rande die 


Werte der Matrixkomponenten y,,, festgehalten werden. 
Die damit charakterisierte Variation will ich kurz als ,,frece Varia- 


tion’ bezeichnen. 
Vorlaufige Untersuchungen iiber die Méglichkeit, Teilchen als Feld- 


verdichtungen darzustellen, haben mir aber gezeigt, dali die zusatzliche 
Nebenbedingung 


(2) 


d6fwdx=0 (3) 
6 


wahrscheinlich von Bedeutung sein wird. 
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Nach den klassischen Ergebnissen der Variationsrechnung sind die 
Forderungen (2) und (3) zusammen bekanntlich gleichwertig mit dem 
Variationsproblem 


ae + Ay p) dx =0, (4) 


wobei A, eine passende Konstante ist. Offenbar ist 4) die kosmologische: 
Konstante der linearen Feldtheorie. 

Die durch (2) und (3) respektive durch (4) charakterisierte Variation 
bezeichne ich kurz als ,,bedingte Variation”. 

Es ist wichtig, sich klar zu machen, daB die bedingte Variation in 
der linearen Feldtheorie physikalisch sinnvoll ist, weil sie einen Zusatz- 
term erzeugt, der nur zusammen mit den Energietermen dem Erhal- 
tungssatz gentgt. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den Entwicklungen von L, §11. 
Die dem bedingten Wirkungsprinzip (4) entsprechenden Feldgleichungen 
lauten 


se == GyyL 
Pr x (5) 
mit 
Ape Lashom genepent oles rs 
(Pan) 2 ee aed ( 
Gen 
und 
Ao ON ; 
eee (7) 


Der Unterschied gegeniiber dem freien Wirkungsprinzip (2) besteht also 
nur darin, daB jetzt in der Totalenergie (7) der kosmologische Energie- 
term 


== App ye” (8) 


neu hinzutritt. 


Der Energiesatz gilt unverandert fiir die Totalenergie: 


= 10 (9) 


Wir haben also nur noch zu zeigen, daB der kosmologische Energie- 
term (8) nicht fiir sich allein erhalten bleibt. 


Aus L $10, (5) schlie8t man auf 


6 (py) ; 
Papen ee a fad (10) 


und aus L §5, (10) folgt 
D Olea Yen (14) 
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Aus (8) erhalten wir demnach 
a = — 2Agp ft. (12) 


Die rechte Seite von (12) verschwindet also nicht identisch, sondern 
nur dann, falls die invarianten Relationen 


j= (13) 
erfiillt sind, w. z. b. w. 


§3. Beschrankung auf Diagonalmatrizen. 

Vorerst eine Bemerkung iiber die konstanten Matrizen |{a;,|| und 
|@;,||. In L §414 haben wir festgesetzt, daB der Matrix ||a;,|| der der 
Relativitatstheorie entsprechende Tragheitsindex zugeordnet werden 
soll. Nach Satzen der linearen Algebra ist es daher méglich, den beiden 
Matrizen durch eine geeignete affine Formentransformation simultan 
folgende kanonische Gestalten zu erteilen: 


1 O O O 6) € O 0} 
1o—1 OO 0 s ae 0 0 Ou 
We : @;,1| = || | fray Ala 
ee, gsi gee Fall boty organdie 
eels —4 i 0 O—y7 0) 


é und 7 werden also zwei universelle numerische Konstanten sein, denen 
natiirlich eine wichtige Rolle zufallen muB. 

In den auftretenden Formeln kénnen wir also ausnahmslos folgende 
Spezialisierungen vornehmen: 


doo = 1; ‘agin ia 
qo =| : qi qz2 q?* — 4 (2a) 
a, == tit) A er 

ot = —4ynp=— EF; Fe3=—4g,=7 alle tibrigen 4,,—0. (2a) 


Dagegen will ich in Lockerung einer fritheren Festsetzung vorderhand 
nicht voraussetzen, daB® die Matrix ||@;,|| nicht ausgeartet sei. 

Fiir die variable Basismatrix ||, ,|| gibt es natiirlich keine generell 
vereinfachte kanonische Gestalt. Hingegen ist nach den Erfahrungen 
in der Ernsterinschen Gravitationstheorie zu erwarten, daB sich streng 
lésbare Falle am ehesten bei Beschrankung auf Diagonalmatrizen er- 
geben. Die dadurch erhaltlichen Vereinfachungen sind so erheblich, dab 
es sich empfiehlt, die in §1, (3) angegebenen Invarianten fiir diesen 
Spezialfall besonders zu notieren. 

Wir setzen jetzt also 


Yp=ye =o fir Ap. (3) 
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SchlieBlich vereinfachen wir noch die Schreibweise mit Hilfe der Ab- 
kiirzungen ; : 
ey dt ee | (4) 
Va=y prepay? J 
Es ist aber wohl zu beachten, daB fiir die richtige Handhabung der 
Summationsvorschrift die unabgekiirzten Symbole eingesetzt zu denken 
sind. Auf Grund aller dieser Abmachungen erhalten wir nun die in §1 
definierten Invarianten in folgender vereinfachten Gestalt: 


M, = a" a, 4, (py? "ty oo)” (51) 
M, Say) tase h fo,909 (52) 
Ms = a, (p")? (w® fo, ve) (53) 
M, = 2a’ (epy' tor +7? y? fo 23)*— = 
—4a@eny "(fh o1f,,23 + h,o2hy31 + fh o3/y,12) » | by) 
M, = 4a" (ey y" for + yy? f, 23)”, (52) 
My = 2 (ey p" foor + 1Y? fo, 23) ¥° Y" fa,00: (53) 


Diese spezialisierten Invarianten sollen inskiinftig einfach ,,Diagonal- 
invarianten™ genannt werden. 


34. Speztalisierung auf das kosmologische Linienelement. 


Gemeint ist also das schon in der Einleitung erwahnte Linienelement 
5? = 42 — 12 (x9) (O2 + sin? O92 + sin? @ sin2d @?). (1) 


Um die einschlagige Wirkungsfunktion zu erhalten, haben wir daher in 
(5), §3 zu setzen 


Xo = ct; Yo =u 

% =O; yy = L(x) ' 
t=O Wo = L(%) sin O | (2) 
Xs =; wy; = L(x,) sinO sin’. 


Es folgt 
y = L’sin? O sin’, (3) 
und fiir die FeldgréBen f,,,; ergibt sich folgende Tafel: 
ie eee oe sm 1 a Sin © salt) 
221=4Lcos@; fs 31 =yLcosOsingd (4) 
| 


fs 39 =} LsinOcos®. 


Der Strich soll die Ableitung nach x) bedeuten. Die Seltzune 2% = cb 
in (2) ist also vorderhand nur ein Hinweis auf die Interpretation. 
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Die Berechnung der Ausdriicke (5) in §3 ergibt nun folgende Werte: 


- oe <= cote? O Ai cote? & 
. 212 L2 2L2sin?@ ’ (51) 
Mu. — 3L% _ cotg*O . , ssote?d 
412 212 412 sin2@ ’ (52) 
i = oC cotg?@ _—Ss cotg?® 
: 412 L? 4L2sin2?@ ? (5s) 
len Be St ae ee (5,) 
4 212 2L?sin?@ t 
if = gl eS __ 1 cotg?é > 
ae: (ie ‘L2sin?@ ’ (Se) 
= eL’ cotg@ = 
Mi =o (53) 


Soll nun die aus diesen Ausdriicken gemaB §1, (4) zu kombinierende 
Wirkungsfunktion 


3 
M = > (A; M, + A;M) (6) 


spharische Raumsymmetrie besitzen, so darf sie nicht von den Winkeln 9 
und # abhangen. Die Kombinationszahlen miissen daher folgenden 
Relationen geniigen: 


2A, +A,+ 2A, ='0 

2A, A= A, + Ag t- 27? A, + 477 A, =U 

eA, =0 

GemaB diesen Relationen erhalten wir nun aus (6) als maBgebende 
Wirkungsfunktion 


(7) 


jh val 2s : A= ; (347 — &”) (A, + 2/,) | (8) 


und formulieren als zusdtzliches Ergebnis folgenden 

Satz: Eine kosmologische Lisung mit sphirischer Raumsymmetrie 1st 
nur moglich, wenn neben den Relationen (7) folgende Bedingungen erfiillt 
sind: 


A, 2A, == .0; er — 377 + 0. (9) 


Das Auftreten antisymmetrischer Invarianten ist also unerlaBlich. 


§5. Schwache Expansion. 
Hier soll der mathematisch einfachste Fall, die freie Variation im 
Sinne von §2, (2) behandelt werden. 
Wir haben also zu setzen 
M=My=A-LL" sin? Osind. (1) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 4 
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Aus den Eurerschen Differentialgleichungen 


pee om _ 9 (2) 
OME oL 
folgt 
(211A) — 1.7 == 0. (3) 
Ein erstes Integral ist 
Dei ge (4) 
und als zweites Integral ergibt sich 
fe = ef x2 (5) 


Als Energietensordichte findet man gestiitzt auf §4, (6), (7) und §3, (5) 
30,0 — _ALL’*sin? Osin#. (6) 

Laut (4) haben wir somit 
¥9,9 — — A Asin? Osin#. (7) 


Falls also eine RIEMANN-Sphire vorliegt, d.h. der Winkel @ von 0 bis a 
lauft, ergibt sich als Totalenergie 


ma man 
E=—AAf f fsin®?Osin?d dp dddo, 
00 0 

was ausgerechnet 


B= — 277 AA (8) 
lefert. Die zugeordnete Gesamtmasse ist daher 


27 A 
M=— = Jk (9) 
Die Konstante A kann man nun mit Hilfe der NEwronschen Himmels- 
mechanik bestimmen?. La8t man namlich im NEwronschen Vakuum 
eine homogene Massenkugel vom Radius R und der Gesamtmasse M 
derart expandieren, daB sie im Unendlichen zum Stillstand kommt, so 
verdndert sie sich genau nach der Gleichung 
3_ 9CM 45 

R= Sor (10) 
wobei C die NEwtonsche Gravitationskonstante ist. Die Losung (10) 
stimmt bis auf die Konstanten genau mit (5) itberein. Vergleicht man 
also die beiden Lésungen unter der Voraussetzung gleicher Masse und 


2 Vel. meine Abhandlung ,,Uber die Gravitation kontinuierlich ausgebreiteter 


Massen‘ [Comm. Math. Helv. 24, 46—83 (1950)], woselbst die erforderlichen Hilfs- 
mittel zu finden sind, insbesondere in SG, 
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und gleichen Volumens, so erhalt man zu (9) die Bedingung 
222 L3 = 77 R3, (11) 
> 


Die Auswertung von (11) und (9) lifert 


wo x die ErnsTEINsche Gravitationskonstante bedeutet. Aus (9) er- 
halten wir daher 
iY ee (13) 
Oo 

Genau dieselbe Lésung behandelt M. v. LAvE in der neuesten Auf- 
lage seines Lehrbuchs ,,Die Relativitatstheorie‘‘3. Fiir weitere Schlub- 
folgerungen und Literaturangaben sei daher der Leser auf dieses Werk 
verwiesen. 

Die geschilderte Lésung habe ich an anderer Stelle als ,, Stagnation‘ 
bezeichnet#. Ich will sie von nun an im Gegensatz zur Lésung im nach- 
sten Paragraphen ,,Schwache Expansion“ nennen. 


$6. Starke Expansion. 
Wir betrachten jetzt die bedingte Variation im Sinne von 82, (4) 


6f (M+A,y)dx=0 (1) 
mit demselben 9 wie in §6: 
M=ALL’* sin? Osin#. (2) 
Setzen wir abkiirzend sie . 
> 
so liefern die EuLERschen Differentialgleichungen 
(2) tees (ees Vy 0. (4) 
Ein erstes Integral lautet 
Se eee (5) 


Das zweite Integral gabelt sich in drei Fallen, die wir in folgender Ta- 
belle zusammenstellen : 


pe a ee 
| 


Biwi CeG | ASfr7e—- CalAe; L=A Gin® (v %) | (6) 
| | rho | 

aye y\ = 0; (Giz O — 4 y2: G — A A8: IL, = A oj! (v Xo) | (65) 

Ble E Osew Ged wld Sees Cae aye L a! Asint ie yl }''(6,) 


= Bd. IL. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1953. Vgl.insbesondere §51dund § 52f. 
2 Ts, (Aye, Se So). 
4 
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Als Energietensordichte findet man jetzt 


$9,0 — (—_A LL’? +A,L') sin? @ sin?, (7) 
was wegen (5) und (3) zu 
$9,0 — = A, A® sin? O sind (8) 
fiihrt. Als Totalmasse finden wir daher in allen drei Fallen 
272 As 
M — = Ale = ee . (9) 


In einer zweiten Tabelle stellen wir nun folgende GréBen fiir die ver- 
schiedenen Falle zusammen: 
Das Totalvolumen 


V = 27? LS. (10) 
Die Massendichte 
M A, A 
bie V a= ae (11) 


Die Huspresche Zahl 


RTI. (42) 
Es ergibt sich folgende Tabelle: 
V Ll | k 
2 43 Sin? (v x,) | —Ay == 2 » Cotg (v x9) | (13) 
Ng 270-2 Ot (v % | 2 Gin? (v x) 3Y Q (v % | J1 
| 
| ait Ag | Ly Lae 5 
De 27? A? Sof? (v Xa) | “2 Gof? (v x) | Vag (v Xo) (413.) 
) +A We eo. 
6% 27? A3 sin? (vy %o) 2 sin? (yx) RV cotg (v X) (4 33) 


Wir gelangen nun ohne Schwierigkeit zu folgenden Feststellungen: 
Im ersten Falle liegt eine monotone Welt erster Art vor, die fiir 
X9—>-+ co asymptotisch in eine DE SITTER-Welt wibergeht. 


Im zweiten Falle liegt eine Welt ohne singulaére Phase vor, die fiir 
X%)—>-+ co und fiir %)——oo in eine DE SITTER-Welt iibergeht. 


Im dritten Fall liegt eine sog. periodische Welt vor. Sie entspricht 
qualitativ der FRrepMAN-ErnsteInschen Lésung ohne kosmologische 
Konstante®. 


Zur Bestimmung der Konstanten y eignet sich der dritte Fall am 
besten, weil er der Newtonschen Himmelsmechanik am nachsten liegt, 
LaBt man némlich im Newronschen Vakuum eine homogene Massen- 


SeVigle UMiny atime cas) S45 ticle 
° Fir die erforderlichen Rechnungen vgl. 1. c. (2). 
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kugel so expandieren, daB sie zur Zeit t=0 mit minimaler Dichte Le 
zur Ruhe kommt, so ist die zu ihrer Kontraktion auf die Dichte ft > Mo 
erforderliche Zeit gegeben durch die Formel 


1 i ds 
t=. : BSS 14 

26x Cuy | st) st_4 ae 
z 


wobei die Variables die relative Dichte 


sae (15) 


Ho 
und C die NEwrTonsche Gravitationskonstante bedeutet. 
Fiir dieselbe Zeit findet man aber in unserem dritten Falle mit 
Riicksicht auf 


pee (16) 
aus (133) die Formel 
4 1 1 as 
OT (0. OS ——— , 1} 
VC \'s 2ve i sVs—1 (17) 
al 


Sorgt man nun dafiir, daB an der Stelle s=1 die Entwicklungen von 

(44) und (417) nach s—4 im ersten Glied iibereinstimmen, so erhalt man 

die Bedingung 

2/27 Coy 
na 


2v= (18) 


3 


= cn 


wo also x die E1nsTErINsche Gravitationskonstante ist. 
Verlegen wir weiter den Anfangspunkt der Zeitmessung durch die 
Substitution 


Vig > +X (19) 


in die Phase maximaler Expansion, so erhalten wir aus (133) fiir 4 und k 
die Formeln 
seid. Deaee Be moan 2 
~ cos? (v x») , k 3 ytg (y X~) ( 0) 
Wir haben also in (18) und (20) drei Gleichungen, um aus den be- 
obachtbaren GréBen x, w und k die Unbekannten », fy und %, zu be- 
stimmen. 
Die Auflésung lefert 


2y = |/x pu — OF, (24 a) 
4 2 


= — : Arc tg. (=). (21 c) 
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Zur numerischen Bestimmung verwenden wir die Werte 


6= 3. 40'cmisec. 4 (22a) 
= DahOw o-Vemin sec, (22b) 
i =0,0 1068 ecm (22c) 
ed  aOezeiciens (22d) 


Man beachte, daB in (22d) nach dem Vorgange von Beur die Halfte 
der HuBBLE-Zahl eingesetzt ist. Die Auswertung liefert 


2vy=5,5°10 42 cm?, (23a) 
oe =e 0-8 oor. 2 (23 b) 
to = 1,9 AO" cm. (23 c) 


Als ,,Weltalter’’ erhalten wir demnach 


fest Me coe “2 = 4-340" seo = 4,1» 10® Jahre. (24) 


QVC 
Als ,,Totalzeit“ ergibt sich 


It 


= == 115 10" Janne. 
ve 


Nach diesem Modell hatte also die Welt heute 1/; ihrer Totalzeit durch- 
laufen. 

AuBerst merkwiirdig ist folgender Umstand. Verwendet man an 
Stelle von (22d) den doppelten, also den HuBBLEschen Wert, so wird » 
imaginar. Zusammen mit den beiden singularen Phasen haben wir hier 
vielleicht ein Symptom dafiir, daB der zweite Fall besondere Beachtung 
verdient. 

Der zweite Fall kann aus dem dritten dadurch hergeleitet werden, 
daB man x durch — x ersetzt. Da dabei nach (6) gleichzeitig y? in — y? 
itbergeht, bleibt die Formel (18) ungedndert. An Stelle von (20) tritt 
jetzt wegen (135) und (16) 


M= Gooey) P= 3° E80 %0)- sie 


Die Auflosung von (18) und (20) schlieBlich liefert an Stelle von (21) 


2v = |e? u + 9 R2, (27a) 
4 2, 

ona a are (27b) 

iy = 4 Lg | 2973 (27¢) 


y | 2y—3k|° 


Zur linearen Feldtheorie. I. 55 


Die Auswertung ergibt 


pss 445-406 hem, (28a) 
fo = 1,2°10°?? gcm'S, (28b) 
%. = 2;2 - 1027 cm (28c) 
Die Zeit 
i = ==7,3 10" Sec = 2. 3.-40° Jahre (29) 


gibt den Abstand von der Zentralphase maximaler Verdichtung und 
konnte daher als ,,Zentralalter‘‘ bezeichnet werden. 

Ohne die Analyse weiterer Detailprobleme ist wohl keine Entschei- 
dung zwischen dem zweiten und dem dritten Fall méglich. Aus dem 
Umstande allein, daB im zweiten Fall ein negatives x eingefiihrt wurde, 
kann wohl kaum ein Einwand erhoben werden. Eine Art ,,Antigravi- 
tation“ ist ja in jedem Falle unvermeidlich. Die Frage geht nur noch 
darum, ob dieselbe wie im dritten Falle in eine singulare Phase verlegt 
oder wie im zweiten Falle kontinuierlich tiber die Zeit verteilt werden 
muB. 


Den ersten Fall lasse ich auf der Seite, da er mir vorderhand weniger 
Interesse zu bieten scheint, als die beiden andern. 


Bern, Mathematisches Seminar der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 56—65 (1954). 


Vorschlag zur Deutung 
der langstwelligen Ultrarotemission 
der Quecksilberhochdruckentladung. 


Von 
Fritz ROSSLER. 


Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 14. Mai 1954.) 


In Anlehnung an friiher entwickelte Auffassungen von der Entstehung der kontinu- 
jerlichen Strahlung der Quecksilberhochdruckentladung wird deren langstwellige 
Ultrarotstrahlung als Quasimolekiilstrahlung gedeutet. Eine solche Auffassung 
gestattet, die beobachteten Eigenschaften dieser Strahlung zwanglos zu erklaren. 
Es werden besprochen: die Druckabhangigkeit, die Querverteilung, die Welligkeit, 
die spektrale Verteilung, die Absorption und die Beobachtung, daB Zn, Cd-Ent- 
ladungen die gleiche langstwellig ultrarote Strahlung wie Hg (Hochdruckentladung) 
zeigen, Tl und S dagegen nicht. 


Seit RuBENS die langstwellige Strahlung der Quecksilberhochdruck- 
entladung (bis 300) fand, sind zahlreiche Messungen an dieser Strah- 
lung ausgefiihrt worden, die dann gréBtenteils von Deutungsversuchen 
begleitet wurden. Eine historische Darstellung ist kirzlich von HeEtTtT- 
NER [J] gegeben worden. 


Spektrale Verteitlung. 


Eine wesentliche Rolle in den Diskussionen spielte dabei die Frage, 
ob eine beobachtete Struktur in der gemessenen Verteilung dem Emis- 
sionsprozeB selbst zuzuschreiben, oder lediglich durch die Art der Mes- 
sung bedingt sei. DAHLKE [2] konnte eine Entscheidung dadurch herbei- 
fihren, da er auBer der Quecksilberstrahlung auch diejenige von Quarz 
und Glas spektral ausma8 und stets eine Struktur der spektralen Ver- 
teilung bei den gleichen Wellenlangen fand. SchlieBlich konnte er wahr- 
scheinlich machen, da in den betreffenden Bereichen der Wasserdampf 
der Luft erheblich absorbierte. Seine Messungen lassen dariiber hinaus 
aber noch konkretere Aussagen zu. Unabhangig von einer genaueren 
Kenntnis der Absorption 1aBt sich namlich aus den MeBkurven von 
DAHLKE eine spektrale Verteilung ableiten, die den Vorzug hat, daB sie 
die Dispersionseigenschaften des Gitters und die Absorption eventueller 
Filter und der Luft mit ihren Bestandteilen nicht mehr enthalt. In 
seiner Fig.3 gibt er die MeBergebnisse fiir das UV-Standard, in seiner 
Fig. 1 diejenigen fiir gliihendes Supremaxglas wieder. Weiter sieht er 
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die Strahlung dieses Glasrohres als schwarz an}. Gliicklicherweise ist 


kT 


. 2} . 5 
die schwarze Strahlung E,, = —o in dem Relativwert ihrer spektralen 


Verteilung in dem betrachteten Wellenlangenbereich unabhangig von 
der Temperatur, die nur als zusitzlicher Faktor eingeht. Auf diese Weise 
kann das Glasrohr genau wie sonst eine Bandlampe zur energetischen 
Eichung der MeBanordnung (Gitter + Luftweg + Thermoelement) die- 
nen. Bildet man das Verhaltnis der Ordinaten in seiner Fig. 3 zu denen 
in Fig. 1 und dividiert durch /4, so erhalt man direkt die relative spek- 
trale Verteilung des Strahlers. Das Ergebnis ist in Fig. 8 einer friiheren 
Arbeit [3] wiedergegeben 


worden. Man erkennt 50 

deutlich die Quecksilber- _ | 
strahlung, sie wird aber § “> 
noch stark durch die $ sol 
Quarzstrahlung und durch 8 om 
die Absorption in der §& 

Quarzwand gestort. 3 10 

Es ist daher notwen- ! 
0 700 . 200 300 400 ps 


dig, vor der eben ange- Wellen/onge 


gebenen Auswertung die Fig. 14. Spektrale Verteilung der langstwelligen Ultrarot- 


Strahlungsdaten des UY- strahlung des UV-Standards (abgeleitet aus den Messungen von 
W. DaxLkeE und B. Kocn). a Quarzstrahlung direkt berticksich- 


Standards in Fig. 3 [2] tigt; b Quarzstrahlung angepaBt an Gesamtstrahlungsmessungen. 
um die Strahlung des 
Quarzrohres zu vermindern, die getrennt von DAHLKE gemessen und 
i dessen Fig. 2 wiedergegeben worden ist. Ist das geschehen, so muB 
die Absorption der Quecksilberstrahlung durch die 1 mm dicke Quarz- 
wand der Lampe eliminiert werden. Die Quarzdurchlassigkeit als Funk- 
tion der Wellenlange ist durch die Messungen von Kocu [4] bekannt. 
Es 14B8t sich also damit die Strahlung des Quecksilbers im Innern der 
Lampe berechnen, entsprechend wie eben mit der Glasstrahlung ins 
Verhaltnis setzen und ihre wahre spektrale Verteilung angeben. In 
unserer Fig. 1 ist das Ergebnis als Kurve a dargestellt. Charakteristisch 
ist eine bandenartige Form der Verteilung. Inwieweit natiirlich die 
Genauigkeit der Messungen geniigt, um den Kurvenverlauf besonders 
im kurzwelligen Bereich als ausreichend gesichert anzusehen, muB offen- 
bleiben ?. 

Gegen die hier mitgeteilte Auswertung lassen sich besonders zwei 
Einwande erheben, von denen der zweite aber bei der Auswertung 


1 Falls das Emissionsvermégen nicht vollstandig 1 ist, so ist es doch wenigstens 
unabhangig von der Wellenlange. 

2 Diese Bemerkung gilt fiir einen groBen Teil der hier besprochenen experi- 
mentellen Ergebnisse. Man kann da nur auf zuktinftige Messungen hoffen. 
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beriicksichtigt werden kann. Es ist einmal nicht bekannt, ob kalter, der 
bei den Messungen von Kocu benutzt wurde, und warmer Sinterquarz 
die gleichen Durchlassigkeiten besitzen. Weiter ist die Quarzstrahlung, 
die von der Strahlung des UV-Standards in Abzug gebracht werden 
muB, temperaturabhangig, da jetzt nicht mehr die Kenntnis des rela- 
tiven Ganges mit der Wellenlinge geniigt, sondern der absolute Wert 
bekannt sein muB. Oben sind die Ordinaten der Fig. 2 von DAHLKE 
direkt in Abzug gebracht worden. Man kann aber auch so vorgehen, 
die Ordinaten der Fig. 2 zunachst so weit zu erhéhen, da die Gesamt- 
strahlungen (Flachen seiner Fig. 3 bzw. 2) mit den Ergebnissen der eben- 
falls von DAHLKE [5] ausgefiihrten Abschaltmessungen am UV-Standard 
ubereinstimmen (Strahlung: ees 

‘ Quarz 13 
man die in unserer Fig. 1 gestrichelt eingetragene Verteilung 0, die noch 
stirker als die friihere den ,,Bandencharakter‘‘ zum Ausdruck kommen 
laBt. Eine besser gesicherte Festlegung der spektralen Verteilung konnen 
wohl erst Messungen bringen, die an Quarz bei einer Temperatur von 
550° C ausgefiihrt worden sind. Das ist die Temperatur [6], wie sie 
beim Betrieb des UV-Standards sich einstellt. Von besonderem Inter- 
esse, weil fiir die Deutung charakteristisch, ist dann der Verlauf auf der 
kurzwelligen Seite des Spektrums. 


|. Tut man das, dann erhalt 


Deutung der Ultrarotstrahlung. 


Der bandenartige Verlauf, 1m besonderen der Abfall der spektralen 
Verteilung nach kiirzeren Wellenlangen (A <150u), war der AnlaB, das 
langstwellige Spektrum in ahnlicher Weise mit Hilfe von _,,Quasi- 
molekiilen™ [7] zu deuten, wie es fiir die kontinuierliche Strahlung im 
ultravioletten, sichtbaren und nahen ultraroten Bereich bereits ge- 
schehen ist [8]. Die spater noch zu besprechende Querverteilung der 
Strahlung und die gréBere Haufigkeit [9] des Quasimolekiils I fiihrten 
dazu, den Ubergang von dem '//7,-Niveau von 61S, + 61!P ausgehen zu 
lassen. Er ist mit x bezeichnet worden. Fig. 2 der vorliegenden Arbeit 
bringt noch einmal den Potentialkurvenverlauf, wie er mutmaBlich sein 
kénnte. Dabei ist der Ubergang zur 61S, + 63P,-Potentialkurve lediglich 
als Beispiel zur Verdeutlichung eingezeichnet worden. Es waren aber 
in gleicher Weise Uberginge nach 61S,+ 6°P, bzw. 61S,+68P, denk- 
bar. Welcher Ubergang der maBgebende ist, kann nicht entschieden 
werden. Ebenso wenig kann es zur Zeit geklart werden, ob die beiden 
in Frage kommenden Potentialkurven einander schneiden oder nur sehr 
nahe aneinander vorbeigehen. Fiir den jetzigen Stand der Diskussion 
sind diese Einzelheiten aber kaum von Bedeutung. 


Wegen des erst thermisch erreichbaren, oberhalb der Dissoziations- 
energie gelegenen (Aktivierungsenergie!) Bereiches einer schwachen 
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Bindung, die als Ausgangsniveau (Quasimolekiil) dient, ist es sofort 
verstandlich, daB eine Quecksilberniederdruckentladung die langst- 
wellige Ultrarotstrahlung nicht liefern kann. Kocu (4) hat vielmehr 
beobachtet, daB erst im Augenblick des Einschniirens die Strahlung 
emittiert wird und daB sie aus dem Zentrum der Entladung kommt. 
Es wird sich jetzt im weiteren um den Versuch handeln, alle bekannten 


Eigenschaften dieser Strahlung aus 
der geschilderten Vorstellung heraus 
zu deuten. Dabei werden wir uns vor- 
wiegend mit den Messungen am UV- 
Standard befassen. 


Absorption der Strahlung. 


Daraus, daB der x-Ubergang auf 
einer zu einem 61S, + 6°P,-Niveau 
mit verhdltnismaBig geringer Anre- 
gungsspannung gehorenden Potential- 
kurve endet, ist es zu verstehen, daB 
die Eigenabsorption der ultraroten 
Strahlung nennenswert ist und daB be- 
setzte metastabile Quecksilberniveaus, 
wie sie 63P, und 63P, darstellen, eine 
erhéhte Absorption bedingen, was 
KROEBEL [10| experimentell nach- 
gewiesen hat. Dabei geniigt als ab- 
sorbierendes Medium sogar nachleuch- 
tender Quecksilberdampf ohne jedes 
angelegte Feld. Die Absorption macht 
etwa 70% aus und liegt damit in der 


6S +68 
68+6P 


Molekulubergange 
---—— Struktur 


Fig. 2. Einordnung der Strahlung in das Poten- 
tialkurvenschema des Quecksilbermolekils. 


gleichen GréBenordnung wie fiir die Linien im sichtbaren Gebiet (z. B. 
4358 A) (11), so daB es berechtigt erscheint, die hier betrachtete langst- 
wellige ultrarote Strahlung mit sichtbarer Strahlung zu vergleichen, 
wie es bei der Querverteilung geschehen wird. 

Es sei bereits hier darauf hingewiesen, daB diese Ausnahmestellung 
der Niveaus 63P, und 63P, hinsichtlich der Absorption von einer Deu- 
tung der Ultrarotstrahlung als durch Bremstrahlung bedingt, auf die 
wir noch zu sprechen kommen werden, nicht erklart werden kann. Das 
gleiche gilt von der Héhe der Absorption. 


Druckabhangigkett. 


Mit steigendem Druck nimmt die Strahlung von Quasimolekil II 
zu, wahrend diejenige von I schwach abnimmt. Das erkennt man sofort 
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daran, daB Sg; in Gl. (19) von Arbeit II nur innerhalb der auBersten 
Grenzen 0,18 (L — A) und 0,4 (L — A) = liegen kann. Fig. 3 dieser Arbeit 


zeigt den gesamten Verlauf, wie er sich nach Gl. (19) ergibt. Dabei ist 
mjd? dem Druck in der Weise proportional, da der Wert 1 mg/cm? 
angenihert 1 Atm entspricht. Mit steigender Leistung nimmt die Tem- 
peratur der Entladung zu, so daB der obere Teil der AbstoBungskurve 
von 61S,-+ 63P, starker besetzt wird und die Absorption anwachst. So 
ist es schlieBlich verstandlich, daB DAHLKE [5] eine maximale Ausstrah- 
lung der langstwelligen Ultra- 
rotstrahlung von Queck- 
silberlampen bei einem Druck 
von etwa 1 Atm beobachtet, 
welcher Bedingung das UV- 
Standardrechtnahe kommt}. 
Ob auBerdem noch eine un- 
symmetrische Druckverbrei- 


[ 
E terung des Ausgangsniveaus, 
eter ! die eine spektrale Verlage- 


| nv 
& 


\ 
S > 
No 


Strohlungsante// 
= 


0 & 10 15 mg tos : 
Quecksilberfillung B m3 rung der Emission bedingen 
a? i . . 
Fig. 3. Druckabhangigkeit des Strahlungsanteils von konnte, ee Rolle spielt, 
Quasimolekiil I. mu8 dahingestellt bleiben. 


Querverteilung. 


DAHLKE [5] hat auch die Verteilung der UR-Strahlung tiber den 
Querschnitt gemessen. Es handelt sich dabei wegen der geringen Aus- 
schlage um recht schwierige und deswegen auch ungenaue Messungen. 
Zum Vergleich ist auch im sichtbaren Gebiet gemessen worden. Leider 
sind dabei nicht einzelne Wellenlangen herausgegriffen worden, so daB 
nicht direkt das Verfahren zur Bestimmung der Anregungsspannung 
mittels einer Eichgeraden Anwendung finden kann, das mich in friiheren 
Arbeiten [12], [13] zur Anregungsspannung von 8,6 V fiir das Konti- 
nuum im sichtbaren Bereich gefiihrt hatte. 

Das folgende behelfsmaBige Verfahren fiihrt aber dann doch noch 
zum Ziel. Der Halbwertsbreite im sichtbaren Bereich wird eine mittlere 
Anregungsspannung nach ELENBAAs [14] von rund 8 V zugeordnet. Als 
weitere Punkte kénnen zur Konstruktion der Eichkurve dann nur die 
zwei Grenzfalle verwandt werden. Fiir eine Strahlung der Anregungs- 
spannung Null wiirde das gesamte Rohr gleichmaBig leuchten, die 
Halbwertsbreite wiirde also unendlich sein. Und entsprechend wiirde 
fiir die Anregungsspannung unendlich die Halbwertsbreite Null sein. 


1 Die gleiche Eigenschaft kann man auch bei der Struktur im sichtbaren Gebiet 
feststellen, die in diesem Druckbereich ihre deutlichste Auspragung erfahrt [8]. 
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Diese drei Punkte definieren einen Hyperbelast (x y=32) als Eich- 
kurve B (Fig. 4). Fir die gemessene Halbwertsbreite der langstwellig 
ultraroten Strahlung kann also jetzt die unbekannte Anregungsspan- 
nung abgelesen werden. 


Wegen der verwandten erheblichen Spaltbreite, und weil er die 
Quarzstrahlung nicht in Abzug gebracht hat, findet DAHLKE selbst 
auBerhalb der geometrischen Dimensionen noch Strahlung. Bei der 
Messung im sichtbaren Gebiet (Fig. 7 von DAHLKE |2]) wurde seine 
Kurve daher nur bis zur Wand benutzt, infolgedessen die Halbwerts- 
breite in der Héhe 8 zu 4mm abgelesen. Entsprechend wurde fiir das 
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Fig. 4. Eichkurve fiir Welligkeitszahl A bzw. Halbwertsbreite B. 


ultrarote Gebiet verfahren. Die Halbwertsbreite wurde hier in der Héhe 
14 zu 7,5mm gefunden (Fig. 6 von DAHLKE [2]). Aus der Eichkurve ergibt 
sich damit eine Anregungsspannung der ultraroten Strahlung von 4,5 V, 
ein Wert, der bei der nur behelfsmaBigen Eichung und Bestimmung 
der Halbwertsbreite ausreichend zu der vorgeschlagenen Deutung mit 
einer Anregungsspannung von 6,7 V paBt. Auf keinen Fall ist er mit 
einer Deutung der Strahlung als durch Bremsstrahlung hervorgerufen 
vertraglich, auf die wir noch zu sprechen kommen werden. Eine solche 
Deutung verlangt die Ionisierungsspannung als Anregungsspannung. 
Eine wesentlich unterschiedliche Absorption von sichtbarer und UR- 
Strahlung kann dagegen unsere Halbwertsbreiten kaum_ beeinfluBt 
haben, da 4358 A und UR-Strahlung beide zu etwa 70% absorbiert 
werden, was bereits hervorgehoben wurde. 

Es sei noch ein Wort dariiber gesagt, daB dieses Mal eine Kurve zur 
Eichung benutzt worden ist, wahrend sich frither [72], [13] eine Gerade 
ergeben hatte. Das hangt damit zusammen, daf friiher als auBerste 
Anregungsspannungen 8,8 bzw. 7,7 V zur Eichung verwandt wurden 
und die unbekannte Anregungsspannung mit 8,6 V dazwischen lag, also 
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interpoliert wurde. Dieser nur verhaltnismafig schmale Bereich hatte 
eine Gerade (Tangente an unsere jetzige Kurve) ergeben, die bei den 
jetzt hier betrachteten Grenzfallen sicher nicht mehr giltig sein kann. 
Der Wert fiir das UR-Kontinuum miiBte auf jeden Fall erheblich 
extrapoliert werden, so da die Verwendung einer Kurve von vorn- 
herein vorzuziehen ist. 

Auch in diesem Falle ist eine Wiederholung der Messungen unter 
sofortigem Abzug der Quarzstrahlung wiinschenswert. 


Welligheit. 


Wahrend die Querverteilung der Strahlung die raumliche Variation 
der Temperatur und deren Einflu® auf die Strahlung untersucht, wird 
bei der Beobachtung der Welligkeit die zeitliche Variation der Tempe- 
ratur herangezogen!. Man kann sie in gleicher Weise zur Bestimmung 
der unbekannten Anregungsspannung des Kontinuums benutzen wie die 
Querverteilung. Im sichtbaren Gebiet hatte sich gezeigt [13], daB wie 
zu erwarten, beide Verfahren zur gleichen Anregungsspannung fihren. 
Seit die interessanten Messungen von SAUFFERER [13] vorliegen, kann 
auch fiir den ultraroten Bereich die Bestimmung der Anregungsspannung 
in ahnlicher Weise wie im vorigen Abschnitt durchgefiithrt werden. 
Leider wiederholt es sich auch hier, daB die Welligkeit nur fiir das sicht- 
bare Gebiet 1m gesamten und nicht fiir einzelne Wellenlangen bestimmt 
worden ist. Es la8t sich daher auch hier keine Eichgerade zeichnen 
und wir miissen wieder die Grenzfalle zu Hilfe nehmen. Als charakteri- 
stische Welligkeitszahl wahlen wir das Verhaltnis von Minimalwert zu 
Maximalwert der Strahlung im Verlaufe einer Periode. Fir Null Volt 
Anregungsspannung wird die Welligkeitszahl zu 1 und fiir unendlich 
Volt zu Null. Fir das sichtbare Gebiet mit 8 V Anregungsspannung 
ist die Welligkeitszahl von SAUFFERER zu 1:7=0,14 gemessen worden. 
Durch die drei Punkte ist eine e-Funktion (y = e~°.*5 *) eindeutig definiert, 
die wir wieder in Ermangelung besserer Kenntnis als Eichkurve ver- 
wenden wollen. In Fig. 4 ist sie als Kurve A eingezeichnet. Zur Wellig- 
keitszahl 1:2,0=0,35 der UR-Strahlung allein (nach Abzug der Quarz- 
strahlung) gehért dann eine Anregungsspannung von rund 4,5 V in 
guter Ubereinstimmung mit dem aus der Querverteilung erschlossenen 
Wert. Die dort gezogenen Folgerungen kénnen also direkt auf diesen 
Fall tibertragen werden. 

Die Phasenverschiebung von Maximum bzw. Minimum der Strah- 
lung gegentiber der elektrischen Leistungsaufnahme hatte sich bei 


* Eine zweite Méglichkeit zur zeitlichen Variation der Temperatur ist durch 
Messungen wahrend des Anlaufvorganges gegeben. Allerdings lberlagern sich in 


einem solchen Falle auch noch Anderungen des Quecksilberdampfdruckes. Mes- 
sungen liegen nicht vor. 
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SAUFFERER fiir Licht kleiner als fiir UR ergeben. Hierzu sei nur die 
Vermutung geduBert, daB dieses Ergebnis damit zusammenhangen 
kénnte, daB die Quasimolekiile wegen ihres Bildungsmechanismus, auf 
den am Schlu8 der Arbeit noch eingegangen wird, méglicherweise als 
nicht im thermischen Gleichgewicht befindlich anzusehen sind. 


Deutung der Ultrarotstrahlung nach HETTNER. 

HETTNER [J] hat kiirzlich die Hypothese vertreten, daB die langst- 
wellig ultrarote Strahlung als Bremsstrahlung von Elektronen im Felde 
positiver Ionen aufzufassen sei. Er hat damit die seinerzeit von 
UnsoLp [1/6] zunachst auf den sichtbaren Bereich angewandten Be- 
trachtungen auf das UR-Gebiet tibertragen. Die fiir alle Spektral- 
bereiche giiltigen UNnsOLDschen Berechnungen des kontinuierlichen 
Absorptionskoeffizienten bilden seinen Ausgangspunkt. Wahrend im 
sichtbaren Gebiet die kontinuierlich-diskreten Ubergange (Rekombina- 
tion) bzw. diejenigen der verbreiterten Linien hauptsidchlich zum 
Absorptionskoeffizienten beitragen, sind es im langstwellig ultraroten 
Bereich vorwiegend die kontinuierlich-kontinuierlichen Ubergange 
(Bremsstrahlung). Die Temperaturabhangigkeit der Strahlung ist in 
allen diesen Fallen im wesentlichen durch die IJonisierungsspannung 
gegeben. Nun hat, wie bereits in Arbeit I, II erwahnt wurde, ELEN- 
BAAS {/4| den Nachweis gefiihrt, daB fiir das sichtbare Gebiet auBer 
der Rekombinationsstrahlung auch noch die Quasimolekiile zur Emission 
des Kontinuums beitragen. Man wird daher auch im ultraroten Gebiet 
eine solche Uberlagerung beider Prozesse erwarten kénnen. Lediglich 
tritt an die Stelle der Rekombinationsstrahlung die Bremsstrahlung. 
Diese Auffassung wurde bereits der Fig. 4 von Arbeit II zugrunde ge- 
legt!. Charakteristisch ist fiir die Bremsstrahlung der monotone Abfall 
der Strahlungsintensitat von kurzen nach langen Wellenlangen, wie ihn 
HETTNER berechnet hat. Demgegeniiber besitzt die Quasimolekiul- 
strahlung eine bandenartige Verteilung mit einem ausgepragten Maxi- 
malwert. Wie unsere Fig.1 zeigt, spricht die gemessene spektrale Ver- 
teilung wegen ihres starken Abfalles nach kurzen Wellenlangen fiir die 
Auffassung der Quasimolekiile als hauptsachliche Ursache der Emission. 
Darauf wurde bereits hingewiesen. 


Vergleich mit anderen Entladungen. 
Der durch Bremsstrahlung bedingte Untergrund ist nach der Un- 
sOLDschen Rechnung, die ja fiir alle Atome giiltig ist, mehr oder 


1 Wie bereits in Arbeit II betont wurde, kann iiber die anteilmaBige Beteiligung 
beider Strahlungen im langstwellig ultraroten Gebiet quantitativ nichts ausgesagt 
werden. Die Darstellung in der dortigen Fig. 4 dient nur zur Veranschaulichung. 
Wegen der Auftragung als Funktion der Frequenz bildet diese Figur tibrigens eine 
Erganzung zu Kurve a von Fig.1 dieser Arbeit. 
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weniger stark allen Entladungen eigen. Dagegen ist die erhebliche 
Intensitat im UR, die gerade die Quecksilber-Hochdruckentladung vor 
anderen Entladungen auszeichnet, spezifisch durch die Quasimolektle 
bedingt. Da die Mannigfaltigkeit der beobachteten Kontinua und damit 
der Potentialkurven fiir die Metalle der zweiten Nebengruppe des peri- 
odischen Systems, also von Zn, Cd und Hg so ahnlich ist, daB FINKELN- 
BURG sie in seinem Buche [17] in einer gemeinsamen Tabelle darstellen 
konnte, sollte man erwarten, daB auch bei Zn und Cd Potentialkurven 
mit stabilem Zustand oberhalb der Dissoziationsenergie und damit eben- 
falls Quasimolekiile auftreten sollten'. Von DAHLKE [2] ist nun tat- 
sichlich bei Zn und Cd genau wie bei Hg eine langstwellige Ultrarot- 
strahlung beobachtet worden, wahrend er bei S und TI keine gefunden 
hat. Diese Feststellung spricht also auch fiir die Auffassung der Quasi- 
molekiile als Ursache fiir die UR-Strahlung. 


Bildung von Quasimolekiilen. 


Zur Bildung von Quasimolekiilen tragen, wie bereits frtther [13 ) 
ausgeftithrt worden ist, nur diejenigen Atome der gesamten MAXWELL- 
Verteilung bei, deren Energie gerade der ,,Aktivierungsenergie’’ der 
Quasimolekiile entspricht. Der giinstigste Fall ist dann gegeben, wenn 
Aktivierungsenergie und maximale Energie der MAXWELt-Verteilung 
anndhernd denselben Wert besitzen. Es werden gewissermaBen die 
Teilchen passender Energie aufgefadelt. Wegen dieses Bildungsprozesses 
der Quasimolekiile auf dem Wege tiber Einzelst6Be ist es verstandlich, 
daB wir Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht beobachten, die 
sich aus Absorptionsmessungen am sichtbaren Kontinuum ergeben haben 
[17] und fiir das UR aus den besprochenen Phasenverschiebungen 
wahrscheinlich gemacht werden kénnen. 


Da8B die Anregung der Ultrarotstrahlung auf dem Wege iiber die 
Quasimolekiile so viel intensiver als die rein thermische Anregung er- 
folgt, ist wohl dadurch zu verstehen, daB die StoBzahl fiir Teilchen mit 
einer Energie E,,, die in der Nahe des Maximums einer MAXWELL-Ver- 
teilung liegt, erheblich gréBer als fiir die Teilchen mit einer Energie E, 
in der Nahe des Nullpunktes ist. Das zeigt die folgende Abschatzung: 

Rechnet man mit einer MAXWELL-Verteilung der kinetischen Energie 
der Relativbewegung in der Form: 

E 
Oe aa dE, 


n 


1 Die fiir die Quasimolekiile so wichtige Potentialkurve mit stabilem Zustand 
oberhalb der Dissoziationsenergie ist zum ersten Male sogar beim Cd [Cram, W.: 
Phys. Rev. 46, 205 (1934)] beobachtet worden. 
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so wird wegen der genannten Eigenschaften von E,, © E,,,. bzw. E ones 
das Verhaltnis der Besetzungs- und damit der StoBzahlen: 


max 


JDrs Shae ih 
any, = en er ae ag TA 
er Fite Dey 


i 
Mit T= 6000° K, A=0,03 cm, c, = 1,43 cm: K°, der zweiten Konstanten 
des PLanckschen Strahlungsgesetzes, wird — ~ 00. 
nL 


Prinzipiell ist es denkbar, daB der eben peschilderte ProzeB auch in 
anderen Fallen eine Rolle spielt. Dabei kénnte es sogar zur Emission 
anderer Wellenlangen kommen, da diese nur von der gegenseitigen Lage 
der Potentialkurven abhangig ist. 
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Zum Energieschema des Systems Elektron - 
schwingendes Gitter. 
Von 
H. HAKEN. 
Herrn Prof. Dr. M. v. LAvE zum 75. Geburtstage gewidmet. 
Mit 10 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 26. Mai 1954.) 

Unter Verwendung der allgemeinen Struktur der Lésung der SCHRODINGER- 
Gleichung [/] wird das allgemeine Energieschema im Prinzip bestimmt und gezeigt, 
daB eine Banderstruktur auftritt. Diese wird qualitativ an Beispielen erlautert. 
Exakte Rechnungen, die bei einem speziellen Wechselwirkungsglied durchgefihrt 
werden, zeigen in weiteren Beispielen das Verhalten der Energiekurven bei starkerer 
Kopplung Elektron—Gitterschwingung. Die Ergebnisse werden mit denen von 
Gross [2] und friiheren Rechnungen des Verfassers [3] verglichen. An Hand der 
Beispiele wird die Brauchbarkeit eines speziellen Variationsverfahrens sowie der 
Methode der ,,scheinbaren Masse‘ gepriift. Auf einen anschaulichen Zugang zu 
der von FROHLICH [4] durchgefiihrten Renormalisierung der Schallgeschwindigkeit 
wird hingewiesen. SchlieBlich wird gezeigt, daB von einer bestimmten Kopplungs- 

starke an das Gitter instabil wird. 


Bei der Erklarung und Berechnung der elektronischen Eigenschaften 
des Festkérpers wurde besonders in der letzten Zeit immer haufiger 
bemerkt, daB die wohlbekannte Methodik des Bandermodells nicht un- 
begrenzt anwendbar ist. Abgesehen davon, daB sich die Vernachlassi- 
gung der Wechselwirkung der Elektronen untereinander besonders ein- 
schneidend erweist, erscheint auch die Anwendbarkeit der iblichen 
zettabhangigen Storungsrechnung zur Behandlung der Wechselwirkung 
Elektron—Gitterschwingung nicht mehr in allen Fallen als ausreichend. 
Zur Behandlung des letzteren Problems wurden daher eine ganze Reihe 
andersartiger Naherungsverfahren ({5] bis [14]) herangezogen. Der ent- 
scheidende, ihnen allen gemeinsame Zug ist der, daB es nun um die 
Bestimmung der stationdren Zustande des Gesamtsystems Elektron— 
Gitterschwingung geht. In einer fritheren Arbeit [7] wurde die Frage 
nach in Strenge giiltigen Eigenschaften des quantenmechanischen Ge- 
samtsystems gestellt. Es ergaben sich die Form der Lésung und eine 
Formel fiir die Geschwindigkeit der Elektronen. Als wesentliche Aufgabe 
wurde herausgestellt, geeignete, das System beschreibende Quanten- 
zahlen aufzufinden und das Energieschema in Abhangigkeit von diesen 
Quantenzahlen zu bestimmen. Diese Aufgabe wird in der vorliegenden 
Arbeit ftir das System eines Elektrons in Wechselwirkung mit Gitter- 
oszillatoren — wenigstens im Prinzip — gelést. 

Wegen der engen Analogie der Lésungsform zu der des Elektrons 
im ruhenden Gitter ist auch hier eine Banderstruktur zu erwarten. Diese 
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wird im einzelnen im ersten Abschnitt untersucht. Dariiber hinaus ist 
es besonders auch bei starkerer Kopplung wichtig, zuverlassige quan- 
titative Ergebnisse zu erhalten. Dieser Aufgabe ist der zweite Abschnitt 
gewidmet, in dem in Weiterfithrung friiherer Untersuchungen unter Ver- 
wendung eines speziellen Wechselwirkungsansatzes einige Beispiele ge- 
rechnet und erlautert werden. Die exakten Resultate erlauben sodann 
eine Priifung von Naherungsmethoden, die fiir einen speziellen Varia- 
tionsansatz sowie fiir die Methode der scheinbaren Masse durchgefiihrt 
wird. Der Verlauf der in einem Beispiel gerechneten Energiekurve 
ergibt ferner zwanglos einen Zugang zu der von FROHLICH durchge- 
fiihrten Renormalisierung der Schallgeschwindigkeit. AbschlieBend be- 
handeln wir die schon mehrfach in der Literatur aufgetretene Frage, 
ob bei einer geniigend starken Kopplung das Gitter instabil wird. 


1. Das allgemeine Energieschema. 


Den Betrachtungen in diesem Abschnitt legen wir die folgende 
SCHRODINGER-Gleichung zugrunde: 


(Hy, + Ho, + Hw) yp = Eyt. (1.1) 


In ihr ist Hy, der HAMILTON-Operator eines Elektrons, das sich in einem 
Translationsgitter mit dem Potential V(r) bewegt. 
Ho,, schreiben wir in der Form: 


N 
ci =a ph Og Da ae (1.2) 
if 


A= 


Das Wechselwirkungsglied nehmen wir in einer sehr allgemeinen Form an: 
Pig 07 eget praee \i (1.3) 
wobei F im ersten Argument gitterperiodisch ist. 
Wie in [1] gezeigt wurde, hat die Lésung die folgende Gestalt: 
(1.4) 


Vip ere, Vy” 


y (vr, ee Un) Se yay 
(v) 


Darin sind die ™,) gitterperiodische Funktionen und die Q,) Oszillator- 
eigenfunktionen. 

Als Quantenzahlen stehen uns zunachst nur f und die Gesamt- 
energie E zur Verfiigung. Natiirlich ist E eine Funktion von f. Dies 
ergibt sich in der bekannten Weise, indem man mit dem Ansatz (1.4) 
in die Gl. (1.1) eingeht und durch den Faktor e''® kiirzt. Es bleibt dann 
eine Gleichung iibrig, in der fals Parameter fungiert, von dem die Wellen- 
funktion und auch die Energie stetig abhangen. Halten wir umgekehrt 


+ Die Bezeichnungsweise in diesem Abschnitt ist die gleiche wie in [/], [/4]. 
5* 
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f fest, so gehért zu dieser Gleichung eine unendliche Folge von Eigen- 
werten. Wir iiberzeugen uns zunachst davon, daB diese Folge diskret ist. 
Da es ohne Wechselwirkung zu festem f nur diskrete Eigenwerte des 
Elektrons gibt, die Oszillatoreigenwerte ohnehin schon diskret sind, 
und sich die Termmannigfaltigkeit bei Einschalten der Wechselwirkung 
nicht andert, gibt es auch bei eingeschalteter Wechselwirkung zwischen 
Elektron und Oszillatoren bei festem f nur eine diskrete Folge von Eigen- 
werten. Wir erhalten also die Aussage, daB in der E(f)-Ebene? das 
Energieschema aus Energiekurven EF (f) besteht. Um naheren Einblick 
in die Form dieser E£ (f)-Kurven zu erhalten, betrachten wir das System 
fiir nicht zu starke Wechselwirkung. Lassen wir die Kopplung gegen 
Null gehen, so gehen die Energiekurven stetig in ganz bestimmte unge- 
stérte Kurven iiber, die wir im folgenden als Stiitzkurven bezeichnen 
wollen. Ist umgekehrt das Schema dieser Stiitzkurven bekannt, dann 
kann man — wenigstens qualitativ — das Herauswachsen der gestérten 
Kurven aus diesen Stiitzkurven verfolgen und damit bei nicht zu starker 
Wechselwirkung den Kurvenverlauf ohne weiteres tibersehen. Hand in 
Hand mit dem Herauswachsen bzw. Zusammenziehen der E (f)-Kurven 
geht die Veranderung der Wellenfunktion. Dieser Zusammenhang setzt 
uns in den Stand, aus der Wellenfunktion das allgemeine Bild der Stiitz- 
kurven zu erschlieBen. Dazu gehen wir aus von der allgemeinen Struktur 
der Losung (1.4). Fiir verschwindende Wechselwirkung bleibt nattirlich 
die Form der Lésung erhalten, andererseits ist — sofern wir von Ent- 
artungen zunachst absehen — schon jedes Glied der Entwicklung (1.4) 
fiir sich Eigenfunktion. Ein solches Ghed hat also die Form 


et u(t) +O), 
worin 


ist. Ersichtlich haben wir e'** u(r) mit der Eigenfunktion des Elektrons 
im ruhenden Gitter zu identifizieren. Variiert man f’, so durchlauft 
die Energie E,(f’) des Elektrons im ruhenden Gitter ein Band. In 
unserer Darstellung stehen uns aber als Quantenzahlen nur die Gesamt- 
energie und der gesamte ,,Quasi-Impuls“ f zur Verfiigung. Die ungestérten 
Energiekurven, die wir jetzt im E(f)-Diagramm aufzeichnen wollen, 
miissen also als Funktion dieser beiden GréBen aufgetragen werden. 
Wegen 


E= f+ (wy, +--+ + wy vy) (1 5) 


E=E, + (hoa, », +--+ + hoy vy) 
* Der Einfachheit halber behandeln wir den eindimensionalen Kristall. Alle 
Betrachtungen dieses Abschnitts lassen sich aber ohne weiteres auch auf das Drei- 
dimensionale iibertragen. 
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sind also die Stiitzkurven aus der des Elektrons im ruhenden Gitter dadurch 
zu gewinnen, dap wir sie um die Summe der jeweiligen Oszallatorenergie 
im der E-Achse und um den Gesamtimpulsvektor der Oszillatoren langs der 
t-Achse verschieben. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB f’ bei einem Elek- 


tron im ruhenden Gitter nur bis auf Vielfache von az/a, also damit auch f£ 
nur bis auf diese Vielfachen bestimmt ist. Die Stiitzkurven sind also auch 
noch um Vielfache von 2a/a verschoben aufzutragen. 

Damit ist das Bild der Stiitzkurven festgelegt, wobei wir wegen der 
Allgemeinheit der Lésungsform (1.4) sicher sind, alle Stiitzkurven erfaBt 
zu haben. 


Zur Erlauterung mége Fig. 1 dienen, 
in der wir fiir den Fall eines Oszillators 
der Wellenlange 2a die Stiitzkurven ge- 
strichelt eingezeichnet haben. Da8 wir 
uns dabei auf den f-Bereich von 0 bis | 
2n/a beschranken durften, werden wir 3 
gleich noch begriinden. 

Beim Einschalten der Wechsel- 
wirkung geschieht an allen Stellen, 
an denen keine Schnittpunkte 
zweier Stiitzkurven liegen, nichts 
Besonderes. Setzt man bei schwa- ; 

? Fig. 1. Grundgebiet = 2a. 1 Oszillator der 
cher Wechselwirkung in der iwb- Wellenlange 2a; schematisch. 
lichen Weise das Wechselwirkungs- 
glied linear in 5, b* an, so verschwindet die Stérungsenergie erster 
Ordnung, wahrend sich in zweiter Naherung eine Absenkung der tiefsten 
Kurve ergibt. Dagegen kénnen, wie aus der stérungstheoretischen 
Behandlung derartiger Probleme gelaufig ist, an den Schnittstellen 
Aufspaltungen auftreten. Unser Einblick in das allgemeine Energie- 
schema mit Wechselwirkung ist daher erst vollstandig, wenn wir wissen, 
welche Stiitzkurven miteinander aufspalten. Es ]aBt sich nun aus den 
hoheren Gliedern der Stérungsrechnung entnehmen, dafi Aufspaltungen 
»im allgemeinen‘‘ zwischen allen Stiitzkurven vorkommen, also alle 
Stiitzkurven auch wirklich gebraucht werden!. Dazu gehen wir etwas 
genauer auf die Form der Stérungsglieder héherer Ordnung ein. Auf- 
spaltungen haben wir iiberall dort zu erwarten, wo der Nenner des 


Stérungsgliedes verschwindet : 


k—e 


Ay, 6; (v)o, fy , FL (5), , £2; (0)3, 2s “ste Ay), ty; (v1, (H = Eo) ‘ 
(E, — Ey) (E3 — Ey) +*° (E; — £)) 


einiger Stiitzkurven ganz verzichten konnten, da sie physikalisch den gleichen 
Zustand beschrieben wie schon gezeichnete andere Stiitzkurven. 
+ Die Wahl von E, bedeutet natiirlich keinerlei Spezialisierung. 
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gleichzeitig aber der Zahler == 0 ist. Bei unserer Untersuchung machen 
wir nur davon Gebrauch, daB die folgenden Ubergangselemente == 0 
sind, wie es z.B. beim Brocuschen Wechselwirkungsansatz! der Fall 
ist, wenn wir das Potential V(r) allgemein genug wahlen: 


Ay, , £5 (ro, bs — A yw), DA Ue tees vy? £5 yf?) Ne oe, VW), i Sie 


a 40 fiir yi") — y , i A 5 <aicsulidya esate 


| (1.6) 


Wie man sich an Hand etwa der Fig. 1 leicht klar macht, muB an der 
Schnittstelle der Stiitzkurven1 und x gelten: 


f+ wy) +--+ + wy oD) = E+ wo) +++ + wy vf (6). 


Wir zeigen\nun,daB és; eme ;,Kette, igsatii a) btn en nay 
und (v),, £, mitemmander verbindet und wobei kein Glied verschwindet. 
Es gentigt, den Beweis bei einem Oszillator zu fiithren, bei mehreren 
verlauft er genau so. 
Es gilt also: 
fi == ih yl) = o) + $0, yr) (b) : 


Beim Ubergang von y»™), £, nach »\“~), £,_, gilt wegen der Auswahlregeln: 
Lo wpe? = (a1 wp poke a1) 


= pen Sa ei te 
und so weiter: 


= f, + w, vf (6). 


Es sind also einfach |») — (| —1 Glieder dazwischen geschaltet, deren 
jedes sich in der Schallquantenbesetzung um 1 Andert. 

Mit Hilfe der Konstruktionsvorschrift (1.5) fiir die Stiitzkurven be- 
sprechen wir nun einige Beispiele. Dabei denken wir uns im AnschluB 
an die iibliche Behandlung der Gitterschwingungen im Kristall ein 
Grundgebiet vorgegeben, das ein Vielfaches der Gitterkonstanten ist 
und in dem die Wellenlangen aufgehen sollen. Der einfachste, nicht- 
triviale Fall liegt beim (extrem kleinen) Grundgebiet der Lange 2a vor. 
In ihm gehen die Wellen der Lange 0 und 27/2a auf. Da wir annehmen 
wollen, daB der Schwerpunkt der Gitterriimpfe in Ruhe ist, lassen wir 
die Wellenlange 0 weg und erhalten dann die schon angefiihrte Fig. 4. 


Dieser Ansatz hat bekanntlich die Form >) C, e,(b; ei Pati bee 2? "\-erad V, 
A 


e, Richtungsvektor der Auslenkung der Welle 2. 


+ Das Zeichen ... = ...(c¢) soll bedeuten, daB die rechte Seite gleich der 
linken ist bis auf einen mit 27 multiplizierten Vektor des reziproken Gitters. 
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Ein Beispiel fiir die Verhaltnisse bei mehreren Oszillatoren liefert schon 
das Grundgebiet 3a. Die hierzu passenden Wellen sind 0, 22/3a und 
— 22/3a, wobei wir wieder die Wellenlange 0 ausschlieBen. Die Stiitz- 
kurven liegen ersichtlich symmetrisch zur Energieachse (Fig. 2). Diese 
Symmetrie haben wir auch bei einem gréBeren Grundgebiet zu erwarten, 
da es zu jeder nach rechts laufen- 
den Welle auch eine nach links 
laufende gibt. Die Anwendung der 
Vorschrift (1.5) fiihrt dann auf das 
in Fig.2 wiedergegebene Bild. Man t 
erkennt, daB die Periodizitat der FE 
exakten Kurven genau wie bei 
denen im ruhenden Gitter gleich 
2z/a ist. Diese Periodizitatseigen- 
schaft haben nun alle Kurven. Sie 
ruhrt einfach daher, daB man die 
Stiitzkurven auch jeweils um 22/a : \ cae », 
g : , Fig. 2. Grundgebiet = 3a. 2 Oszillatoren; 

gegeneinander verschoben einzeich- schematisch. 
nen muB, also das Bild der Stiitz- 
kurven schon diese periodische Struktur aufweist und daf diese 
Stiitzkurven an allen Schnittpunkten aufspalten. 

Bei einem nicht zu groBen Grundgebiet ist es ohne weiteres méglich, 
sich in der eben skizzierten Weise einen Einblick in das Termschema 


0 2a 0 2x 
k— a =—s 
Fig. 3. GroBeres Grundgebiet, viele Oszillatoren, Fig. 4. GréBeres Grundgebiet, viele Oszillatoren, 
Rw, nimmt mit || ab, schematisch. iw, konstant; schematisch, 


zu verschaffen. Bei einem sehr groBen Grundgebiet wird freilich das 
Schema sehr uniibersichtlich. Hier haben wir bei festem f zwar eine stets 
diskrete, aber doch sehr dichte Folge von Energiewerten vor uns. Auf 
jeden Fall kann man aber noch den Verlauf der tiefsten Kurve iber- 
sehen, wozu wir zwei Beispiele anfiihren: 

1. hw, nimmt mit |1w,| ab (Fig. 3). 

Bei einer sehr dichten Folge von Stiitzkurven wird die Wellung der 
untersten gestérten Kurve natiirlich ganzlich verschwinden. 

2. ha, sei fiir alle Oszillatoren konstant (Fig. 4). 
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Bei schwacher Wechselwirkung werden wir den hier angegebenen 
Verlauf erwarten. Wie die gleich durchzufiihrenden Rechnungen zeigen, 
treten hier aber schon bei etwas starkerer Wechselwirkung Besonder- 


heiten auf. 


2. Exakte Rechnungen. 
A. Wahl des Wechselwirkungsgliedes. 


In diesem Abschnitt sollen die in der SCHRODINGER-Gleichung (1.1) 
auftretenden Glieder V(r) und Hy so spezialisiert werden, daB zum 
einen eine exakte Behandlung des Problems ohne allzu groBen Rechen- 
aufwand méglich ist!, zum andern soll das Wechselwirkungsglied még- 
lichst viele Ziige mit dem sonst in der Elektronentheorie der Metalle 
verwendeten gemeinsam haben. Aus beiden Griinden nehmen wir das 
Wechselwirkungsglied (1.3) als linear in den Erzeugungs- und Vernich- 
tungsoperatoren der Schallquanten 0, 6*, also in der Form 


N 
», {b, &*4* W, (x) + dF e~*%a* WF (x)} 5 8) 
= 


an, wobei wir uns in der x-Koordinate auf den eindimensionalen Fall 
beschranken. Die Verwendung der b, b* in der angegebenen Weise ent- 
spricht bekanntlich der Verwendung laufender Wellen. Um zu einer 
passenden Wahl der W(x) zu gelangen, erinnern wir an die beiden bisher 
in der Literatur zu exakten Rechnungen verwendeten Wechselwirkungs- 
glieder. Hier ist einmal das von FROHLICH [16] zur Behandlung der 
Wechselwirkung in polaren Medien eingefiihrte Wechselwirkungsglied 

N 

ee eta. c,-+ bF 6 +74" cF (22) 
zu nennen, in dem die c, Konstante sind. Dieses Glied legt FROHLICH 
aber auch seiner Supraleitungstheorie [72] zugrunde. Das andere ist 
das auf Vorschlag von Votz vom Verfasser in einer fritheren Arbeit [3] 
verwendete Glied: 


N +00 N +00 
st {at Y cosw,lad(x—La)} = 2G, 71° Cos w, %+ > (x —La), 
a=1 1=—0o A=1 1=—oo (2.3) 


q, Oszillatorkoordinaten; +; Kopplungskonstante. 


GemaB der auch sonst tiblichen Verwendung laufender Wellen werden 
wir in (2.3) auf jeden Fall g cos wx durch b e'®*+ b*e-*”* ersetzen, was 
sich sowohl bei der Rechnung als auch fiir das Termschema selbst als 
sehr wesentlich herausstellt. Bei der Auswahl zwischen den beiden 


1 Auch bei einem allgemeinen Glied Hy ist natiirlich eine exakte Behandlung 
méglich, wozu in [15] bereits ein Verfahren angegeben wurde. 
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Gliedern (2.2) und (2.3) lassen wir uns von dem Gedanken leiten, daB 
wir vor allen Dingen die typischen Merkmale des Termschemas wieder- 
geben wollen. Da die Lage der Stiitzkurven sich gegeniiber einer speziel- 
len Wahl des Wechselwirkungsgliedes im Rahmen der Betrachtungen 
des Abschnitts 1 als unempfindlich erweist, miissen wir unser Augenmerk 
auf die Regeln iiber die Aufspaltungen zwischen den Stiitzkurven richten. 
Hierbei waren die Auswahlregeln (1.6) wichtig, bei denen besonders auch 
Umklapp-Prozesse zugelassen wurden, durch die, wie wir schon sahen, 
die Periodizitat der E(k)-Kurven hervorgerufen wird. Aus der Unter- 
suchung der Matrixelemente? la8t sich leicht zeigen, daB das Glied (2.2) 
das einzige ist, bei dem iiberhaupt keine Umklapp-Prozesse auftreten 
und zwar auch nur dann, wenn man tiberdies als ungestérte Eigenfunk- 
tionen des Elektrons solche freier Elektronen verwendet, also die Grund- 
gitteranziehung nicht beriicksichtigt. Die Verwendung des FROHLICH- 
schen Wechselwirkungsgliedes bringt wegen des Fehlens der Umklapp- 
Prozesse ganz wesentliche Rechenvereinfachungen mit sich, so daB schon 
verschiedentlich (z.B. [5] bis [9]) sehr schéne quantitative Resultate, 
auch bei starkerer Kopplung und unter Beriicksichtigung unendlich 


1 Wir untersuchen den von den Elektronenkoordinaten herriihrenden Anteil 
des Matrixelements und beschranken uns im Eindimensionalen auf einen Gitter- 


oszillator: 
G, oa 
fe th* ye (x) (e'” * W(x) eiha® Up 
0 : 


(x) dx, ‘ (2.5) 


2 


W(x) ist gitterperiodisch, die e!** u,(x) sind Eigenfunktionen des Elektrons im 
ruhenden Gitter, das Integral ist iiber das Grundgebiet G zu erstrecken. Wegen 
der Gitterperiodizitat der Funktionen W, wu, 1aBt sich (2.5) bekanntlich umformen in 


1 eh Fa kak, rw) ae = 
if bo —kyt+w 
jah +m) | ph uf, (¥) W(x) up, (*) dx, 
1—e L 
0 


wobei das Integral nur noch iiber eine Gitterzelle zu erstrecken ist. Der erste Faktor 
ist genau dann +0, wenn 


a(kg—hk,+w)=2nn also ky, — ky + w = Vektor des reziproken Gitters - 27 


ist. Insbesondere sind also auch Werte n +0, also Umklapp-Prozesse zugelassen. 
Diese kénnen nur noch dadurch ausgeschlossen werden, daB das Integral 


verschwindet, und zwar fiir alle n(+ 0). Daraus folgt sofort: 
ux (x) W(x) up, (#) = const 
und da dies fiir verschiedene wu gelten muB, folgt notwendig: 


W(x) = const und (4%) = const. 


74. H. HAKEN: 


vieler Oszillatoren erzielt wurden. Allerdings erscheint es zumindest als 
ungeeignet, um als Grundlage fiir die bisherige Leitfahigkeitstheorie bei 
tiefen Temperaturen zu dienen, da hier gerade die Umklapp-Prozesse als 
wesentlich angesehen werden. Aus diesem Grunde und weil es nicht 
zu den typischen Periodizitatseigenschaften des Termschemas fuhrt, 
wihlen wir nicht dieses Glied, sondern werden in unseren folgenden 
Rechnungen dem Glied 


N +00 
Day (b, A by e174) DO da) (2.4) 
eat = 


l=—oo 


den Vorzug geben. Dieser Wechselwirkungsansatz erlaubt es dann auch, 
das Potential des ruhenden Grundgitters in der Form o’ >'6(x—J/a) zu 
berticksichtigen. Freilich ist die Analogie zu dem Brocuschen Glied, 
in dem W~ gradV ist, nicht ganz vollstandig, da V am Orte eines 
Gitterpunktes eine gerade, gvadV also eine ungerade Funktion ist, 
wahrend hier stattdessen in (2.4) wieder eine gerade Funktion benutzt 
wird. 


B. Durchfiihrung der Rechnung. 


Ausgangspunkt ist die folgende SCHRODINGER-Gleichung: 


a OO “ 
{— oe +8 diese Drapbsoaee 
=—0oo £1 
. (2.6) 
ale ae vy (b, ei ae zi b* en WA a) F ye 0(x = 1) O== Ey t é | 
A=1 


Ein Lésungsverfahren wurde in [3] und [15] angegeben. Dazu ent- 
wickle man y in eine Reihe nach den Oszillatoreigenfunktionen: 


yp = ae Uy, GOON vy (*) Ore ve: (2.7) 


Die v(x), die nach (1.4) noch eine spezielle Form haben miissen, sind 
dann durch ein System gewohnlicher Differentialgleichungen bestimmt, 
das in {3} und [74] in ein Integralgleichungssystem umgeformt wurde. 
Durch Verwendung der 6-Funktionen reduzieren sich dann diese Integral- 


+ Wir haben dabei die Gl. (2.6) wie friiher ([3], [15]) gleich in dimensionslosen 
GréBen angegeben: 


k nw 1 j 
S = ne Gn Oy l= B=y-0o', VN ate 


%*=4%, k= ——~ 
2m a® n 


Das Zeichen ~ haben wir dann wieder weggelassen. Wir bemerken gleich fiir spater, 
da8 B und y jetzt implizit von der Elektronenmasse abhangen, 
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gleichungen auf die folgenden Funktionalgleichungen: 


Clean aie (x) i et pe (x, O) (Bu, Ricans Lin (0) | 
N 
hy meat b steer ct (2.8) 
+ Diva PRE abs cyiem ions tlg— ig cv (0) ial, Ya | bar 1 Un, ar flatly }) | 
in denen die 
on - by (%, 0) 
durch : 
- _ gikuy [x] I RW) sin (yn) (¥ = (4) — sin Xu) (¥ sige [+]) | + (2 9) 
2% (11) cos (,,) — COS X(,) 
mit 
iid \ Je neee N 
“w= | a ait, Bie Oy, 
,— A—1 


gegeben sind. 
Zur Losung der Funktionalgleichungen (2.8) geniigt es wieder, die 
0) zu berechnen, die aus den Gleichungen 


1 EG. alo) (4s, 0+ | 


Le ere a 


Poo 


N is (210) 
ees {2 Ha% x, NGI Shs Bete Oey, Vrs Pps a gtd aie ea (0)}} tt | 


zu gewinnen sind. Damit dieses homogene Gleichungssystem eine nicht- 
triviale Lésung besitzt, muB die Determinante verschwinden!. Da die 


+ Das Symbol [.] bedeutet die Vorschrift, statt der im Argument stehenden Zahl 
die gréBte in dieser Zahl enthaltene ganze Zahl zu benutzen. 

++ Bemerkenswert gegeniiber der friiheren Arbeit, in der stehende Wellen be- 
nutzt wurden, ist, daB im vorliegenden Gleichungssystem (2.10) die v(¥) nur an der 
Stelle x = 0 auftreten und nicht mehr wie dort die c(#) an allen Gitterpunkten im 
Periodizitatsbereich der untersuchten Gitterwelle zu nehmen sind. Dies bringt 
eine wesentliche Rechenvereinfachung mit sich, die es gestattet, auch langere 
Wellen bei der Rechnung zu erfassen. 

1 Aus der zu den Gln. (2.10) gehérigen Determinante lat sich wbrigens wieder 
das Schema der Stiitzkurven entnehmen. Wir denken dabei gleich an den Fall 
mehrerer Oszillatoren und lassen in der Determinante die y, nach Null gehen. Die 
Determinante zerfallt dann in ein Produkt aus Faktoren der Form 


(Gy,,..., uy (0) B = 1), (24) 


worin sich die Indizes auf die Besetzungszahlen der betrachteten Oszillatoren be- 
ziehen. Jeder Ausdruck fiir sich gleich Null gesetzt, ergibt die Gleichung einer 


Stiitzkurve. Da 
Go.o,...,0 (0,0) B —1=0 


die Gleichung der Energiekurve fiir das Elektron im ruhenden Gitter ist, gehen 
wegen (2.9) die durch (2.11) definierten Stiitzkurven wieder nach dem Verschie- 
bungsgesetz (1.5) aus der Energiekurve des Elektrons im ruhenden Gitter hervor. 
Wegen der Periodizitat der in G,,,) auftretenden cos-Funktionen kénnen die Kurven 
auch langs der k-Achse um Vielfache von 27 verschoben aufgetragen werden. 
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in der Determinante auftretenden G/)” von ¢ und & abhangen, ist damit 
der gesuchte Zusammenhang zwischen ¢ und & festgelegt. ; 

In den folgenden Beispielen werden wir diese Beziehung numerisch 
herstellen. Dazu setzen wir jeweils ein ¢ ein und berechnen dann durch 
Einschachtelung das zugehérige k, das sich eindeutig (mod 27) ergibt. 
Bei der Rechnung ist es natiirlich nicht méglich, die unendliche Deter- 
minante zu behandeln, so daB wir sie durch eine Folge endlicher Deter- 
minanten ersetzen. Es wurden aber jeweils Determinanten so hohen 
Grades beriicksichtigt, daB die gezeichneten Kurven innerhalb der 
Zeichengenauigkeit mit den exak- 
ten Kurven tibereinstimmen. Im 
Falle der sogleich zu besprechen- 
den Wellenlange 3 waren dazu 6 
bis 8reihige Determinanten, im 
Falle der Wellenlange 8 bis zu 
12reihige Determinanten notwen- 
dig. Die Wellenlangen. wurden 
deshalb ganzzahlig (in Einheiten 
der Gitterkonstante) gewahlt, 
weil dadurch die Rechnung etwas 
0 2x 4 2a erleichtert wird. Um auBerdem 


ALE] — ” den Kurvenverlauf ¢ = e(k) im 


Fig. 5. 4 Oszillator, Wellenlinge3. a=1, B=—4; gesamten k-Bereich von 0 bis 25 
a) y?=0,05, b) y?=0,2. a 

zu lbersehen, war es ferner rat- 

sam, den Abstand der Stiitzkurven langs der k-Achse nicht zu klein, 

also die Wellenzahl der Gitterwelle ebenfalls nicht zu klein zu nehmen. 


a) Wellenlange 3 (Fig. 5). Eine besonders einfache anschauliche Deu- 
tung der Kurvenziige ergibt sich, wenn wir uns an das System ein schwa- 


ches elektrisches Feld F gelegt denken und wir dementsprechend die 


Kurvenziige nach dem Beschleunigungsgesetz puted 


h 
Beim Durchlaufen der unteren Kurve kommen zunichst zwei ein- 


quantige StéBe vor. Sodann ereignet sich ein ZweiquantenstoB, bei dem 
ein Umklapp-ProzeB beteiligt ist. Bemerkenswert ist hierbei einmal, 
daB die energetische Aufspaltung an dieser Stelle noch von der gleichen 
GréBenordnung wie an der Stelle eines einquantigen Ubergangs ist. Zum 
andern wird an dieser Stelle gerade die Periodizitat der untersten Kurve 
hergestellt. Mier tritt also der entscheidende Unterschied gegeniiber den 
Kurven von Gross [2], der das FROuLIcHsche Wechselwirkungsglied 
benutzt, zutage, bei dem die unterste Kurve immer mehr ansteigt!, also 
keinerlei Periodizitat aufweist. Dieses Fehlen der Periodizitat der Energie- 


durchlaufen. 


1 Wenigstens bei schwacher Kopplung, bei starker Kopplung sinkt sie immer 
mehr ab (vgl. hierzu Abschnitt 6). 
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kurven riihrt daher, daB beim Wechselwirkungsglied (2.2) ttberhaupt 
keine Umklapp-Prozesse auftreten, und stellt infolgedessen einen ex- 
tremen Ausnahmefall dar}, 


Im Hinblick auf die Ergebnisse der fritheren Arbeit [3], in der mit 
stehenden Gitterwellen gerechnet wurde, heben wir noch hervor, daB 
im vorliegenden Fall der Wellenlange 3 die ¢(k)-Kurven auch keine 
kleinere in 27 aufgehende Periodizitaét zeigen. In [3], Abschnitt 5c, 
wiesen hingegen die Kurven ¢(k) der Wellenlange 3 eine Periodizitat 
mit 27/3 auf. Auch wenn man wie in Fig. 2 zwei laufende Wellen (der 
Lange 3) tiberlagert, erscheint nicht die Periodizitat 27/3, sondern wieder 
nur die Periodizitat 2z. 


Wie man dem Verlauf der in Fig. 5 noch wiedergegebenen ersten 
angeregten Kurve entnimmt, treten hier beim Durchlaufen ganz wesent- 
lich Mehrquanteniibergange auf, die wiederum von der gleichen GréBen- 
ordnung wie einquantige Prozesse sein kénnen. Zerlegt man die Mehr- 
fachprozesse im Sinne der Stérungsrechnung wieder in Einfachprozesse, 
so zeigt sich, da hier wieder mehrmals Umklapp-Prozesse beteiligt 
sind. Wir heben noch die durch einen Pfeil bezeichnete Stelle hervor: 
An ihr liegt ein einquantiger Ubergang vor, der ebenfalls mit einem 
Umklapp-ProzeB verbunden ist. Man sieht, daB dieser von der Metall- 
theorie her bekannte (einquantige) ProzeB unter allen zum Kurvenverlauf 
wesentlich beitragenden Prozessen keineswegs besonders ausgezeichnet 
ist, sondern einer unter vielen anderen ist, die durchaus die gleiche Gré- 
Benordnung haben kénnen. Erst bei schwacher Wechselwirkung diirfte 
also eine Festlegung verschiedener GroBenordnungen der Aufspaltungen 
im Sinne der St6rungsrechnung am Platze sein. 

Bei den fiir starkere Wechselwirkung gezeichneten Kurvenziigen 
fallt die starke Verflachung und Absenkung auf. Beide Erscheinungen 
sind bei der ersten angeregten Kurve, die wir nur zum Teil gezeichnet 
haben, besonders ausgepragt. 


b) Wellenlange 8 (Fig. 6). Die Oszillatorenergie und das Potential 
des ruhenden Gitters sind die gleichen wie fiir Wellenlange 3. Das Bild 
der Stiitzkurven ist also lediglich dadurch verandert, daB sie nun in 
der k-Achse um 22/8 gegeneinander verschoben sind. Trotzdem unter- 
scheiden sich die mit Wechselwirkung gerechneten Kurven in ihrem 
Verlauf von den entsprechenden der Fig. 5 ganz wesentlich. Die dort 
bei den Schnittpunkten vorhandene Wellung tritt nicht auf, dafiir 
hangen hier aber die Kurvenziige durch?. Interessanterweise hat 
1 Solange man auf der untersten Kurve in der Nahe von k = 0 ist, machen sich 
allerdings diese Umklapp-Prozesse noch nicht bemerkbar. 

2 Es sei noch vor dem sich bei der Betrachtung der durchhangenden Kurve 
aufdrangenden FehlschluB gewarnt, da® hier der energetisch tiefste Zustand strom- 
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Gross! [2] einen ganz ahnlichen Verlauf gefunden. Aus einem Vergleich 
der Stiitzkurven von Fig. 5 mit denen von Fig. 6 und den entsprechenden 
von Gross geht hervor, daB die Form der gestérten Kurven durch die 
Lage des Schnittpunkts aufeinanderfolgender Stttzkurven gegeben ist. 
Wie man namlich der Fig. 5 entnimmt, liegt der Schnittpunkt der Stiitz- 
kurven links von dem Scheitel der nachstfolgenden (um ein Quant 


héheren) Energiekurve; beim StoBprozeB wird das Elektron zurtick- 


210 
gestreut, da seine von ky = re aus zu rechnende Wellenzahl k’ = k, — ne 


negativ ist. Bei Fig. 6 hingegen 


vi SSNS cues befindet sich der Schnittpunkt 
Se \ efindet sic os pe nl we 
? aes ee rechts vom Scheitel; das Elektron 
of if Gira wird nach vorn gestreut, denn 
SD aes ez = \ hier ist seine von hoya oe ge- 
{ \ : Ve a \ \ ; 8 A 
ey ipl ieee ‘i rechnete Wellenzahl k’ weiterhin 
a K Ay bal \< 3S positiv. 
glad Die Berechnung angeregter 
Ws bp X& Kurven ist hier wegen der zahl- 
6 & | | “sj reichen im Intervall von 0 bis 2 
auftretenden, miteinander kombi- 
-7 nierenden Stiitzkurven auBerst 
z, kc 14 2 a “4 miihsam und auch nur schlecht 
a. 


J Sie graphisch darzustellen. Daher 
Fig. 6. 41 Oszillator, Wellenlange8. a=1, B= —4; ae " 
4): 2 = 0,05, b). 92202, wurden nur einige Kurvenpunkte 
gerechnet und durch Kreuze in 
der Figur wiedergegeben. Wie sich zeigt, liegt fiir y?=0,05 die nachste 
angeregte Kurve dicht oberhalb der ,,Einhiillenden“ der Schar der Stiitz- 
kurven. Es tritt also eine deutliche Abspaltung der zum Grundzustand 
gehérigen Kurve von der Folge der angeregte Zustande beschreibenden 
Kurven auf, die, wie man den ungestérten Kurven entnimmt, dicht 
aufeinanderfolgen. 


c) Fiir den Fall zweier Oszillatoren der Wellenldngen 2, 3 wurde Fig.7 
gerechnet. 


d) Anschauliche Deutung dey Energieabsenkung. Im Hinblick auf die 
Betrachtungen in den folgenden Abschnitten 5 und 6 erscheint es zweck- 


tragend ist. Zwar befindet sich das Minimum bei einem von Null verschiedenen 
Quasi-Impuls, doch besagt die auch hier giiltige Beziehung 


= 1 OF 
°Rlektr. — i) yo. 


dals an der Stelle des Minimums kein Strom flieBt. 
' Sofern wir wieder von dem bei uns noch zusitzlich auftretenden Umklapp- 
ProzeB héherer Ordnung, der die Periodizitat der ¢(k)-Kurve hervorruft, absehen. 
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maBig, noch kurz auf die physikalische Ursache fiir die bei den unteren 
Kurven auftretende energetische Absenkung einzugehen. Sowohl bei 
Zugrundelegung des (,,ungeraden‘') Wechselwirkungsgliedes ~ gradV, 
wie auch des hier verwendeten (,,geraden‘‘) Wechselwirkungsgliedes 
wird durch die Schwingung des Oszillators fiir das Elektron ein értlich 
und zeitlich veranderliches Potential geschaffen. Der einzige Unterschied 
besteht darin, daB im ersteren Falle der Ubergang von der anziehenden 
zur abstoBenden Phase (bei nicht zu kleiner Wellenlange) an jedem 
Gitterpunkt vor sich geht, wahrend im zweiten Fall der Ubergang erst 
innerhalb einer halben Wellen- 
lange stattfindet. Dieser Unter- 
schied diirfte AnlaB geben zu 
quantitativen Verschiedenhei- 
ten etwa beziiglich der ener- 
getischen Absenkung, was na- 
tiirlich bei starkerer Kopplung 
durchaus von Bedeutung werden 
kann, aber im jetzigen Zusam- 
menhang ohne Interesse ist. 
Lauft nun das Elektron immer 
dorthin, wo gerade eine Poten- Fig. 7. 2 Oszillatoren, Wellenlangen 2 und 3. a») =1,5, 
tialerniedrigung vorliegt, so M3) =1, B= —4, 77 =0,05. 

nimmt seine mittlere potentielle 

Energie infolge der Korrelation ab!. Dieser Korrelation sind andererseits 
dadurch Grenzen gesetzt, als durch das Mitlaufen des Elektrons mit 
der Schwingungsphase des Gitters natiirlich auch eine gewisse Erhohung 
der kinetischen Energie des Elektrons stattfindet. 


3. Zur Methode der scheinbaren Masse. 

In einer fritheren Arbeit [3] war der EinfluB des Potentials des ruhen- 
den Gitters auf den Verlauf der Energiekurven untersucht worden. Wie 
sich zeigte, wird durch die Mitnahme des Grundgitters der energetische 
EinfluB der Kopplung zwischen Elektron und Gitterschwingung erheb- 
lich verstarkt. Wenngleich also erhebliche Unterschiede entstehen, je 
nachdem ob das Elektron sich noch im ruhenden Potential bewegt oder 
nicht, so kann man sich doch die Frage stellen, ob nicht diese Ergebnisse 
auch mit der Methode der scheinbaren Masse gewonnen werden kénnen, 
von der in der Elektronentheorie des Festkérpers haufig Gebrauch 
gemacht wird?. Als Beispiel behandeln wir den schon exakt gelésten 
1 Eine genauere quantitative Untersuchung der hier vorliegenden Verhaltnisse 
wird in der Diplomarbeit von Herrn WeicErT durchgefihrt. 

2 Die Methode besteht bekanntlich darin, daB in der ScHRODINGER-Gleichung 
das periodische Grundpotential weggelassen und statt dessen ein veranderter 
Massenwert des Elektrons verwendet wird. 
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Fall der Wellenlinge 3, in dem neben der Kopplung zwischen Elektron 
und Oszillator auch noch das Potential des ruhenden Grundgitters 
beriicksichtigt wurde, und gehen dazu folgendermaBen vor: Der untere 
Teil (bis gut in die Mitte) der ungestérten Energiekurve des Elektrons 
im ruhenden Gitter wird durch eine Parabel angenahert und daraus die 
scheinbare Masse bestimmt. Dieser neue Massenwert m* wird an Stelle 
des alten in den HAmiLToN-Operator eingesetzt, wobei natiirlich alle 
dimensionslosen GréBen, in denen m vorkommt, entsprechend abge- 
andert werden. AuBerdem wird in dem neuen HAmILTON-Operator das 
Potential des ruhenden Grundgitters véllig weggelassen. Mit diesem so 
gewonnenen. HAMILTON-Operator 
fiihren wir nun wieder wie in 
Abschnitt 2 eine strenge Berech- 
nung der dazugehdrenden (tief- 
sten) Energiekurve €(k) durch. 
Das Ergebnis fiir den Fall der 
starkeren Kopplung y?=0,2 ist 
in der Kurve a von Fig. 8 wieder- 


Te J : 
AAS gegeben, die offenbar ganz erheb- 
Fig. 8, 1 Oszillator, Wellenlinge 3.«=1,8=0,m*= lich von der exakten Kurve 0 
1,.2m. —+—-+— Bestimmt mit der Methode der . 5 
scheinbaren Masse. a) y*2= 1,44 y2= 2,88; b) y*2=0,9. (Fig. 5) abweicht. Der Anwend- 


barkeit der Methode der schein- 
baren Masse in ihrer tiblichen Form sind also durchaus Grenzen ge- 
setzt, eine Tatsache, die in der Literatur keineswegs immer Beachtung 
findet?. Wie aber ein Vergleich der eben gezeichneten Kurve a mit der 
Kurve a von Fig.5 ergibt, weichen diese beiden Kurven nur wenig von- 
einander ab*. Hiermit ist schon gezeigt, daB man nur die Kopplungs- 
konstante geeignet zu vergréBern braucht, um eine recht gute Uberein- 
stimmung mit der exakten Kurve zu erzielen. 

Durch Probieren wurde nun nach einer so groBen Kopplungskon- 
stanten y* gesucht, daB auch die untere Kurve b gut wiedergegeben 
wird. Das Ergebnis wird durch Kurve b dargestellt. Da die Energie- 
kurven sehr empfindlich vom Wert der Kopplungskonstanten abhangen, 
lieBe sich eventuell durch eine geringfiigige VergréBerung von y* sogar 
noch eine bessere Ubereinstimmung im Falle b erzielen. 

Inwieweit das eben geschilderte Verfahren, statt des Grundpotentials 
eine effektive Masse und eine effektive Kopplungskonstante zu ver- 


1 Es sind vielmehr Voraussetzungen zu berticksichtigen (vgl. [10], [17]), die 
im wesentlichen besagen, da8 das Stérpotential, das dem streng periodischen Gitter- 
potential lberlagert ist, drtlich langsam (gegeniiber der Gitterkonstanten) variiert. 
Diese Voraussetzung ist im vorliegenden Beispiel ersichtlich nicht erfiillt. 

2 Um die Geringfiigigkeit der Abweichung deutlich zu machen, haben wir an 
den Stellen gré8ter Abweichung nochmals die exakten Kurven (In ausgezogenen 
Linien) eingezeichnet. 
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wenden, auch bei anderen, ebenfalls raumlich stark variierenden Wechsel- 
wirkungsansatzen mit Erfolg angewendet werden kann, muB indessen 
weiteren Untersuchungen iiberlassen bleiben. 


4. Ein spezieller Variationsansatz. 


Zur Behandlung der Wechselwirkung zwischen Elektronen und 
Gitterschwingungen wurden neben der Stérungsrechnung in letzter Zeit 
besonders Variationsverfahren 
([5] bis [8]) herangezogen. Wir 
haben daher in den schon exakt 
gerechneten Fallen der Wellen- 
lange 3 und 8 auch noch einmal 
die Energiekurven mit einem 
solchen Variationsverfahren be- 
stimmt. Das benutzte Verfahren 
ist dadurch gekennzeichnet, daB 
in dem Reihenansatz (4.4) nur 


Bat ; Fig. 9. 1 Oszillator, Wellenlange 3. a=1, B= —4, 
Koeffizienten mit y= 6) und ye=0,2, —-—-+— Mit Variationsverfahren bestimmt. 


v,;=1 aufgenommen werden, 

welche dann aus der bekannten Minimumsforderung fir den Energie- 
ausdruck zu berechnen sind. In unseren beiden Beispielen eines Oszilla- 
tors entspricht dies dem Fall, daB das Gleichungssystem (2.10) nur aus 


zwei Gleichungen zwischen den 4 
Koeffizienten cy, c, besteht, also 

der Zusammenhang zwischen é I oy, 
und & durch eine Determinante se 


zweiten Grades vermittelt wird. ES Ly L 
Die Ergebnisse! dieser Rech- 

ies bs = ie 
nung sind in den Fig. 9 und 10 ‘ = zs 3 = 
dargestellt. Neben der (wegen @ ee) 
des Minimalprinzips) ohnehin Fig. 10. 1 Oszillator, Wellenlange 8. a=1, B= —4, 
zu erwartenden Unterschatzung y2=0,2. —-—-— Mit Variationsverfahren bestimmt. 
der energetischen Absenkung 
fallt auf, daB das Variationsverfahren in beiden Fallen — wenigstens 


in einem Bereich der Elektronenenergie E,,;<how — die Kriimmung 
der Energiekurve zu groB, die scheinbare Masse des Elektrons also zu 
klein wiedergibt?. 


1 Die gezeichneten Kurven entsprechen schon einer ziemlich starken Kopplung 
in dem Sinne, als bei einer etwa doppelt so groBen Kopplungsstarke das Gitter 
nach Abschnitt 6 instabil wird. 

2 Zu ahnlichen Aussagen gelangte auch schon Gross [9], der bei Verwendung des 
FrOuLIcHschen Wechselwirkungsansatzes praktisch unendlich’ viele Oszillatoren 
beriicksichtigte. 
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5. Zur Renormalisierung der Schallgeschwindigkeit. 


Verbindet man die ersten beiden Minima der unteren Kurven a bzw. 6 
durch eine Gerade, so erkennt man, daB auch alle weiteren Minima, die 
bei Einschalten der Kopplung stetig aus den Scheiteln der Stiitzkurven 
hervorgegangen sind, auf dieser Geraden liegen. Dies legt den Gedanken 
nahe, daB man die Kurven a bzw. 0 nicht nur als ,,gestérte‘’ Kurven 
der hier gezeichneten Stiitzkurven auffassen kann, sondern auch als 
Kurven, welche aus anderen Stiitzkurven hervorgehen, die dichter ober- 
halb der gestérten Kurven liegen. Die gestorten Kurven wiirden dann 
durch eine nur kleine Stérung aus diesen Stiitzkurven herauswachsen. 
Eine derartige Beschreibung wiirde bedeuten, da8 man einen Teil der 
Wechselwirkung zwischen dem Elektron und der Gitterschwingung schon 
in den neuen Stiitzkurven erfaBt hat. Sieht man diese Stiitzkurven als 
ungestérte Kurven an, so mu8 man natiirlich andere _,,Oszillator’’- 
koordinaten! als zuvor verwenden, wobei diese neuen Oszillatorkoordi- 
naten nicht nur von den alten Oszillatorkoordinaten, sondern auch noch 
von der bisherigen Elektronenvariablen abhangen werden. Wir werden 
dann erwarten kénnen, daB durch diese neuen Koordinaten und die 
zugehorigen neuen ungestérten Eigenfunktionen auch schon das Mit- 
laufen des Elektrons mit der Schwingungsphase des Gitters, wenigstens 
zum Teil, mitberiicksichtigt wird. 

Die eben eingefiihrten Sttitzkurven sind um ein kleineres «’ in der 
Energieskala gegeneinander verschoben. Dieses kleinere «’ (~ hq’) be- 
deutet, daB das System Oszillator + Elektron langsamer schwingt als der 
Oszillator fiir sich, daB also die Schallgeschwindigkeit kleiner geworden 
ist. Stellt man sich auf den Standpunkt, daB erst die Eigenschaften 
des Gesamtsystems mit Wechselwirkung Realitat besitzen?, so diirfen 
wir also erst »’+ A als (beobachtete) Schallgeschwindigkeit ansprechen. 

Es wurde nun die Rechnung mit einem geeigneten «’ und einer ver- 
ringerten Kopplungskonstanten durchgefiihrt. Wie sich ergab, wird 


1 Damit ist gleichzeitig die Einfiihrung einer neuen ,,Elektronenkoordinate‘ 
verknipft, die ihrerseits wieder von der alten Elektronenkoordinate wie auch der 
alten Oszillatorkoordinate abhanegt. 

2 An dieser Stelle tritt, wie uns scheint, bei der Behandlung der Gitterschwin- 
gungen ein wesentlicher Unterschied zwischen einem Isolator mit einem UberschuB- 
elektron und einem Metall zutage. Im ersteren Fall kommt dem Gitter auch ohne 
Anwesenheit des Elektrons eine wohldefinierte Frequenzverteilung der Gitter- 
schwingungen zu, wahrend im zweiten Fall die betrachteten Leitungselektronen 
ganz entscheidend an der Bindung, mithin insbesondere auch an dem numerischen 
Wert der Frequenzen beteiligt sind. Im letzteren Falle darf also eigentlich gar nicht 
von einer Schwingung der Gitterriimpfe (ohne Anwesenheit der Leitungselektronen) 
gesprochen werden, wie auch den Frequenzen « keinerlei physikalische Bedeutung 
zukommt. Erst durch den Renormalisierungsproze8 wird dann eine Beziehung 
zwischen den beobachteten GréBen (hier «’) und den urspriinglichen GréBen (den «) 
hergestellt, wie dies aus der Quantenfeldtheorie ja gelaufig ist. 
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— wie von Anfang an zu erwarten ist — der Kurvenverlauf in der Nahe 
der Minima befriedigend angenadhert. Die Annaherung wird noch ver- 
bessert, wenn man fiir das ,,Elektron‘ eine erdBere scheinbare Masse 
annimmt. Allerdings kann das Zwischenstiick, also der Ubergang von 
einem Oszillatorzustand (im neuen Sinne) zum anderen, anschaulich 
gesprochen also der StoBprozeB, nicht genau wiedergegeben werden. Um 
Ubereinstimmung zu erzielen, muB also auch der Wechselwirkungs- 
ansatz abgeandert werden. Dies ist auch gar nicht verwunderlich, weil 
ja die jetzt miteinander in Wechselwirkung stehenden Systeme gar nicht 
mehr Elektron und Gitterschwingung sind, sondern schon daraus 
zusammengesetzte Gebilde. 

Es soll aber nun hier nicht unsere Aufgabe sein, nach geeignet abge- 
anderten Wechselwirkungsansatzen, etwa durch Probieren, zu suchen. 
Wir verweisen vielmehr auf eine Arbeit von FROHLICH [4], in der von 
einem etwas anderen und zwar wesentlich allgemeineren Standpunkt 
aus eine Renormalisierung der Schallgeschwindigkeit durchgefiihrt wird. 
FROHLICH geht dabei von dem Gedanken aus, eine kanonische Trans- 
formation derart durchzufiihren, daB dadurch ein GroBteil der ,,Energie- 
absenkung“ schon erfaBt wird. Nach dieser Transformation bleibt fiir 
die neuen Gebilde ,,Elektron“ und ,,Gitterschwingung‘‘ eine SCHRG- 
DINGER-Gleichung tibrig, die sich von der alten durch eine renormali- 
sierte Schallgeschwindigkeit, eine renormalisierte Kopplungskonstante, 
ein abgedndertes Wechselwirkungsghed und eine neue scheinbare Masse 
des ,,Elektrons‘‘ unterscheidet, Begriffe, auf die wir soeben von einer 
mehr anschaulichen Seite her ebenfalls gefiihrt worden waren. Allerdings 
ist im Falle der Kurvenform von Fig. 6 eine Renormalisierung der Schall- 
geschwindigkeit in der oben von uns angegebenen Weise nicht ohne 
weiteres durchfiihrbar. Man konnte hier etwa daran denken, das An- 
schmiegen der neuen Stiitzkurven an die exakte Kurve dadurch zu 
erreichen, daB diese neuen Stiitzkurven auch noch in der k-Richtung 
verschoben werden. 

Auf die Aufgabe, die FROuHLICcHsche Untersuchung Schritt fur 
Schritt modellmaBig in der oben skizzierten Weise zu verfolgen, konnen 
wir hier nicht eingehen, da man zweckmaBigerweise mit dem FROHLICH- 
schen Wechselwirkungsglied rechnen miiBte, was aber den Rahmen dieser 


Arbeit sprengen wiirde. 


6. Der Stabilitatsbereich des Gitters. 

Wir hatten schon bemerkt, daB in Fig. 5, Wellenlange 3, die Minima 
der Kurven a bzw. } auf je einer Geraden liegen. Wie wir weiter dieser 
Figur entnehmen kénnen, wird diese Gerade mit wachsender Kopp- 
lungsstarke immer flacher. Es entsteht nun die wichtige Frage, ob diese 


Gerade vielleicht schon bei einer endlichen Kopplungskonstanten parallel 
6* 
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zur k-Achse wird: Steigert man namlich in diesem Falle die Kopplung 
noch etwas, so werden die ,,angeregten‘‘ Kurven die Energiekurven des 
Grundniveaus nach unten hin ,,iiberholen“, d.h. je hoher der Anregungs- 
zustand des Gitters ist, desto gréBer ist die Energieabsenkung nicht nur 
dem ungestérten Energieverlauf gegentiber, sondern auch gegentiber 
dem tiefsten ungestérten Zustand. Dies bedeutet aber, daB das Gitter 
instabil wird. Wir wollen nun diese Instabilitat auf einem etwas anderen 
Wege, der auch etwa die bei Wellenlangen 8 vorliegenden Verhaltnisse 
erfaBt, dadurch nachweisen, daB wir die Konvergenz der Reihe (1.4) 
untersuchen. Dazu haben wir die Koeffizienten c,(x) abzuschatzen, die 
aus der fiir einen Oszillator spezialisierten Gl. (2.10) 


c,(x) = G,(x, 0) (Be, (0) a yVa €,-1 (0) + y\at 1,44 (0) (5.1) 
zu berechnen sind. Die c,(0) sind wiederum durch die Gleichungen 
c, (0) = G (0, 0) (Be, (0) + yYAG-1 (0) +yYA+ 1 e410) (5.2) 


bestimmt. Wir untersuchen das System fiir A+ co: Unter Beachtung 


von x,= |/e—Aa gilt fiir groBe A: 


1 sin x; ee SIE es 1 
2x, cosh, —cosx, SyAya =e" ie i 2A Vu 


und damit lat sich Gl. (5.2) nun schreiben: 


c,(0) ~ — (Bc, (0) + yVAc1(0) Hy VA+ 1 C44 (0)) 


4 
2A yx 
oder, da A groB sein sollte: 


€,(0) & — (¢,_4 (0) + C441 (0)) : (3-33) 


dite 

2a 

Die Lésung dieser asymptotischen Gleichung lautet: 
é =Sconst 2 4(= 4)\%, 

wobei 6 nun aus der Gleichung 


e~P +e? — 2]3 ‘ also aus Gof 6 = iis 
D : y 
zu bestimmen ist. 
Soll p(x, b*) fiir x= 0 konvergieren, so muB notwendig iim |, (0)|=0 


sein. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 6 einen negativen Real- 
teil besitzt und das ist genau dann méglich, wenn 


/ 
Gof d>1, also wenn ee Sol 
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ist. Wir erhalten also die Aussage, daB die Lésung dann! und nur dann 
an der Stelle x=0 konvergiert, wenn? 


y< oa. (5.4) 


Das Gitter ist also nur stabil!, solange Bedingung (5.4) erfiillt ist. 


Beziiglich der Frage, ob diese Divergenz etwa an unserem Lésungs- 
verfahren liegt, k6nnen wir feststellen, daB y als Funktion der Oszillator- 
koordinate qg stetig und sogar zweimal differenzierbar sein muB, sich also 
ganz gewiB in eine fiir alle x und q konvergente Reihe nach den Oszillator- 
eigenfunktionen entwickeln lassen mu, zwischen deren Koeffizienten 
dann notwendig die Gln. (5.1) bestehen. Die Divergenz ist also zwangs- 
laufig. Ferner ware der Beweis noch in der Richtung zu vervollstandigen, 
daB gezeigt wird, daB die Folge der c, nicht abbrechen kann, bevor die 
asymptotischen Gln. (5.3) iiberhaupt ins Spiel kommen. Der an sich 
nicht allzuschwierige, aber etwas umstandliche Beweis sei hier indessen 
unterdriickt. 


Es ist nun von besonderem Interesse, ob diese eben nachgewiesene 
Instabilitat des Gitters vielleicht nur bei unserem speziellen Wechsel- 
wirkungsglied, etwa infolge der etwas ungewoéhnlichen Eigenschaften 
der 6-Funktion auftritt, oder ob sie auch bei anderen Wechselwirkungs- 
ansdtzen, insbesondere bei dem FROHLICHschen Wechselwirkungsansatz 
zu erwarten ist. Dieser letztere Ansatz ist, wie schon erwahnt, von 
Gross [2] einer modellmaBigen Behandlung zugrunde gelegt worden. 
Wie Gross bewiesen hat, konvergiert (bei festem #) seine Rechnung 
fiir alle Werte der Kopplungskonstanten. Allerdings besteht hier gegen- 
iiber unserem Modell der schon mehrfach betonte Unterschied in der 
Periodizitatseigenschaft der ¢()-Kurven. Dementsprechend haben wir 
bei Gross zu untersuchen, wie sich seine Kurven fiir k->co verhalten. 
Aus den Grossschen Kurven ]a4Bt sich entnehmen, daB die Minima der 


1 Wie sich aus den Gln. (5.1) unter Beachtung der Form (2.9) von G; (¥, 0) 
leicht ablesen laBt, konvergiert die Lésung sicher fiir alle %, wenn sie fiir ¥=0 
konvergiert. Besitzt nun 6 einen negativen Realteil, so konvergiert (0, b*), da 
alle Oszillatoreigenfunktionen beschrankt sind, wie die geometrische Reihe. Mit 
diesem Konvergenzbeweis ist fiir die in [3] und in der vorliegenden Arbeit durch- 
gefiihrten Rechnungen eine mathematisch strenge Grundlage gegeben. Wie man 
sich tiberzeugt, ist hier wie auch in allen gezeichneten Kurven die Bedingung (5.4) 
erfiillt (mit Ausnahme von Kurve c der Fig. 4 in [3]; hier befinden wir uns gerade 
auf dem Konvergenzkreis, bei Mitnahme einer wachsenden Zahl von Koeffizienten 
wiirde sich die Energie immer weiter absenken). Wir finden es bemerkenswert, 
daB das Gitter noch stabil bleibt, obwohl, etwa in Fig. 10 [3], die iibliche Storungs- 
rechnung schon ganz unsinnige Resultate liefert. Offenbar tragt daran die Mitnahme 
eines Grundgitterpotentials die wesentliche Schuld, da durch sie eine ganz erhebliche 
Verzerrung der Stiitzkurven hervorgerufen werden kann. 

2 (berdies laBt sich auch zeigen, da® das Normierungsintegral J y* y dr dann 
und nur dann existiert, wenn die Bedingung (5.4) erfiillt ist. 
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Kurven — zumindest in dem von ihm gezeichneten Bereich — genau 
wie bei uns auf einer Geraden liegen, die von einer gentigend starken 
Kopplung an einen negativen Anstellwinkel erhalt. Wenngleich sich bei 
Gross auch keine Bemerkung tiber das Verhalten des Systems ftir k + ce 
findet, so deutet unserer Ansicht nach alles darauf hin, da die strenge 
,,Linearitat’’ der Minima auch fiir k co erhalten bleibt, so daB dem 
System fiir wachsende Anregungszustande des Oszillators immer tiefere 
Zustinde zur Verfiigung stehen, das Gitter also ebenfalls instabil wird’. 
Ob auch bei den iiblichen, in der BLocuschen Leitfahigkeitstheorie be- 
nutzten Wechselwirkungsgliedern eine Instabilitat des Gitters auftreten 
kann, wagen wir nicht zu entscheiden, da hierbei der am Schlu8 von 
Abschnitt 2 erwahnte Unterschied der Wechselwirkungsglieder durchaus 
von Wichtigkeit sein kénnte. 

Dagegen kénnen wir beziiglich vieler Oszillatoren feststellen, daB 
hier das Gitter erst recht instabil wird, wenn es bei Beriicksichtigung 
eines einzelnen Oszillators instabil wird. Der Nachweis fiir diese Be- 
hauptung laBt sich besonders leicht an dem eben besprochenen Beispiel 
von Gross erbringen: Wir gehen dabei von der Bemerkung aus, daB 
die energetische Absenkung durch das Mitlaufen des Elektrons mit der 
Schwingungsphase des Gitters zustande kommt. LaBt man nun zu- 
nachst nur einen Oszillator in Wechselwirkung mit dem Elektron schwin- 
gen und fiigt den anderen in unverdnderter Schwingung hinzu, so heben 
sich die Beitrage zur potentiellen Energie des Elektrons infolge der 
periodisch veranderlichen Anziehung, die durch diesen Oszillator hervor- 
gerufen wird, weg, da keinerlei Korrelation zwischen dem Elektron und 
diesem Oszillator besteht. Der eben dazugenommene Oszillator wie auch 
das Elektron und der erste Oszillator werden natiirlich ,,in Wirklichkeit‘‘ 
nun ihre Bewegungen derart einrichten, daB die mittlere potentielle 
Energie des Elektrons und sogar die Gesamtenergie noch weiter ab- 
nehmen. Im Falle mehrerer Oszillatoren wird daher die energetische 
Absenkung nur noch gréBer. Ist nun die Wechselwirkung so groB, daB 
fiir k->oo die Energie des Systems Elektron + Oszillator 1 nach — oo 
geht, so geht die Gesamtenergie bei Wechselwirkung mit mehreren 
Oszillatoren erst recht nach — ov, das Gitter wird also erst recht instabil. 


Im Falle vieler Elektronen kénnen indessen die Verhaltnisse vdllig 
anders liegen. Infolge der CouLomBschen AbstoBung halten die Elek- 
tronen einen mittleren Abstand voneinander ein?, Wir werden also er- 


1 Auf die von WENTzEL [1/8] fiir die Instabilitat des Gitters angegebenen 
physikalischen Argumente wollen wir hier nicht zuriickgreifen, da es uns in dieser 
Arbeit gerade darauf ankommt, auf Grund von exakten Rechnungen Aussagen zu 
erhalten. Uberdies wurde von BARDEEN [1 3] die Instabilitat des Gitters bezweifelt. 

» Man vgl. hierzu die Arbeit von Macxker [19] und die Untersuchungen von 
Boum und Pines [20]. 
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warten miissen, da8 nur ein Teil der Elektronen (wie bisher ein Elektron) 
der Schwingungsphase des Gitters folgt, wahrend der andere Teil der 
Elektronen gerade an den Stellen erhéhter potentieller Energie zuriick- 
bleibt. Insgesamt ist also die Korrelation zwischen Gitter und Elektron 
geringer als bei eiwem Elektron, die mittlere Energieabsenkung ist also 
kleiner. Dementsprechend wird bei wachsender Kopplung Elektron— 
Gitterschwingung das Gitter nicht mehr so schnell instabil}. Die hier 
auftretende Fragestellung weist darauf hin, da8 zumindest in Metallen 
eine befriedigende Behandlung der Wechselwirkung zwischen Elektronen 
und Gitterschwingungen unbedingt auch eine Beriicksichtigung der 
CouLomBschen Wechselwirkung zwischen den Elektronen notwendig 
macht. 

Die zunachst naheliegende Vermutung, daB schon das Pautt-Verbot, 
das den Elektronen den Aufenthalt am gleichen Ort verbietet, fiir eine 
Stabilisierung ausreicht, wird durch Rechnungen mit dem eindimensio- 
nalen Plasmamodell von TomonaGa nicht bestatigt [18]. 


Herrn Professor Dr. H. Vorz danke ich fiir mehrere wertvolle Rat- 
schlage. 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft gilt mein Dank fiir die 
Uberlassung einer Rechenmaschine. 
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Elektronen-Doppelinterferenz unter Ausl6schung 
des dritten Wellenfeldes. 


Von 
H. NIEHRS. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Bingegangen am 22. Juni 1954.) 


Herrn Professor Dr. Max von LAvE zum 75. Geburtstag am 9. Oktober 1954 
gewidmet. 


Nach der dynamischen Interferenztheorie kann es trotz starker Kopplung dreier 

Strahlen, d.h. Doppelinterferenz, vorkommen, das nur zwei Wellenfelder auftreten, 

wahrend das dritte ganz ausgeléscht ist. Dieser Fall wird analysiert und seine Be- 

deutung fiir die Strahlaufspaltung von Beugungsreflexen und die Kantenstreifung 
in elektronenmikroskopischen Kristallbildern diskutiert. 


Einleitung. 


Bei elektronenmikroskopischen Aufnahmen von gut ausgebildeten 
Kristallen beobachtet man bekanntlich [Z| im Interferenzfalle perio- 
dische Intensitatsstreifen parallel zu brechenden Kristallkanten, die von 
der Uberlagerung zweier Wellenfelder im Kristall herrithren. Priift 
man die Knristallstellungen, bei denen diese Streifungen besonders gut 
beobachtet sind, so fallt es auf, daB es sich haufig um solche Stellungen 
handelt, bei denen die Indizierung der verursachenden Interferenz 
zweifelhaft ist, d.h. es kénnte auch eine Doppelinterferenz vorliegen. 
Im allgemeinen Falle einer Doppelinterferenz bilden sich jedoch nach 
der dynamischen Interferenztheorie drei Wellenfelder aus, was zur Folge 
hat, daB sich an der Kristallaustrittsflache drei Nullwellen iiberlagern 
und die Intensitat im Hellfeldbild in Richtung senkrecht zur brechenden 
Kante nicht mehr eine einfach periodische Funktion, sondern eine solche 
von der Form 


Jo t+ Sy: cos 2m 1,7 + J,-cos 2% 27 + Jy: cos 2% (v, + v9) 7 


ist, worin y die Ortskoordinate in der genannten Richtung ist. Es ist 
also bei starker Doppelinterferenz keine klare einfach periodische Strei- 
fung parallel zur Kante zu erwarten. Tatsichlich ist es nun aber auch 
im Falle der Doppelinterferenz méglich, daB nur zwei Wellenfelder auf- 
treten, so daB man in diesem Spezialfall, der einer bestimmten Schar 


von Einfallsrichtungen entspricht, wieder die einfach periodische Inten- 
sitatsstreifung erhalt. 
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Die relative Haufigkeit der oben charakterisierten Kristallstellungen 
innerhalb der Gesamtheit der beobachteten guten Streifenbilder scheint 
anzuzeigen, daB dem Fall der Doppelinterferenz mit Ausléschung des 
dritten Wellenfeldes bevorzugte Bedeutung zukommt, und es soll die 
Aufgabe des vorliegenden Aufsatzes sein, diesen Fall naher zu analy- 
sieren und Folgerungen fiir die Aufspaltung von Beugungsreflexen und 
die Kantenstreifung in Kristallbildern zu erértern. 


A. Charakterisierung des interessierenden Falles. 


Wir knipfen an die Darstellung und Bezeichnungsweise der dynami- 
schen Interferenztheorie an, wie sie bei LAMLA [2] und bei v. Lave [3] 
zu finden sind. Dort treten im Falle der einfachen Interferenz maBgeb- 
lich zwei Zahlen auf [3] 

EY = e- ORSVs 


Ax = &,— Vo, 


von denen die erste eine gewisses MaB fiir den Abstand des reziproken 
Gitterpunkts mit dem Indextripel g der verursachenden Interferenz von 
der Ausbreitungskugel ist! und die Rolle des Anregungsfehlers (vgl. 
BETHE [4)) spielt; die zweite ist ein gewisses MaB fiir die Abweichung 
des Wellenvektors der Nullwelle eines Wellenfeldes im Kristall von dem 
der Primarwelle infolge der Interferenz und kann (nach BETHE) als An- 
passung bezeichnet werden. Fir Av ergeben sich aus der Dispersions- 
gleichung verschiedene Werte und damit verschiedene Werte der 
Vertikalkomponente des Nullwellenvektors (bis auf einen konstanten 
Faktor gleich G,), bzw. verschiedene Wellenfelder. 

Wir nehmen nunmehr an, daB zwei reziproke Gitterpunkte mit den 
Indextripeln g und h nahe der Ausbreitungskugel liegen kénnen, so dal} 
ihre Anregungsfehler unter Umstanden nur von der GréBenordnung des 
inneren Kristallpotentials m sind?, und definieren demgemaB (unter Ver- 
zicht auf die Abspaltung eines Faktors 7) 


Fre yy Bi Vo | (1) 


A=G,,—y 
=z 70° 


Es sollen also F, fiir »+0, g,h groB gegen p sein, wahrend F, und Ff, 
beliebig klein sein kénnen. Im Falle einer solchen Doppelinterferenz 
lautet nun die Dispersionsgleichung bei deren Erfiillung das System der 
homogenen Amplitudengleichungen (vgl. v. Lave [3], S.274, Gl. (20.46)), 
nicht verschwindende Lésungen besitzt, fiir nichtstreifenden Einfall 


Ey Weal: Vorbemerkung za Abschnitt C dieses Aufsatzes. , 
2 Alle Potentialwerte p, bzw. y,, sind relativ zu verstehen, d.h. bezogen auf die 


Strahlspannung. 
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unter Vernachlassigung von relativ kleinen Gledern 


2A —— Dag SSS) | 
\—9, 2y,(A4—F) —%» |=9 (2) 
| —@yp — Pnr—g 2h (A , F,)| 


worin die @, die FourtER-Koeffizienten des (relativen) inneren Kristall- 
potentials pm sind. Die Gleichung hat drei Lésungen fiir A, aus denen im 
allgemeinen drei starke Wellenfelder im Kristall hervorgehen. Nach 
Auswertung der Determinante lautet die Gleichung in geeigneter Schreib- 
weise 


A/A=h Tai. He eaten ene tee€ |: 
—({(A—F,+7)- Tf 1,—(A—-4,4+ Ti) 1,1 =0. 


Darin wurde zur Abkiirzung gesetzt 


Pz—0° Po—h Pn—g° Pg—o _ Po—h” Ph—g 
T, = 2, LT, = 4+, L, =~. 4 
2Yo°Pg—h ¥ 27° Ph—o : 2Vn* Po—g a 
Die drei Definitionen ergeben sich durch zyklische Vertauschung der 
Indizes 0, g, auseinander. Wir lassen Absorption im Kristall auBer 


Betracht, so daB og; =q_.,, gilt, und die Produkte 
oe x Pg’ Pg ra! x Pna°P—h | 
EC are Lh Rl Gee 


* * Pe—h* Pa—g 
Ht T; == T,, G = AYER 


(5) 


reelle GréBen sind. 
Aus der Gestalt der Gl. (3) ersieht man nun sofort, daB im Falle 


Ro f=h- i (6) 


eben dieser Wert fiir A eine Lésung der Dispersionsgleichung darstellt. 
Er ist im allgemeinen komplex und auch der konjugiert komplexe Wert 
F,—T; =F,—T, ist dann eine Lésung der Gleichung, da diese reell ist. 

Es laBt sich leicht zeigen, was hier nicht geschehen soll, daB die 
Bedingung (6) notwendig ist, wenn die Nullwelle eines der drei Wellen- 
felder verschwinden soll. Wir wollen nur beweisen, daB sie dafiir hin- 
reichend ist, und es soll unsere Aufgabe sein, das sich daraus ergebende 
Verhalten der Wellenfelder naher zu analysieren. 

Eine merkliche Interferenz tritt bei Durchstrahlung tiberhaupt nur 
auf, wenn die reellen Zahlen fy und F,, die Parameter der Einstrahlungs- 
richtung, klein gegen 1 sind. Der durch Gl. (6) charakterisierte Fall, 
der einer bestimmten Schar von Einstrahlungsrichtungen entspricht, 
kann daher aus physikalischen Griinden jedenfalls nur eintreten, wenn 
T,—T <A ist; fiir p,=0, n, pn 0 und fiir m,=0, Gis Pea gar Ovist 
er also nie méglich. 
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Ferner hegt fiir y,=,_,=0 und fiir Pr=Pe—-n=O0 die uns nicht 
interessierende Einfachinterferenz vor, bei der es sowieso nur zwei Wellen- 
felder gibt; fiir p,=,=0 tritt ttberhaupt kein Interferenzeffekt aut. 

Damit nun die Bedingung (6) erfiillt ist, muB weiterhin T, —T,* und 
damit 77+ T, reell sein. Im Hinblick hierauf bleiben noch folgende Falle 
zu unterscheiden: 


a) T, es f, - f mit 1 7 0, d.h. Pe Ph» Pe—n =. 0 
b) ABS i=; (2, + T,) iP == Oy) sh, -4 = 0 
c) (7,4 Tj) Ty =0. 


Der letzte Fall hat fiir Durchstrahlung von Kristallen keine Bedeutung, 
da dann nach (5) y,/7, negativ sein miiBte, was fiir eine der beiden Inter- 
ferenzen den BraGc-Fall bedeutet und streifenden Einfall erfordert. 
Wir lassen diesen Fall auBer Betracht. Im Falla) folgt aus (5), daB 
T,, T, und T, selbst reell sein miissen. Im Fall b) treten in den Gln. (3) 
und (6) nur noch die durch (5) definierten reellen Produkte T,7)* und 
T, To«, nicht mehr T, und T, einzeln auf, so daB man auch 7) als reell 
Ferrachten kann. Bei Durchstrahlung eines Kristalls kann die Bedin- 
gung (6) also nur erfiillt sein, wenn 7), T,, J; reell sind. 

Diese letzte Voraussetzung ist nun von selbst gegeben, sobald es sich 
um Kristallgitter mit einem Symmetriezentrum handelt. Fiir solche 
folgt namlich aus der Darstellung des inneren Kristallpotentials in der 
Form 


P= +2° ( -- + |9,| - ea ia aah ie Oma) - 
+ [Pz +5| cos 270 (g — , ¥ — %p) 00 


worin g und § Vektoren des reziproken Gitters, r der variable Ortsvektor 
und ry, der Ortsvektor des Symmetriezentrums sind, daB (positive y, 
vorausgesetzt) 7, T,, Tj, positiv oder negativ reell sind je nach dem, 
ob vor den drei Gliedern der angeschriebenen Teilsumme eine gerade 
oder ungerade Anzahl von Minusvorzeichen auftritt, was von den Eigen- 
schaften des Kristallgitters abhangt. Die Bedingung (6) kann also bei 
asymmetrischen Kristallgittern nicht fiir jede beliebige Doppelinter- 
ferenz durch passende Einstrahlungsrichtung erfiillt werden ; bei symme- 
trischen Kristallgittern ist dies aber fiir jede Doppelinterferenz méglich, 
solange J, und 7, klein gegen 1, genauer: im Bereich der realisierbaren 
Werte von F, und F, bleiben. Unsere weitere, unerlaBliche Vorausset- 
zung, daB ce T,, T,, reell sind, ist also praktisch keine starke Beschran- 
kung. 

Unser Interesse soll nun nicht nur dem Fall exakt erfiillter, sondern 
auch dem nur anniahernd erfiillter Voraussetzung (6) gelten und es ist 
zweckmaBig, was erst das Ergebnis erkennen 1afst, die Parameter F, und 
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F, der Einstrahlungsrichtung zu substituieren durch 


Deitel 
= oT, aT; I Ne Nig ced Ted (8) 
y Fa \ Fi, + T, (pe (Fy — T,) | 
Pedy Spee i ; 
so dab 


Pee Ap T,, 
Pyle Ad te 


wird. L ist ersichtlich symmetrisch, 4 antisymmetrisch beziiglich einer 
Vertauschung der Indizes g und h. (Auf den oben angefiihrten Fall b) 
mit 7,,7,=0 kommen wir sogleich zurtick.) Nach Durchfihrung 
dieser Substitution nimmt die Gl. (3) die Gestalt an 
(A2?—-AL—ST,):(A—L—A(TZ,—T,) + S$) —#AT,T,=0. (10) 


& 


mit der Abkiirzung 
ST Ty. (11) 


Die Bedingung (6) wird identisch mit A=0. Ist A so klein, daB Gheder 
der Ordnung 4? vernachlassigt werden kénnen, so hat Gl. (10) die drei 
Losungen 


A, =}: (L— JL? 4+45h) + 0(a) 
A,=$-(L+ YL? +457) +0(A) (12) 
As=L + A(T, —T,) — S + 0(2%). 


Im Fall b) mit 7,, T,=0, 7,7), Tj, %=- 0 kénnen wir nicht A, wohl 
aber AS als zweiten. Parathétet teaches da dieses Produkt ebenso 
wie L einen endlichen Wert hat, der aus den Definitionen (8) und (4) 
als lim  folgt. Aus den Koeffizienten der Gl. (10) ersieht man, daB die 


(Yg-n= 0) 
Glieder der Ordnung /? zu vernachlassigen sein werden, solange 


A? S? klein gegen ST) oder klein gegen L? 
ist. 
Speziell fir L + A(T, —T,) =S, das ist L=F,+ F,, laBt sich Gl. (10) 
ubrigens auch fiir beliebige GréBenordnung von A sofort auflésen und 
es ist dann A,=0. 


B. Die Amplituden in den Wellenfeldern. 

Im Falle der Doppelinterferenz kann jedes der drei in Frage kom- 
menden Wellenfelder drei starke Wellen umfassen: eine Nullwelle mit 
der Amplitude uw), eine Interferenzwelle zum Indextripel g mit der 
Amplitude u, und eine Interferenzwelle zum Indextripel mit der 
Amplitude #,. Diese Amplituden sind in jedem Wellenfeld durch ein 
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homogenes lineares Gleichungssystem miteinander verknupft, deren 
Koeffizientendeterminante diejenige der Gl. (2) ist. Das Gleichungs- 
system ist nur lésbar mit den drei eben gefundenen Werten fiir A und 
aus jedem dieser Werte ergibt sich ein solches Wellenfeld mit jeweils 
verschiedenen Amplitudenverhaltnissen innerhalb des Wellenfeldes. Die 
drei Gleichungen fiir die Amplitudenverhiltnisse eines jeden Wellen- 
feldes sind zwar voneinander linear abhangig, jedoch je nach dem fiir A 
eingesetzten Wert beziiglich der Giite der Naherung nicht gleichwertig. 
Betrachten wir zunachst die beiden Amplitudengleichungen 


Pz Pg—h 
ae = (A.— Ft, — 24 h | 

: } (13) 
Pr Pn—g . 
ght ce og Met i | 


Das Gleichungspaar ist symmetrisch beziiglich einer Vertauschung der 
Indizes g und h. Aus ihm ergeben sich fiir die Amplitudenverhaltnisse 
die Werte 


gas ee A — A, — AT, | 2 
Us —2y, (A —A,)-(4—L) 0(2") | 
SINE SRE Sia STE! NG ge (14) 


pl ion) ROE ota = DB 
Ug Vite A—A,—AT, 0(A2) 


Uy, YePr A —A,+A T, 


Dabei ist vorauszusetzen A + A, und A+=L. A=L ware eine Lésung 
der Gl. (10) nur fiir den ausgeschlossenen Fall c) S -7)=(7,+T7,) T)=0, 
vgl. S. 91 oben. Die Gln. (14) gelten also fiir die aus A = A, und A= A, 
hervorgehenden Wellenfelder, nicht aber fiir das dritte Wellenfeld mit 
A=A,. An den Quotienten in (14) sieht man, daB das Gleichungspaar 
(13) fiir dieses Wellenfeld in 0. Ordnung von A linear abhdangig ist, in 
4. Ordnung von 4 jedoch nicht mehr. Dies bedeutet, daB im dritten 
Wellenfeld “,/u, und u,/u, in erster Naherung verschwinden, wahrend 
fiir u,/u, ebenfalls in erster Naherung 


Ug — — VaPe Th ee Pa att 1 
Pte gO) gay) (15) 


gilt. In den beiden ersten Wellenfeldern ist nach (14) ™,/u, in erster 
Naherung das gleiche; im dritten Wellenfeld wiirde sich jedoch aus (15) 
derselbe Wert nur ergeben fiir 1(7, + T,)=0. Nach den Grenzbedin- 
gungen ist nun die Summe gleich indizierter Wellen aus den drei Wellen- 
feldern (ausgenommen fiir das Indextripel 0) gleich 0. Schon aus dem 
Verhalten von u,/, erkennt man daher, daB uw, und 1, selbst im dritten 
Wellenfeld in erster Naherung ausgeléscht sein miissen, wahrend mu, in 
diesem Wellenfeld sogar in héherer Naherung ausgeléscht sein mubB. 
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Fiir genauere Aussagen tiber die Amplitudenverhaltnisse im dritten 
Wellenfeld sind die Gln. (13) jedoch unbrauchbar und wir wahlen statt 
ihrer das Gleichungspaar 


P-g WE 
29) 10 and abevilsr (16) 
Ph Phe iy 
2), Li 2y Ug I (A; F,) Uy,» 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt fiir das dritte Wellenfeld 


Ug = Pg : A, ae Ty x 

We Ue 2p varaady (1 ! 0(4)) 

Uy Me AR tT 17 
thin. Diy eel (1 ar 0(4)) ae 
it SUNS a ae aN aes + (A). 

Up P_—g ( 7 A,+ Ty : ( ) 


Das letzte Amplitudenverhaltnis ergibt sich aus (16) mit hoherer rela- 
tiver Genauigkeit als die ibrigen und insbesondere mit héherer Genauig- 
keit, als in (15) aus (13) erhalten werden konnte. 

Wir gehen nun zur Bestimmung der Wellenamplituden selbst tiber. 
Die Wellenamplituden, die aus dem Wellenfeld (7) (=1, 2,3) mit A=4A; 
stammen, wollen wir mit dem oberen Index (7) bezeichnen. Die Grenz- 
bedingungen an der Eintrittsflache lauten, wenn wir Glieder der GréBen- 
ordnung @ vernachlassigen und von streifendem Einfall absehen, so daB 
auch reflektierte Wellen zu vernachlassigen sind, 


Diana die yD = Ow = 0, (18) 
4 7 a 


wobei wir die Amplitude der primar einfallenden Welle gleich 1 an- 
nehmen. Diese Gleichungen liefern uns im Verein mit den Amplituden- 
verhaltnissen innerhalb der Wellenfelder die GréBen der Amplituden 
selbst. Die Ausrechnung ergibt insgesamt die folgenden Amplitudenwerte 


Q) aaeeeet i sip ie 
Uy As —A, O(A ) 
pa ng (A?) 
2 A, = As 
Lit 
(3) 42 0 “gh 3 
U . 
D Coa a ie 
pu curate (1 afeith ) yi en Sta Nt (1 ines | 
ELE Tp Ets ay heyy AA 
2) __ _%gl2V ( Th (2) 9nl2Vn ie 
pe Lt deine lf pelle gill Wael esis ayy oh OW 2 Mixer ge aie etic 
ay, Bee Any Wye fas et mate ESE 
(3) ai: l2Vg Th (3) 28 Pul2Vn T, 
U = . — . . 5 
g ie Tae ene ome 4, A IR Tee Teer, ie 


t Nach (12) ist (Ag+ Ty) « (Ty + Tj) =— (4, — Ay) (4g — Ag) +0(2). 


Elektronen-Doppelinterferenz unter Ausléschung des dritten Wellenfeldes. 95 


Mit Ausnahme von w}*), das im Glied mit /? noch richtig angegeben ist, 
enthalten die angegebenen Ausdriicke fiir die Wellenamplituden Fehler 
der GréBenordnung /?. Wahrend die beiden ersten Wellenfelder, obere 
Indizes (1) und (2), im allgemeinen je drei starke Wellen, untere Indizes 
0, g, # enthalten, deren Amplituden von der GréBenordnung ae pri- 
maren sind, bleiben im dritten Wellenfeld ~ Interferenzwellen ul? ) und 
u\>) schwach proportional 4, die Nullwelle u\*) sogar schwach wie 2! Bei 
enki Erfillung der Bedingung (6), d. i. A=0, ist das ganze dritte 
Wellenfeld ausgeléscht; bei angenaherter Erfillung, wenn die Inter- 
ferenzwellen noch schwach sind, kann unter Umstainden immer noch 
dessen Nullwelle als ausgeléscht betrachtet werden. 

In den Gln. (19) waren nun noch die Werte von A,, A,, Az nach (12) 
einzusetzen. Aus der Struktur der Ausdriicke (12) und (19) fiir die ersten 
beiden Wellenfelder erkennt man, daB sie fiir die Interferenzwellen in 
erster Naherung, fiir die Nullwellen sogar in zweiter Naherung, ganz 
analog denjenigen gebaut sind, die fiir Einfachinterferenz gelten. An 
Stelle der GréBe F,, bzw. F,, dort (Fy bei v. LAvE [3)) tritt hier L; 
an Stelle von RD bzw. T,T,, dort (a,4_,77/4y9y, bei v. Lave) tritt 
hier 7)(7,+-7,). Die Konsequenzen (Ae sollen im nachsten Teil 
gezogen werden. 


C. Auswirkung auf die Strahlenaufspaltung durch 
Interferenzbrechung an Kristallen und auf die Kantenstreifung 
in elektronenmtkroskopischen Kristallbildern. 


Es mégen einige Bemerkungen zur begrifflichen und anschaulichen 
Bedeutung der hier verwendeten GréBen Ff, und T), vorausgeschickt 
werden. Diese Bemerkungen sind so zu verstehen, daB sie theoretisch 
nicht ganz streng, fiir die folgenden Betrachtungen und die meisten 
praktischen Anwendungen aber mit hinreichender Naherung gelten, da 
die relativen Abweichungen selbst nur von der kleinen GroBenordnung Pp 
und F£, sind. 

In den Definitionen (4) fiir J, ist w,, wie schon auf S. 90 oben be- 
merkt, der Fourrer-Koeffizient des relativen inneren Potentials zum 
Indextripel 7. y,, ist der Cosinus des Winkels zwischen innerer Normalen 
zur Eintrittsflache und dem Interferenzstrahl zum Indextripel 1; yo ist 
der entsprechende Winkelcosinus des Primarstrahls. Die drei Wellen 
im Kristall zum gleichen unteren Index haben nur hier zu vernachlassi- 
gende Richtungsunterschiede. 

F, ist der in Richtung der inneren Normalen zur Eintrittsflache ge- 
messene ,,Abstand“ des reziproken Gitterpunkts zum Indextripel m von 
der Flaiche der Ausbreitungskugel, und zwar bezogen auf deren Radius, 
also dividiert durch die primare Wellenzahlk. Infolgedessen ist y,, F, 
der radial gemessene (wirkliche), relative Abstand dieses Gitterpunkts 
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von der Ausbreitungskugelflache. Wir nennen dieses Produkt den An- 
regungsfehler des betreffenden Gitterpunkts, bzw. der entsprechenden 
Interferenz (vgl. [5], [6]). Er ist positiv fiir einen Gitterpunkt innerhalb 
und negativ fiir einen Gitterpunkt auBerhalb der Ausbreitungskugel 
und hangt nur von der Einfallsrichtung des Primarstrahls gegen das 
Kristallgitter, nicht aber von der Lage der Kristallgrenzfldchen ab. Darin 
ist seine hervorragende begriffliche Bedeutung bei der Behandlung von 
Interferenzerscheinungen an wirklichen Einkristallen mit mehreren 
Grenzflachen zu sehen. Dazu kommt folgender Gesichtspunkt. 

Die Winkelcosinusse y, sind wegen der Kleinheit der Beugungs- 
winkel bei Elektronenstrahlen iiblicher Energie und Interferenzen niede- 
rer Ordnung nahezu gleich groB; sie unterscheiden sich absolut nur um 
Betrage der GréBenordnung 0,02. Diese Unterschiede spielen eine nur 
geringfiigige Rolle, solange nicht streifender Einfall vorliegt, jedenfalls 
also bei Durchstrahlung von Kristallen, wo der Strahlquerschnitt von 
streifend ein- oder austretenden Teilbiindeln entsprechend klein ist. 
Setzen wir demzufolge in erster Naherung alle y,, gleich groB (~y ) an, 
so erscheinen in den diesem Aufsatz zugrunde hegenden Amplituden- 
gleichungen (13) und (16) mit der Koeffizientendeterminante von (2) 
und damit in sdmtlichen Gleichungen dieses Aufsatzes als bekannte 
Koeffizienten lediglich innere Potentiale gy, und Anregungsfehler y, F,. 
Infolgedessen sind, solange nicht streifender Einfall vorliegt, alle bis- 
herigen Ergebnisse, insbesondere die Intensitaten und die Werte von 
y, 4,, in erster Naherung unabhangig von der Lage der Kristallgrenz- 
flachen. Es darf daher fiir die folgenden Betrachtungen ignoriert werden, 
daB die GréBen F,, und JT, umgekehrt proportional zu y,, sind, und die F, 
kénnen als stellvertretend fiir die Anregungsfehler, die GréBen P, = 
2-//T) T, und 27; als stellvertretend fiir Interferenzpotentiale, bzw. 
multipliziert mit Potentialverhaltnissen, (1=g,h) betrachtet werden. 

Nach den Ergebnissen des vorigen Teils stellt L fiir die beiden starken 
Wellenfelder einen ,,effektiven Anregungsfehler“’ dar, wie F, bei der 
Einfachinterferenz zum Indextripel g. Fiir L =0 treten ihre Interferenz- 
wellen am starksten auf und die beiden Wellenfelder werden gleich stark. 
Mit zunehmendem L werden ihre Interferenzwellen immer schwiicher 
und in noch héherem MaBe die Nullwelle des einen der beiden Wellen- 
felder, wahrend die des anderen der primaren Intensitat zustrebt. Als 
,effektives Interferenzpotential‘ tritt dabei V2+2R statt P, bei der 
Einfachinterferenz auf; es ist also gréBer als jedes der beiden einfachen 
Interferenzpotentiale P, und P,. Die beiden starken Wellenfelder zeigen 
dieses Verhalten nicht nur fiir A=0, sondern auch noch, wenn A? in 
den Intensitatsverhaltnissen vernachlassigt werden kann. 

In der Nahe einer Doppelinterferenz kann nun die Einfallsrichtung 
des Primarstrahls (bzw. die Kristallstellung) durch die zwei Parameter F, 
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und /, oder auch durch L und A umkehrbar eindeutig ausgedriickt 
werden'. In Fig.1 wird jede Einfallsrichtung in der Nahe einer solchen 
Doppelinterferenz durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordi- 
naten f,, F, dargestellt. Langs der Achse F,=0 ist der Anregungs- 
fehler fiir die Einfachinterferenz g, lings der Achse F,=0 ist der 
Anregungstehler fiir die Einfachinterferenz h gleich 0. Der Nullpunkt 


dieses Systems ist durch einen kleinen Kreis bezeichnet. Ferner sind 
einige Richtungsscharen als Ge- se 

raden eingetragen, in denen L, 4 7 “s 
oder A, bestimmte Werte haben. ie 


Die Gestalt dieses Diagramms 
hangt nur von |qg,_,| und von 
[Pal? vill Gul? ¥e=T,/T, ab. Mit 
P,—, andert es sich Aquiform und 
in den Strecken proportional zu 
p.-n- Fir T,=T, lauft die Gerade 
A=0 durch den Nullpunkt 0 und 
das groBe Trapez, gebildet aus 


den Geraden L =0, A, =0,A=+1 
unde) === 4s: swirds! zu cemem 
Quadrat. 


Wird der Kristall so gedreht, 


Fig. 1. Einstrahlungsrichtungen nahe einer Doppel- 


daB stets A =0 bleibt, so bleibt das 
dritte Wellenfeld standig ganz aus- 
geloscht. Im Kreuzungspunkt der 
Geraden A =0 und L = 0 haben wir 
die Einfallsrichtung starkster Dop- 
pelinterferenz unter Ausléschung 


interferenzstellung in Koordinaten Fy, F,, bzw. 
L, 4, Fg =0 und Fy, =0 Richtungsscharen starkster 
Einfachinterferenz (g), bzw. (h), [,, Kmxucui-Linien“ 
(—g). bzw. (—A)]. 42=0 Richtungsschar der 
Ausloschung des dritten Wellenfeldes; @ Richtung 
der starksten Doppelinterferenz innerhalb dieser 
Schar, Die Geraden Aj =L+ 4-(T7—Th)—S= 
const. sind die Tangenten an die (nicht gezeich- 
neten) Kurven A, = const + 0 in den Punkten A= 0, 


des dritten Wellenfeldes. Langs der 

Richtungsschar A=0O ist der Winkelbereich, in dem eine vorgegebene 
Mindestintensitat der Interferenzwellen und der schwadcheren Nullwelle 
herrscht, proportional zu \P +2), wahrend er fiir die Einfachinter- 
ferenzen in den Drehrichtungen senkrecht zu F,, bzw. F,, nur propor- 
tional zu F,, bzw. P,, ist. Beim Vergleich in den genannten Drehrich- 
tungen ist dieser Winkelbereich also im betrachteten Fall der Doppel- 
interferenz gréBer als-im Fall der Einfachinterferenzen. 

Fir die Interferenzbrechung bei Elektronenbeugung bedeutet dies 
im Fall der Doppelinterferenz unter Ausléschung des dritten Wellen- 
feldes: Es treten die Interferenzstrahlen zum Indextripel g und h gleich- 
zeitig auf. Beide sind in je nur zwei Strahlen (fiir ein Grenzflachenpaar 
des Kristalls) aufgespalten wie bei der Einfachinterferenz. Jedoch ist 
die Aufspaltung bei vorgegebenen Intensitaten, d.h. bei Bedingungen, 


1 bzw. allgemeiner AS statt /. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. if 
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die eine bestimmte Giite der Beobachtbarkeit garantieren, im Verhdaltnis 
ies a ANP, eréBer als bei der Einfachinterferenz zu g. Bei vorgegebenem 
Anregungsfehler, der aus der Aufspaltungsfigur des Beugungsreflexes 
unmittelbar gemessen werden kann [4], [6], wird die von den Inter- 
ferenzpotentialen P, und P, herriihrende Aufspaltung so verandert, daB 
man fiir den Interferenzstrahl g 


PP BP? — Fp Pe Be dy ty dpe OK) (20) 


als scheinbaren Wert fiir Pp? messen wiirde, wenn man nach der Formel 
fiir die Einfachinterferenz ohne Beriicksichtigung der Interferenz h aus- 
werten wiirde. 

Auch die mit dem mittleren Potential m) verkniipfte Aufspaltung 
[5], [6] cm verandert sich durch Mitwirkung des effektiven Anregungs- 
fehlers zu 


6 (y Hy, (b —F,) =e" (o FY, 1h) + OW) (24) 


fiir den Interferenzstrahl g. Die Anderung dieser Aufspaltung ist also 
unabhangig von L. (DaB sie nur von A abhangt, gilt iibrigens auch fiir 
groBe Werte von /, solange F, >.) Die durch (21) dargestellte Ande- 
rung der mit dem mittleren Potential verkniipften Aufspaltung herzu- 
leiten oder naher zu begriinden, wiirde an dieser Stelle zu weit fiihren. 
Sie 1aBt sich aus der Theorie der Interferenzbrechung fiir einen Inter- 
ferenzstrahl zum Indextripel g, wenn starke Einfachinterferenz zum 
Indextripel # (+g) vorliegt [6], durch Einsetzen des hier gewonnenen 
effektiven Anregungsfehlers 2 an Stelle von J, beweisen. 

Auf die Kantenstreifung in elektronenmikroskopischen Kristall- 
bildern (vgl. den theoretischen Aufsatz [7]) wirkt sich der betrachtete 
Fall in folgender Weise aus: Trotz starker Doppelinterferenz treten nur 
zwei sich tiberlagernde Nullwellen auf. Zumindest im Hellfeldbild er- 
scheint daher eine einfach periodische Streifung parallel zu den brechen- 
den Kristallkanten wie bei der Einfachinterferenz. Die Streifenperiode 
im optimalen Fall gréBter periodischer Intensitatsschwankung ist wegen 
des hoheren effektiven Interferenzpotentials kleiner als im Fall der Ein- 
fachinterferenzen g und h, und zwar um den Faktor PJVP; + P?, bzw. 
P,/\/P? +B. Der Winkelbereich (in der Drehrichtung 4=0), in dem 
eine periodische Streifung noch mit einer bestimmten Mindest-Inten- 
sitatsschwankung (Mindestkontrast) auftritt, ist umgekehrt im Ver- 
haltis VPF+BIP,, bzw. V2 +P, gréBer als im Falle der ent- 
sprechenden Einfachinterferenzen. 

Fir diese Vergleiche hatten wir bei Doppelinterferenz Drehung langs 
A=0, bei den Einfachinterferenzen Drehung des Kristalls senkrecht zu 
F,=0, bzw. F,=0, angenommen. Parallel zu diesen letzten Geraden 
bleibt fiir die Einfachinterferenzen die Interferenzstrahlintensitat unver- 
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andert. Dies wiirde bei der Doppelinterferenz einer Drehrichtung langs 
einer Geraden L =const entsprechen. Bei einer solchen Drehung aéndern 
sich die Verhaltnisse durch das Erscheinen des dritten Wellenfeldes und 
seinen EinfluB auf die anderen beiden Wellenfelder. Ein quantitativer 
Vergleich bei einer Kristalldrehung in dieser Richtung ist beschrankt 
durch die Voraussetzung 4?<1, die der vorliegenden Analyse zugrunde 
gelegt worden ist. Man kann nur sagen, daB, wenn 4 innerhalb dieser 
Voraussetzung schon beachtliche Werte annimmt, die Intensitat der 
Interferenzwellen des dritten Wellenfeldes (beobachtbar bei Elektronen- 
beugung) und die Amplitude seiner Nullwelle (Stérungsglied fiir die 
einfach periodische Streifung in Kristallbildern) oft noch sehr schwach 
bleiben werden. Im Fall L =0 wird nach (19) und (42) #) =u?) =} und 


ue) 242 T, T, Ty 


uD “(Ty + Ty — Ty)? + (Tg + Th) 


(22) 


Fiir die Doppelinterferenz zu den Indextripeln (022) und (220) an kubi- 
schen Kristallgittern mit einer Einstrahlungsrichtung nahezu in (111)- 
Richtung haben wir z.B. 7, ~T,~T,,, also 


=F. (23) 


und fiir A=0,3 bleibt dieses Amplitudenverh4ltnis noch bei etwa 0,1; 
fiir groéBere Werte von 4 lassen sich nach den Voraussetzungen keine 
unanfechtbaren Aussagen mehr machen. Je nach den in Frage kom- 
menden Potentialwerten werden die Verhaltnisse sehr verschieden legen. 
Zu beachten ist, daB sich nach (22) betrachtliche Amplituden fir u?), 
auch schon bei kleinen Werten von /, ergeben kénnen, wenn 1, ~7, + T, 
ist, d.h. nach (4), wenn fiir die Interferenzpotentiale die Naherung 


(3) 
Ug 


(1) 
Uo 


2 tare ewes (24) 
Pe—h\ Pg” Ph 
gilt. 

Lediglich fiir eine bestimmte Schar von Einfallsrichtungen quer zu 
4 =O lieBen sich noch fiir groBe Werte von / praktisch einfache und tiber- 
sehbare Aussagen tiber das dritte Wellenfeld und seinen EinfluB auf die 

anderen beiden Wellenfelder machen, namlich wenn 

Tee A a TG) eT Te oy de Uae eae tal | 
oder (25) 
FT,+F,7,=27,7, J 


ist, vgl. Fig. 1. Dann wird zufolge von (10) fiir beliebig groBe A 


A,=4-(L—|P?+4(ST)+ #71) 
A,=}-(L+ 1? +4(ST + #7,%,)) a) 
A, =0. 


Fim 
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Eine Diskussion der sich dann ergebenden Intensitaten ist ohne weiteres 
moglich, tiberschreitet aber den Rahmen des Themas. 


Uber die statistische Bedeutung der hier behandelten Kristall- 
stellungen kann daher an Hand der rechnerischen Analyse iiber die 
Intensitaten des dritten Wellenfeldes nicht geurteilt werden. Bedenkt 
man aber, daB bei Pulveraufnahmen stets eine sehr groBe Vielfalt von 
Kristallstellungen vorhanden ist, und nur giinstige ins Auge fallen, so 
kénnte man sich denken, daB bei geringer Nachjustierung gerade die 
hier betrachteten Doppelinterferenzstellungen durchaus nicht selten zur 
fixierten Beobachtung gelangen. 


D. Zusammenhang mit der von FuES und WAGNER 
untersuchten ,,Doppelanregung und ,, Umweganregung’. 


Den Fall der Kopplung dreier Strahlen (Doppelinterferenz) haben 
FuEs und WAGNER [8]! mit der Einschrankung analysiert, daB nur zwei 
der drei Strahlen ,,stark gekoppelt‘‘ sind. In unserer Bezeichnungsweise 
bedeutet dies die Voraussetzung (z.B.) ,>q. Ist dariiber hinaus 
F,~p (also F,—F,,>¢p), so sprechen diese Verfasser? von Doppelanre- 
gung; ist dagegen F, — fl, ~@ (also F, >), so sprechen sie von Umweg- 
anregung. Im Bereich A<1, der zur Umweganregung gehort, und 
i,>>p, dh. L>>q, tiberlappen sich die Geltungsbereiche der dort und 
hier untersuchten Falle und die Formeln (12) fiir A, und A, entsprechen 
den Formeln (29) und (42) bei FuES und WAGNER. 


1 In dieser Arbeit werden mit Doppelanregung und Umweganregung spezielle 
Falle der Doppelinterferenz bezeichnet, vgl. weiteren Text. Auch die Bezeichnungen 
,, Kopplungsstarke’ und ,, Umweganregung‘‘ werden von verschiedenen Autoren 
offensichtlich nicht in einheitlichem Sinne gebraucht. Die zwischen einem Strahl g 
und einem Strahl h iibertragene Intensitat wird wesentlich bestimmt durch die 
GréBe 

Pg—h° Ph—g 
Vg Vn (Fe — Fp)? 


(fy =0). Versteht man unter Kopplungsstarke etwa diesen wechselseitig iiber- 
tragenen Intensitatsanteil, so ist ,,starke Kopplung“ zwar eine symmetrische, nicht 
aber eine transitive Beziehung zwischen Strahlen. Bei Fe ~ Fi, ~ Pg ~ Pg—n > Oy, tritt 
z.B. der Fall ein, da8 die Strahlen 0 und g, auch die Strahlen g und h, nicht aber 0 
und fh stark gekoppelt im eben erklarten Sinne sind, so daf& der Interferenzstrahl h 
seine (starke) Intensitat wirklich nur auf dem ,,Umweg“ iiber den Interferenz- 
strahl g bezieht. In diesem Sinne spricht v. Laue [3] (S. 271 und 372) von Umweg- 
anregung. 

* Die Arbeit behandelt zwar nur den Fall fast senkrechter Einstrahlung auf 
die Kristallgrenzflache; dies erzeugt indessen nur eine geringfiigige mathematische 
Vereinfachung gegeniiber dem allgemeineren Fall, der nur streifenden Einfall aus- 
schlieBt. Nach Mitteilung der Verfasser enthalt ihre Gl. (42), S. 10, einen Druck- 
fehler im Vorzeichen, der entsprechend der gleichgebauten Gl. (29), S. 8, zu korri- 
gieren ist. 
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Furs und WAGNER haben ihre Ergebnisse dazu verwendet, den Ver- 
lauf der von KosseL und MOrLENSTEDT [9] beobachteten Neben- 
maximastreifen im konvergenten Elektronenbiindel niher zu erkliren. 


In dessen Interferenzreflex zum Indextripel / ist die Intensitit 

Rep eee (27) 

nm 

des sich beim planparallelen Kristall aus den Wellen im Kristall zu- 
sammensetzenden Interferenzstrahls / eine von der Einfallsrichtung stark 
abhangige Funktion (D die Kristalldicke, A, die durch Interferenz- 
brechung hervorgerufenen Anpassungen, vgl. Teil A). Dieser Inten- 
sitatsfunktion entspricht eine Intensitatsverteilung im Feld der Koor- 
dinaten F,,F,, Fig.4, mit einer wellenférmigen Streifung, die im 
eroBen und ganzen in Richtung /, = const und mit den Minima in 
den Linien F;, = | (m/kD)?—4T, T, verlauft. In der Nahe der Geraden 


h 
F,=0 (Doppelanregung) und in der Nahe der Geraden Fj, — F, = 0 (Um- 
weganregung) jedoch treten die von KossEL und MOLLENSTEDT be- 
obachteten und von FuEs und WAGNER genauer untersuchten Streifen- 
verbiegungen auf. Insbesondere ist von FuES und WAGNER naher er- 
ortert worden, warum man auch in der Nahe dieser Kreuzungen mit den 
erwahnten Geraden trotz drei gréSenordnungsmaBig gleich starken 
Wellen [7 = 1, 2, 3 in (27)] noch eine einfach periodische Streifung er- 
halt. Beim Vorliegen einer Doppelinterferenz mit im allgemeinen drei 
zu beriicksichtigenden Wellen zum gleichen Interferenzindex laBt sich 


die Intensitat J (27) auch in der Form schreiben 


J =| uP |?- [1 + | f(w, B)|? + 2-|t(w, B)|-cos (a + g(w,B)], (28) 


i 
worin f und g reelle Funktionen, w=u!)/u\), 


Cae peDOd— wt =A), P=wkD Ay —A,) (29) 


bedeuten. Speziell fiir den von Furs und WAGNER untersuchten Be- 
reich J, wird nun in erster Naherung (bei geeigneter Numerierung der 
Wellenfelder) 
ae B, bei B, —F, >@ (ebenso bei £7) 
wundf nur abhangig von ewe hast vara 
wahrend 

J Ee ee L) bei F, —F,>@ (ebenso bei F, ~¢g) 


“| wkD- (2K, — (A, — Fy) bei Ff, —F,~@ 


und | #?)| =const/|F,| sind. Fiir einen festgehaltenen Wert von I, baw. 
F, —F,, wird also J nach (28) — abgesehen von einem langsam veradnder- 
lichen Faktor — eine einfach periodische Funktion von /, und der 
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Streifenverlauf kann durch die Gleichung 


a + g(w, B) = const 


beschrieben werden. 

In etwas anderer Weise gestatten es die Formeln (12) und (19) durch 
Einsetzen in (27) oder (28) den Verlauf der Intensitatsfunktion in der 
Nahe der ganzen Geraden 40, auch bei starker Kopplung aller drei 
Strahlen, zu bestimmen. Hier gibt es nur zwei starke Wellenfelder, obere 
Indizes (1) und (2), so daB ebenfalls eine einfach periodische Streifung 
auftreten mu. Ihre Intensitatsminima legen namlich unabhangig von 
A‘ bei sin 6 = 0, d.h. langs der Linienstiicke L = |/(m[kD)? — 4T,(T, + Th), 
und die Streifenstiicke im betrachteten Bereich passieren die Gerade 
2=0 in Richtung L=const. Freilich hat der Geltungsbereich der so 
gewonnenen Intensitaétsfunktion entsprechend unserer Voraussetzung 
A<KA quer zu jener Geraden nur eine Breite, die klein ist gegen die 
Streifenperiode in Richtung der Geraden. Aus diesem Grunde erscheint 
es zur Zeit nicht lohnend, die Berechnung der Intensitatsfunktion tuber 
den Geltungsbereich der Uberlegungen von FuEes und WAGNER hinaus 
auch bei starker Kopplung aller drei Strahlen, also in nachster Nahe 
des Schnittpunktes dreier Ausbreitungskugeln, durchzufithren. Die Auf- 
lésungen in den Streifenbildern des konvergenten Elektronenbiindels 
sind nicht so hoch, da eine Anwendung der theoretischen Ergebnisse 
sinnvoll ware. 


Fraulein Dr. A.-M. D’Ans (Abteilung Prof. Dr. E. Ruska) habe ich 
fiir die fortlaufende, férderliche Mitteilung experimenteller Ergebnisse 
zu danken. 
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Interferenzbrechung von Elektronenstrahlen. II. 
Die Feinstruktur der Interferenzen von Magnesiumoxyd-Kristallen *. 
Von 
H. J. ALTENHEIN und K. MOori&Re. 

Herrn Professor Dr. Max von LavE zum 75. Geburtstage gewidmet. 

Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 13. Juli 1954.) 


Es werden die Aufspaltungen der Elektronenbeugungsreflexe untersucht, die bei 
sehr geringer Apertur des Primarstrahles (+ 1,3- 1075) an nahezu wiirfelformigen 
Rauchpartikeln von Magnesium- (und Cadmium-) Oxyd entstehen. Die Experi- 
mente werden beschrieben, und die beobachteten Interferenzfeinstrukturen mit 
den von der dynamischen Beugungstheorie geforderten Reflexformen qualitativ 
verglichen. Die Ubereinstimmung ist im allgemeinen sehr befriedigend. 


A. Einleitung. 


Feinstrukturen der Interferenzreflexe von einzelnen, mit Elektronen 
durchstrahlten Mikrokristallen sind erstmalig 1947 von COWLEY und 
REEs |/}, Honjo [2], sowie STURKEY [3] beobachtet und beschrieben 
worden. Die Auflésung der Interferenzen einzelner Kristalle im DEBYE- 
SCHERRER-Verfahren wurde méglich durch die Anwendung intensiver 
Elektronenstrahlen von sehr kleiner Apertur und durch den Ubergang 
zu Praparaten, welche eine verhaltnismaBig geringe Anzahl durch- 
strahlbarer Kristalle von wohldefinierter Form enthielten. Die Versuche 
bezogen sich bisher meist auf Kristalle mit wiirfelformiger Tracht, wenn 
man von den noch schwer deutbaren Experimenten mit ZnO absieht. 
Ubereinstimmend wird eine Aufspaltung der Beugungsreflexe festgestellt, 
und zwar so, daB einzelne Intensitatsmaxima auf geraden Linien ange- 


ordnet sind. 

Bei den kubischen Kristallen, auf deren Betrachtung wir uns hier beschranken, 
liegen die Maxima einer Interferenz vom Typ h00 immer auf einer tangential zum 
DEBYE-SCHERRER-Ring verlaufenden Geraden. Bei den iibrigen Interferenzen 
treten auch zwei oder drei Geraden auf, von denen insbesondere bei hk0 die eine 
nahezu radial zum DEBYE-SCHERRER-Ring liegt. Bei den erwahnten Versuchen 
wurden auf jeder Geraden im allgemeinen zwei, gelegentlich auch vier Interferenz- 
maxima festgestellt. Der Schnittpunkt der Geraden zeichnete sich manchmal als 
weiteres Intensitatsmaximum ab. Die Dreigeraden-Figuren, die von den erwahnten 
Autoren z.B. auf dem 220-Ring beobachtet wurden, waren sternférmig, d.h. die 
drei Geraden gingen durch einen Punkt, und die Reflexe zeigten eine Aufspaltung 
in maximal 12, oder einschlieBlich des Schnittpunktes 13 Komponenten (s. Fig. 2a). 


* Diese Arbeit enthalt einen Teil der von H. J. ALTENHEIN in seiner Disser- 
tation (TU Berlin, 1953) gefundenen Ergebnisse. 
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Auf den Zusammenhang dieser Experimente mit der dynamischen 
Interferenztheorie ist von STURKEY [3] hingewiesen worden (Inter- 
ferenzdoppelbrechung). M. v. Lave [4] hat aber die Grundlagen des 
Effektes bereits frither geklart. Im Zusammenhang mit den im Kristall 
erregten Wellenfeldern der dynamischen Theorie mu demnach eine 
Aufspaltung derjenigen Teile des Elektronenstrahles in Erscheinung 
treten, welche durch keilfoérmig begrenzte Partien des Kristalls hindurch- 
gehen. Hinzu kommt eine Ablenkung der Strahlen auf Grund der ge- 
wohnlichen Elektronenbrechung. (Vgl. dazu die Ausfithrungen auf 
S. 449 unserer I. Veréffentlichung [6]1, insbesondere die dortige Fig. 1.) 
Die Theorie ist inzwischen von Kato [5] griindlich diskutiert, aber 
unseres Wissens noch nicht ernstlich mit den Experimenten verglichen 
worden2. Das mag einerseits damit zusammenhiangen, daB die von Kato 
gegebenen Formeln nicht sehr handlich und an einer schwer zugang- 
lichen Stelle publiziert sind. Anderseits waren vermutlich die bisher er- 
haltenen Interferenzbilder fiir eine genaue Ausmessung noch nicht scharf 
genug. 

Wir haben, wie im folgenden beschrieben wird, die Aufnahmetechnik 
mit einfachen Mitteln soweit verbessert, daB wir ein umfangreiches 
Material von gut ausmeBbaren Feinstrukturbildern (insbesondere von 
Interferenzen des Magnesiumoxyds) analysieren konnten. Das Ziel der 
Arbeit war eine experimentelle Priifung der dynamischen Theorie. Fer- 
ner wollten wir die Frage griindlich untersuchen, inwieweit man aus der 
Geometrie der Aufspaltungsbilder zu exakten Aussagen tiber den Bre- 
chungseffekt und zu MeBwerten fiir die FourteR-Koeffizienten des 
Kristallpotentials gelangen kann. 


B. Experimentelle Anordnung. 


Bei den bisherigen Feinstrukturaufnahmen wurden anscheinend, 
soweit das aus den Ver6ffentlichungen zu entnehmen ist, immer Strahlen- 
gange verwendet, bei welchen der Kathodenbrennfleck oder eine Blende 
mit Hilfe von Linsen auf der Platte abgebildet wurde. Solche Anord- 
nungen sind zwar im allgemeinen zur Aufnahme scharfer und intensiver 
Interferenzen sehr zweckmaBig. In unserem Falle aber ist offenbar fiir 
die Auflésung der Feinstrukturmaxima in erster Linie die Apertur des 
Elektronenstrahles im Objekt maBgebend. Aus Gl. (I.20) geht hervor, 


* Wir haben in [6] eine auf die Auswertung der Experimente zugeschnittene 
Darstellung der Theorie gegeben. Wir beziehen uns darauf im folgenden mit der 
Bezeichnung ,,I“. 

® Ein Versuch von SturKEy [3] und neuerdings von Honjo (1953) [2], durch 
Ausmessung solcher Feinstrukturfiguren Brechungsindizes von Kristallen zu be- 
stimmen, ist von einer allzusehr vereinfachten Theorie ausgegangen (s. dazu die 
Ausfiihrungen in 1). 
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da die Winkeltrennung der dynamisch konjugierten Strahlen von der 
GréBenordnung des Interferenzpotentials @, (bezogen auf die Beschleu- 
nigungsspannung der Elektronen) oder des Anregungsfehlers 0 180; idi hh: 
praktisch im BogenmaB héchstens 10~* bis 10-3 betragt. Um gut aus- 
meBbare Aufnahmen zu erhalten, muB man nach Moglichkeit die Apertur 
noch um eine GréBenordnung kleiner machen. Wir haben deshalb ganz 
auf die Anwendung elektronenoptischer Linsen verzichtet. (Bekanntlich 
ist jeder Intensitatsgewinn durch FokussierungsmaBnahmen notwendig 
mit einer VergréBerung des Aperturwinkels verbunden.) 

Der von uns gewahlte Strahlengang war sehr einfach: Mit Hilfe einer 
Elektronenquelle vom Typ des Siemens-Ubermikroskopes wurde eine 
Feinblende aus Gold-Platin-Legierung mit einer Bohrung von $y, 21 
intensiv beleuchtet. Zum Schutz der Feinblende waren weitere Blenden 
mit 40 bzw. 204% 2 vorgeschaltet. Das Objekt, eine 40u-Blende mit 
frei am Blendenrand angewachsenen MgO-kristallchen, befand sich 
186 mm hinter der Aperturblende. Der Abstand vom Objekt zur photo- 
graphischen Platte betrug 309,35 mm. Als ,,Nullstrahl‘‘ wurde der Rand 
der Objektblende auf die Platte mit einem Durchmesser von etwa 110 p. 
projiziert, der Geometrie des Strahlenganges entsprechend. Fiir die 
Interferenzstrahlen dagegen wirkten die Kristallchen selbst, deren 
Durchmesser etwa 1000 A betrug, bzw. die Umrandungen ihrer Flachen, 
als Aperturblenden. Die Interferenzmaxima bildeten sich dementspre- 
chend bei geeigneter Kristallgré6Be sehr scharf ab, gelegentlich mit 
Durchmessern von weniger als 10.2. Der Aperturwinkel im Objekt war 
4,310 ° oder etwa 2,7 Winkelsekunden. 

Die Linge von 10 liegt etwas oberhalb des Aufl6sungsvermégens 
von feinkérnigen, photographischen Emulsionen. Wir hatten gute Er- 
fahrungen mit den (panchromatischen) ,,Kranz-Feinkornplatten™ der 
Firma Kyranseder & Cie., Miinchen, und mit ,,Atomal‘‘-Entwicklung. 

Eine Einstellung des schwachen Interferenzbildes auf dem Leucht- 
schirm war natiirlich nicht méglich. Die notwendige Expositionsdauer 
betrug etwa 5 min. Fiir das Gelingen der Aufnahmen war es deshalb 
wesentlich, wahrend einer so langen Zeit moglichst Schwankungen der 
Hochspannung zu vermeiden, was angesichts der Eimfachheit des vor- 
handenen Hochspannungsgerates etwas vom gliicklichen Zufall abhangig 
war. Die Anlage war vor allem empfindlich gegen auBere Stérungen. Eine 
gute Ausbeute brauchbarer Aufnahmen wurde deshalb erhalten, wenn 
nachts gearbeitet wurde. Dem Hochspannungstransformator war auf 
der Primirseite ein zweistufiger, magnetischer Spannungsgleichhalter 
vorgeschaltet. Mit Einweg-Gleichrichtung und_ nicht sehr rigorosen 


1 Erhaltlich bei der Firma Heraeus, Hanau. 
2 Es erwies sich als zweckmaBig, etwa 20mm vor dem Objekt eine Streu- 


elektronenblende von 150 einzuschalten. 
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GlattungsmaBnahmen konnten Spannungen zwischen 45 und 63 kV der 
Beugungsapparatur zugefithrt werden. Der Strahlstrom betrug 60 bis 


90 WA. 
C. Herstellung der Praparate. 


Die Magnesiumoxyd-Kristallchen wurden durch Verbrennung des 
bandférmigen Metalles im Sauerstoffstrom oder in Luft hergestellt. Die 
Verbrennung wurde meist unter einem vertikalen, kaminartigen Glas- 
rohr (Linge 1,5 m, Weite 80 mm) vorgenommen. Die Kristalle wurden 
an der Objektblende aufgefangen, indem diese kurze Zeit in den oben 
austretenden Rauch gehalten wurde. Die elektronenoptische Kontrolle? 
zeigte, daB die Rauchpartikeln in Form von verzweigten Ketten am 
Blendenrand anwachsen. Sie sind in der Regel annahernd wiirfelférmig, 
mit sehr scharfen Ecken und Kanten. Benachbarte Kristalle stoBen 
meistens mit einer Kante zusammen und unterscheiden sich in ihrer 
Orientierung um kleine Drehungen. Durch eine geeignete Arbeitsweise 
konnte es erreicht werden, daB vorwiegend Partikeln von 500 bis 5000 A 
Kantenlange aufgefangen wurden. Die mit solchen Praparaten herge- 
stellten Beugungsaufnahmen zeigten dann je nach der zufalligen Lage 
der einzelnen Kristallchen jeweils eine Anzahl von scharfen Feinstruktur- 
figuren auf verschiedenen DEBYE-SCHERRER-Ringen. Eine zu starke 
Berauchung der Blenden muBte vermieden werden, da sonst die gegen- 
seitige Uberlagerung der Reflexe die Auswertung unméglich machte. 


D. Ergebnisse. 

Mit dem beschriebenen Verfahren konnten wir Feinstrukturaufnah- 
men erzielen, welche wesentlch mehr Einzelheiten erkennen lassen, als 
die mit anderen Methoden erhaltenen Bilder. (Beispiel einer Aufnahme: 
Fig. 1.) Insbesondere zeigt sich deutlich der Einflu8 des Anregungs- 
fehlers 90, welcher den Grad der Abweichung von der Erfiillung der 
kinematischen Interferenzbedingung kennzeichnet. Das sei durch die 
Gegentiberstellung der sternférmigen und dreieckférmigen Interferenz- 
reflexe in Fig.2a und b in 77facher Vergr6Berung illustriert: In der 
ersten Aufnahme ist die BRAGGsche Bedingung annahernd erfillt; man 
erhalt das bekannte Aufspaltungsbild mit 12 (bzw. einschlieBlich des 
Mittelpunktes, 13) Intensitatsmaxima. In der anderen Figur, bei groBerer 
Abweichung vom Braccschen Einfallswinkel, gehen die drei Geraden 
nicht durch einen Punkt, sondern bilden ein Dreieck2 von endlicher 
Flache, aus dessen Gr6éBe sich der Anregungsfehler 9 ermitteln l4Bt. 


* Fir die Ausfiihrung der elektronenmikroskopischen Untersuchungen sind wir 
Fraulein Dr. A. M. p’Ans sehr zu Dank verpflichtet. 

* In der kiirzlich erschienenen Arbeit von Honjo und Minama [2] findet man 
ubrigens auch eine derartige Dreieckfigur, ohne daB ein Versuch zur Deutung ge- 
macht wird. 
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(Hinsichtlich der Definition von 0, vel. I, S. 453; tiber die Messung 
. ~ = ‘ f j os 2 
1c A S\Reaiec af =V ad > nr - F 7 if ff 5 

dieser GréBe sprechen wir in der nachfolgenden III. \ erOffentlichung.) 


a 


! 


n MgO-Rauchpartikeln. F 12,.9kV; A=5,8-10-2A. 


1uber dem Original: 1,9fach. 


Fig. 2a u. b. Feinstruktur deren Interferenzen 220 von MgO in 77facher VergroBerung. a Braccsche 
Bedingung annahernd erfillt; Anregungsfehler oF 0,86 V. b GroBere Abweichung von der 
Bracc-Bedingung; of 9,21 V. 


Zur folgenden Diskussion der Reflexformen bringen wir weitere Bei- 
spiele von Interferenzen verschiedener Indizierung in den Fig. 3—5. Die 
Beschleunigungsspannung lag bei diesen Aufnahmen wenn nichts anderes 
angegeben ist, bei 45 kV. Alle Bilder sind so angeordnet, dab der 
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d 2 
a: 200 b: 200 ce: 400 
Fig. 3a—c. Interferenzen hOO von MgO. VergroBerung: 17fach. 
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Fig. 4a—f. Interferenzen 220 von MgO. VergréSerung: 17fach. 
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Fig. 5a—f. Interferenzen 222, 420 und 422 von MgO. VergréBerung: 17fach. 


DEBYE-SCHERRER-Ring, auf welchem der jeweilige Reflex erscheint, das 
Bild vertikal durchschneidet; der Mittelpunkt des DEBYE-SCHERRER- 
Kreises ist immer rechts von der Aufnahme zu denken. Die Ver- 
groBerung gegentiber dem Original ist 17fach. 
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E. Die Reflexformen in Abhdngigkeit von der Kristallstellung. 

Die Eckpunkte des Feinstrukturdreiecks ergeben sich [vgl. dazu I, 
Gl. (25) und insbesondere S. 462, Fig. 5] in der Ewatpschen Konstruk- 
tion in folgender Weise: Man denke sich vom reziproken Gitterpunkt 
der Interferenz ausgehende ,,Stacheln“‘ in Richtung der Kristallflachen- 
Normalen, bei einem Wiirfelkristall also parallel zu dessen Kanten. Ist 
die Braccsche Bedingung nicht genau erfiillt, d.h. hat der Gitterpunkt 
im reziproken Raum eine gewisse Entfernung 9/4 von der Ausbreitungs- 
kugel (Anregungsfehler), so werden die Eckpunkte des Feinstrukturdrei- 
ecks durch die Schnittpunkte dieser Stacheln mit der Ausbreitungs- 
kugel bestimmt. Die photographierte Interferenzerscheinung entspricht 
der gedachten Dreiecksfigur auf der Ausbreitungskugel im Sinne einer 
Zentralprojektion vom Ausbreitungspunkt her und ist derselben an- 
nahernd geometrisch ahnlich. Die Intensitaétsmaxima der Interferenz- 
brechung kénnen, wie in I C auseinandergesetzt wurde, nur auf den 
Seiten des Feinstrukturdreiecks erscheinen (zum Teil auf deren Ver- 
langerungen auBerhalb des Dreiecks). 

Aus dieser geometrischen Beschreibung ist zu ersehen, daB das Fein- 
strukturdreieck zusammen mit dem Betrage des Anregungsfehlers gr6Ber 
wird. Fir 9 = 0 verschwindet seine Flache; man erhalt eine sternférmige 
Figur. Das Dreieck wird spitzwinklig, wenn eine der Kristallkanten 
starker als die anderen gegen die Strahlrichtung geneigt wird. Bei be- 
stimmten Drehungen des Kristalls riicken einzelne Stachelpunkte weit 
nach auBen, so daB eine oder zwei der Dreiecksseiten relativ sehr lang 
werden. Dann miissen die Beugungsflecken auf diesen Geraden diffus 
oder schwach werden, so daB sie eventuell gar nicht beobachtbar sind. 
Das liegt daran, da die zu diesen Beugungen beitragenden Kristall- 
bereiche dann eine sehr geringe Ausdehnung quer zum Strahle haben 
(vgl. dazu I, S. 449). 

Wir geben in Fig. 6 und 7 zwei Beispiele fiir den EinfluB des An- 
regungsfehlers und der Kristalldrehung. Wir erladutern kurz die Kon- 
struktion dieser Skizzen. Hinsichtlich der Ableitung der angegebenen 
Formeln verweisen wir auf den nachfolgenden III. Teil dieser Ver- 
offentlichung. 

Wir betrachten den reziproken Gittervektor 8, einer bestimmten 
Interferenz g,, Zo, £3 als im Raum festliegend (relativ zum einfallenden 
Elektronenstrahl S,). 5,, bz, bs [=g;: (gi +-gs+g3) #] seien die Rich- 
tungskosinus dieses Vektors beziiglich der Grundtranslationen des 
Gitters. Wir denken uns den Kristall um %, als Achse gedreht und 
beschreiben diese Drehung durch den Winkel p;, welchen die Kristall- 
achse a; mit der durch die Vektoren Sy und %, definierten Ebene bildet. 
Fiir die geometrischen GroBen f; (das sind die Komponenten des Bezugs- 
vektors der Interferenz, er e+ %,) ergeben sich dann mit Hilfe von 
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einfacher Vektoralgebra die Ausdriicke: 


fb, =0,:B +1 — 2 cosy, 


6, b S b, sin y 
Bs = b,* B 1 paeS Varaaes er 


j1-28 
B= hes by bz COS Wy — by sin yy 
D3 re 


Hier ist zur Abkiirzung eingesetzt: 


dotten 2 
B= |B,1(1 — 3) 
GroBen der Ordnung B? und (0/%,)? sind in diesen und den folgenden 
Formeln vernachlassigt (die Zahlen haben in der Praxis héchstens die 
Grober0, >}: 

Wir wahlen zur Beschreibung der Feinstrukturfiguren ein Achsen- 
kreuz, dessen Anfangspunkt die Projektion des Endpunktes von &, auf 
die photographische Platte ist (das ist der Héhenschnittpunkt des Fein- 

strukturdreiecks). 7;, ¢; 


seien die Koordinaten 


des 7z-ten Eckpunktes 
ae des Feinstrukturdreiecks 
fe (Stachelpunkt). Es sei 7; 


die Koordinate in Rich- 


tung des Radius, #; die 

3 in Richtung der Tangente 
45 

des DEBYE-SCHERRER- 


Kreises; 7 zahlt in Fig. 3 


bis 10 von rechts nach 

links, ¢ von oben nach 

unten. Ist L der Abstand 

der Platte vom Praparat, 
oe oe 


220 ok=+153 OVolt 


so ergibt sich fiir die 


Stachelpunkte: 
ne 6. Nach der dynamischen Theorie berechnete Feinstruktur- b B B 
figuren der Interferenz 220 von MgO. Der Mafstab der Skizzen = oL u ; 
entspricht den VergroBerungen in Fig. 3—5. Die diinn ge- B; 
zeichneten horizontalen Pfeile entsprechen den Projektionen der b b 
reziproken Gittervektoren, Nahere Angaben im Text. t 0 W ep a. 3 Bp und -~. 
i 


Damit lassen sich unter Benutzung der in Teil I dieser Arbeit entwickelten 
Formeln die theoretisch zu erwartenden Feinstrukturfiguren fiir jede 
gegebene Interferenz und Kristallage konstruieren. In Fig. 6 und 7 
zeigen wir diese Konstruktion fiir die Interferenzen 220 und 222. Fiir 
die Fourter-Koeffizienten und den Mittelwert des Kristallpotentials 
sind dabei die folgenden Werte angenommen: ®) = 15,1 V; ®y55=5,1 V; 
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Py 22= 3,9 V. Der erstere Wert ergibt sich als Mittelwert aus der spater 
beschriebenen Auswertung unserer Feinstrukturaufnahmen: die beiden 
FourigER-Koeffizienten sind theoretisch aus Réntgenstrukturfaktoren 
berechnet. Die theoretischen Interferenzfiguren in Fig. 6 und 7 sind im 
gleichen MaBstab wie die experimentellen Reflexe in Fig. 3—5 wieder-: 
gegeben. 

F’, Diskussion der gefundenen Reflexformen. 

Vergleicht man Fig.6 und 7 mit den 220- bzw. 222-Reflexen in 
Fig. 2, 4 und 5, so ist im allgemeinen die Ubereinstimmung evident. 
Nia ele : : = 
Natirlich erscheinen bei ande- 95 ol=+117 
ren Vorzeichen der MILlLERschen 


0 
Indizes (z. B. 222 anstatt 222) yy, =30° _ oo sii “A 
oder bei anderem Vorzeichen a ve 
von oe die Figuren spiegelbild- 


\ 
lich, wie man leicht geometrisch 
begriinden kann. Mit Hilfe von 
Fig. 6 und 7 ist es méglich, die 45° 
zu den experimentellen Reflexen 


gehérigen Kristallstellungen ab- 


zuschatzen. 

Wir fihren hier zunachst 60° 
nur den qualitativen Vergleich 
zwischen Theorie und Experi- 


ment durch. Es sind folgende Fig. 7. ee Interferenz 
Einzelheiten festzustellen: pa 

4. Der Umstand, daB durchaus nicht immer alle 13 von der Theorie 
geforderten Intensitatsmaxima in den Feinstrukturaufnahmen erschei- 
nen. Das kann verschiedene Griinde haben: 

a) Werden einzelne Flachenpaare vom Elektronenstrahl streifend, 
d.h. unter sehr kleinem Winkel getroffen, so fallen alle Maxima aus, 
welche unter Beteiligung dieses Flachenpaares zustande kommen sollten. 
Das ist bekanntlich immer der Fall bei den 400-Reflexen (Fig. 3), bei 
welchen der eine Eckpunkt des Feinstrukturdreiecks der Zentralfleck 
(Nullstrahl) sein miiBte; ferner z.B. in der untersten Reihe von Fig. 6 
und der obersten von Fig. 7. Experimentelle Belege geben Fig. 4f (oben) 
und Fig. §a. In diesen Fallen sind immer nur die Maxima einer Dreiecks- 
geraden sichtbar. 

b) Zwei-Geraden-Reflexe (z.B. Fig. 4a, b) entstehen, wenn die an 
eine der Kanten angrenzenden Flachen des Kristalls nur eine relativ 
kleine gemeinsame Projektionsflache auf die Ebene senkrecht zum Strahl 
besitzen. Der die Beugung verursachende Kristallbereich ist dann zu 
klein. Diese Art von Beugungsfiguren erscheint erfahrungsgemaB bei 


-117 Volt 
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den 220-Reflexen immer dann, wenn die dritte Kristallkante (d.h. der 
reziproke Grundvektor $3) mit der Interferenzebene (Ebene von S, und 
Boo9) einen Winkel = 30° bildet. Diesen Fall stellt 7, Bi die’ oberste 
Reihe von Fig. 6 dar. 


c) Einzelne Paare von Beugungsflecken (zusammengehdrige Strahlen 
der Interferenzdoppelbrechung) kénnen in einer Figur ausfallen, wenn 
der diese Beugungen erzeugende Kristallbereich z.B. infolge einer Ver- 
wachsung mit anderen Kristallchen verdeckt ist. Das sieht man in den 
Fig. 4c und d auf der radial liegenden Dreiecksseite. (Hier ist die 220- 
Interferenz desselben Kristallchens in gleicher Lage bei verschiedenen 
Elektronengeschwindigkeiten aufgenommen.) Wir konnten feststellen, 
da® die Flecken in diesen Fallen immer paarweise ausfallen. Ubrigens 
kann man die dynamisch zusammengehérigen Maxima sehr haufig an 
ihrer gleichartigen Form und Starke erkennen. Hiermit wird die Tat- 
sache illustriert, daB es sich um Interferenzdoppelbrechung handelt. 


d) Oft fallen bei geeigneter Kristallstellung zufallig mehrere Flecken 
in den Mitten der Seiten oder in den Ecken des Feinstrukturdreiecks 
zusammen, wie links und in der Mitte von Fig. 6 dargestellt ist. 


e) Die ,,Stachelpunkte“ (Schnittpunkte der Dreiecksgeraden) treten 
meistens gar nicht und nur gelegentlich scharf und intensiv auf (Fig.3a, 
b,c; 4a,b; 5a). Diese Strahlen, welche an planparallel begrenzten 
Kristallbereichen entstehen, kénnen ja durch Interferenz (Pendellésung) 
ausgeléscht oder auch wegen des relativ langen Strahlenweges im Kristall 
infolge von Absorption geschwacht sein. Haufig laBt sich auch das 
Nichterscheinen dieser Strahlen ahnlich wie im Falle b) erklaren. 


2. In seltenen Fallen findet man mehr Punkte, als nach der Theorie 
zu erwarten sind. Insbesondere sind manchmal wider Erwarten alle 
drei Stachelpunkte sichtbar, wie z.B. in der zweiten Figur unserer vor- 
laufigen Mitteilung [7], in welcher besonders deutlich 15 Maxima er- 
kennbar sind. Dasselbe scheint auch bei dem aus sechs Punkten be- 
stehenden Ein-Gerade-Reflex 222 der Fig. 5a der Fall zu sein. Es mu 
betont werden, daf bei gleichzeitiger Erfiillung mehrerer Interferenz- 
bedingungen die dynamische Brechung eine Aufspaltung in mehr als 
zwei Punkte zur Folge hat. Wir kénnen aber vorerst nicht entscheiden, 
ob das bei den von uns beobachteten Beispielen zutrifft. 


3. Gelegentlich erscheinen die beiden, dynamisch konjugierten 
Strahlenpaare, welche sich auf einer Geraden abbilden sollten, mehr oder 
weniger parallel gegeneinander verschoben. Andeutungsweise ist das in 
einigen der hier gezeigten Bilder zu sehen (z.B. Fig. 4c). Wir méchten 
das mit Kristallbaufehlern, also Abweichung von der Parallelitat gegen- 
iberliegender Kanten, in Verbindung bringen. 
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4. Nicht selten stellt man fest, daB die einzelnen Intensitaitsmaxima 
nicht getrennt erscheinen, sondern die Dreiecksgeraden mehr oder 
weniger durchgehend mit Intensitat belegt sind. Natiirlich werden die 
aut einer Geraden liegenden Maxima immer in Richtung dieser Geraden 
besonders breit auseinander gezogen sein, wenn die Kristallstellung so 
beschaffen ist, daB nur ein sehr schmaler, prismatischer Bereich des 
Kristalls in der Nachbarschaft einer Kante diese Maxima hervorruft. 
Das ist z.B. bei den beiden, in spitzem Winkel zueinander verlaufenden 
Geraden der Fig. 5c der Fall. Durch den Formfaktor des beugenden 
Bereiches (oder die tiberlagerte, FRAUNHOFERSche Beugung an den Kri- 
stallkanten, 1m Sinne der Interpretation von Karo [5], siehe TAN) nsw 
diese Tatsache leicht zu 
erklaren. Damit steht 


ARS 


die Beobachtung im Ein- ey 

klang, daB bei starker ab- 3 z 
sorbierenden  Kristallen Ste, Bier 

(z.B. CdO, Fig.8a,b) die ; Pa Fy, é 
Maxima auf den Geraden : : 

zum Veil sehr verbreitert Fig. ga ub. Interterenzen 144. (a) und’ 220 (b) von CdO-Kri 
sind!. = Man muB aber stallen. Vergr6Berung 17fach. E = 45 kV. In (a) ist links der 


200-Ring sichtbar. 
daran denken, daB auch | 
Abweichungen von der idealen, auBeren Form der Kristalle ahnliche 


Effekte hervorrufen kénnen (Abrundung der Kanten, Vizinalflachen) ; 
vermutlich ist das in den Fallen der Fig. 2b und 4c anzunehmen. 


5. Nur in zwei Fallen haben wir beim MgO Formen von Feinstruktur- 
figuren gefunden, welche sich nicht mit der Annahme einer wiirfel- 
formigen Kristalltracht in Einklang bringen lassen. In Fig. 9, bei welcher 
eventuellzwei Interferenzen verschiedener Kristalle tiberlagert erscheinen, 


1 In Fig. 8 ist zu erkennen, daB die am starksten gebrochenien Strahlen crf 
(s. Formel 1.29, S. 460) viel schwacher und in Richtung der Geraden breiter aus- 
einander gezogen sind, als die weiter innen sich abbildenden dynamischen eign 
renten €‘*, Beim MgO ist entsprechendes ubrigens nur gelegentlich andeutungs- 
weise zu bemerken, Das laBt sich verstehen, wenn man die SHEN, des Kristalls 
formal durch die Einfiihrung eines komplexen Faktors im Kristallpotential zum. 
Ausdruck bringt [8]. Bei Réntgenbeugung an Idealkristallen hat ee 
BorRMANN [9] das verschiedene Absorptionsverhalten der beiden pee ate ae 
Wellenfelder experimentell bewiesen; v. LAvE [/0| hat die Theorie in eee ae 
Weise dargestellt. Bei Elektroneninterferenzen an stark absorbierenden eae = 
wie CdO, muB man annehmen, daB das eine Wellenfeld nur in unmittelbarer ac 
barschaft der Kristallkanten wesentliche Amplituden erreicht und weiter ts Innere n 
wegen des langeren Strahlweges absorbiert wird, wahrend das andere i ge nna 
verminderten Absorption starker in den Kristall eindringen —— Es rae még ¥ 1 
sein, aus der relativen Intensitat und Breite der Ce ee ee axima ee 
Absorptionskoeffizienten zu ermitteln. Wir beabsichtigen dieser Frage weiter 


nachzugehen. 
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verliuft eine Gerade deutlich tangential zum DEBYE-SCHERRER-Ring 
(d.h. vertikal in unserer Figur). Da es sich um eine 220-Interferenz 
handelt, widerspricht das dem Schema der Fig. 6. Wir vermuten eine 
abweichende Kristallform ?. 
6. Neben den beschriebenen Figuren mit verhaltnismaBig scharfen 
Einzelflecken findet man sehr haufig Interferenzen vom Typ der Fig. 10, 
in welchen die Intensitat 
im Ganzen diffus verteilt 


ee ist, 2s) 1st) wolle sicher 
Cg daB es sich hier um eine 


Beugung an sehr kleinen 
Kristallen handelt, die 
man mit der geometrischen 
Fig. 9. Soe. Theorie des Kristallform- 
Fig. 9. 220-Interferenz yon MgO, Unnormal ist das Erscheinen faktors interpretieren 
der yertikalen Geraden, tangential zum DEByE-SCHERRER-Ring. 2 a 5 
2 is ae eee ee mute. Wir haben bisher 
‘ig. 10. Beispiel einer Interferenz eines sehr kleinen Kristalls : : y 
(MgO, 220). solche Bilder nicht naher 
untersucht. 


Ein Teil der in dieser Arbeit gezeigten Aufnahmen ist von Herrn 
cand. phys. H. WAGENFELD ausgeftihrt worden, dem wir hiermit fiir 
seine Mitarbeit herzlich danken. 

Uber die quantitative Auswertung unseres experimentellen Materials 
berichten wir im nachfolgenden Teil dieser Verdffentlichung. 
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k6énnen. Darauf hat uns Fraulein Dr. A. M. p’Ans freundlich aufmerksam gemacht. 
Dieser Befund wiirde mit unserer Beobachtung im Einklang sein. 
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Experimentelle Bestimmung der Energieverteilung 
in thermisch ausgelésten Elektronenstrahlen *. 
Von 
H. BoErscu**, 

(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt Braunschweig.) 
Mit 19 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 18. Mérz 1954.) 


Inhalt. 1. Aufgabestellung. — 2. Versuchsanordnung. — 3. Auswertung der Mes- 
sungen. — 4. Eigenschaften des Strahlers I. — 5. Energieverteilungen des Strah- 
lers ].— 6. Eigenschaften des Strahlers Il. — 7. Energieverteilungen des Strahlers II. 
8. Energieverteilungen im diffusen Hof des Strahlers II. — 9. Einflu8 von Elek- 
tronenlinsen. — 10. Anderung des Anodenpotentials. — 11. Anderung der Anode. 
12. Austrittsarbeitsdifferenzen. — 13. Querwiderstande. — 14. ScHotrKy-Effekt. 
15. Raumladungsschwingungen. — 16. Praktische Bedeutung der Anomalien. 


17. Zusammenfassung. 


1. Aufgabestellung. 

Energieverteilungen von Glithelektronen sind in den grundlegenden 
Arbeiten von RICHARDSON! und SCHOTTKY? gemessen worden und waren 
auch spater wiederholt Gegenstand sehr sorgfaltiger Untersuchungen, 
Im Falle reiner Wolframkathoden bestand das wesentliche Ergebnis 
dieser Messungen in der Feststellung der Ubereinstimmung mit den Er- 
wartungen, die sich aus der Voraussetzung einer MAXwELtschen Energie- 
verteilung der emittierten Elektronen ableiten. Gewisse Abweichungen 
wurden durch Sekundareffekte, wie z.B. durch 6rtliche Unterschiede 
in der Austrittsarbeit der Kathode, durch einen geschwindigkeits- 
abhangigen Reflexionskoeffizienten oder durch MeBfehler* gedeutet. 

Die Untersuchungsmethode bestand bisher im allgemeinen in der 
Aufnahme der Anlaufstromcharakteristik eines Zweielektrodensystems 


* Auszugsweise vorgetragen auf der Tagung der Nordwestdeutschen Physi- 
kalischen Gesellschaft am 27. 4. 53 in Bad Salzuflen. Vgl. auch Naturwiss. 40, 


267 (1953). ae Bik 
** Jetzt I. Physikalisches Institut der Technischen Universitat Berlin-Char- 


lottenburg. 

1 RICHARDSON, O. W., u. C. F. Brown: Phil. Mag. 16, 353 (1908). — RicHarp- 
son, O. W.: Phil. Mag. 16, 890 (1909); 17, 813 (1909); 18, 681 (1909). 

2 ScHoTTKy, W.: Ann. Phys. 44, 10114 (1914). 

3 Vel. z.B. GeERMER, L. H.: Phys. Rev. 25, 795 (1925). — NorrincuaM, W.: 
Phys. Rev. 49, 78 (1936) und den zusammenfassenden Bericht HERRING, C., u. 
M. H. Nicuorts: Rev. Mod. Physics 21, 185 (1949). 

4 Demsxi, A.: Phys. Z. 30, 291 (1929). 
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aus Kathode und Anode!, so daB Stromdichte, Raumladung und Anoden- 
spannung nicht frei wahlbar, und nur Vorgange innerhalb des Feldes 
der Diode wirksam sind. 

Aus diesen Griinden und weil Beobachtungen mit Elektronenfiltern? 
auf Anomalien gedeutet hatten, schien es von Interesse, die Energie- 
verteilung von Elektronenstrahlen gréBerer Energie (20 bis 100 keV) 
auBerhalb der Diode zu untersuchen. 


2. Versuchsanordnung. 


2.1. Wahl der Methode. Als Untersuchungsmethoden kamen zunachst 
die spektrographischen Zerlegungsmethoden in Betracht, die von der 
Dispersion elektrischer und magnetischer Felder Gebrauch machen?. 
Derartige Methoden sind in letzter Zeit auch fiir die Messung der Energie- 
verteilung von Elektronen des fraglichen Energiebereiches zu groBer 
Vollkommenheit entwickelt worden’ 7, wobei eine Trennscharfe bis zu 
0,5 eV erreicht wurde’, Fiir die beabsichtigte Untersuchung hatte diese 
Trennscharfe jedoch bei weitem nicht ausgereicht. AuBerdem sollte die 
bei dieser Methode iibliche Schwiarzungsmessung photographischer 
Schichten wegen der bekannten Auswertungsschwierigkeiten durch eine 
direkte Messung der Stromverteilung ersetzt werden. 

Diese Griinde fiihrten dazu, die LENARDsche Gegenfeldmethode® 
wieder aufzugreifen. Es gelang, ihre MeBgenauigkeit fiir Elektronen- 
energien von 60 keV bis auf 0,004eV zu verscharfen (vgl. 5.1.1.). 

Bei der LENARDschen Gegenfeldmethode (Fig. 1 und 2) tritt der zu 
analysierende Elektronenstrahl durch die MeBblende in das Bremsfeld 
und anschheBend in den MeBkafig (FARADAY-KaAafig). Nur Elektronen, 
die infolge hinreichender kinetischer Energie das Bremspotential iiber- 
winden kénnen, gelangen auf die Wand des Kafigs und ergeben den 
MeBstrom7. Die durch Anderung des Bremspotentials ® erzeugte 
Spannungs-Stromcharakteristik @ (7) stellt nach Multiplikation der Span- 


1 M. RONINGER [Z. Physik 16, 167 (1923)], W. Hurt [Phys. Rev. 18, 31 (1921)], 
H. FRIEDMANN [Phys. Verh. 4, 47 (1953)] u.a. benutzten dagegen magnetische 
Zerlegungsmethoden. 

S lekosierei, lala 72. lelayysilic oe SG (tes). 

° Vel. z.B. Ewarp, H., u. H. H. HINTENBERGER: Methoden und Anwendungen 
der Massenspektroskopie. Weinheim 1953. 

* RUTHEMANN, G.: Naturwiss. 29, 648 (1941). — Ann. Phys. 2, 113, 135 (1948). 

® Hixrigr, H., u. R. F. Backer: J. Appl. Phys. 15, 663 (1944); 16, 266 (1945). 

§ MOLLENSTEDT, G.: Optik 5, 499 (1949); 6, 251 (1950); 9, 473 (1952). — 
Dicker, M.u. H.: Z. Naturforsch. 7a, 465 (1952); 8a, 79 (1953). 

” Lenz, F.: Naturwiss. 38, 524 (1951). 

8 MOLLENSTEDT, G.: Optik 9, 473 (1952). 

® Vgl. z.B. Lenarp, P., u. A. BECKER: Handbuch der Experimentalphysik, 
Bd. XIV. — Léuner, H.: Ann. Phys. 6, 50 (1930). — MtxiEr, E. W.: Z. Physik 
102, 734 (1936). — Ergebn. exakt. Naturw. 27, 290 (1953) 
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nung mit der Ladung des Elektrons unmittelbar die »integrale'’ Energie- 
verteilung w(z) des Elektronenstroms dar. In dieser integralen Energie- 
verteilung wird die Stromstarke 7 durch die Elektronen gebildet, deren 
Energie groBer oder gleich der Energie u ist. 


2.2. MeBkafig. Um eindeutigere und iibersichtlichere Verhiltnisse zu 
schaffen, wurde das Netz, das in den urspriinglichen LENARDschen An- 
ordnungen den Farapay-Kafig bedeckt, wie auch bei anderen Autoren, 
durch eine Blende mit zentraler Offnung ersetzt, die der auf Erdpotential 
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elektrode 


I! 


Anode ee 
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galvanomerer 


Fig. 1. Schema der MeBanordnung. 


befindlichen MeBblende gegeniibersteht. Um die MeBanordnung még- 
lichst unempfindlich gegen magnetische Stérfelder zu machen, ist der 
Abstand MeBblende—Kafig méglichst klein zu halten; wegen der Uber- 
schlagsgefahr darf jedoch ein gewisser Abstand nicht unterschritten 
werden. Ein Elektrodenabstand von 5mm lieB Messungen bis zu 
60 kV Potentialdifferenz zu. 

Durch das Bremsfeld entsteht zwischen MeBblende und Kafig- 
6ffnung eine elektronenoptische Immersionslinse. Die Brechkraft dieser 
Linse wachst mit dem Abstand des Elektronenstrahls von der Achse. 
Von einem bestimmten minimalen Achsenabstand an reflektiert die 
Immersionslinse, ahnlich wie eine Einzellinse!, die einfallenden Elek- 
tronen, auch wenn ihre kinetische Energie ausreichen wiirde, die 
innere Kafigwand zu erreichen. Um diesen Minimalabstand méglichst 
groB zu machen, sollte die Brechkraft der Linse méglichst klein gehalten 
werden. Demnach ware ein mdéglichst grofer Durchmesser der Kafig- 
éffnung zu fordern. Andererseits sollen an der Kafigwand reflektierte 
oder durch Sekundiremission erzeugte Elektronen nicht den Kafig ver- 
lassen kénnen. Damit ist die Forderung nach einer mdglichst kleimnen 


1 Vel. z.B. RECKNAGEL, A.: Z. Physik 104, 381 (1937), Abb. 5. — REGEN- 
STREIF, E.: Ann. de Radioel. 23, 24 (1951). 
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Kafigéffnung gestellt. Es wird also bei gegebenen Kafigdimensionen ein 
optimaler Durchmesser der Kafigoffnung im Verhaltnis zum Abstand 
MeBblende—KiAfig existieren. In der in Fig. 2 dargestellten Anordnung 
wurde ein Verhaltnis 2:5 eingehalten. 

Der Radius des zu analysierenden Strahlenbiindels mu8 kleiner als 
der erwihnte Minimalabstand von der Achse sein. In der beschriebenen 
Anordnung wurde daher der Elektronenstrahl durch die MeBblende im 
allgemeinen auf einen Durchmesser von 0,1 mm begrenzt. Die MeBblende 
konnte iiber einen Kreuztisch zur Achse des Kafigs justiert werden. 

Wenn durch geeignete Gegenspannung der Kafigstrom auf etwa 90 % 
des Sattigungsstroms eingestellt wurde, zeigte sich in Ubereinstimmung 


26 


RBH 


SOSH 


Fig. 2. MeBkafig. 


mit diesen Uberlegungen, daB der Kafigstrom mit zunehmendem Abstand 
der MeBblende von der Kafigachse abnimmt. Jedoch ist die Abhangigkeit 
des Kafigstroms von dem Achsenabstand der MeBblende nicht symme- 
trisch zur Achse. Fir die Messungen wurde die Blende. daher auf maxi- 
malen Kafigstrom justiert. Die Ursache der Asymmetrie ist vermutlich 
das fiir die langsamen Elektronen im Kafig sehr wirksame magnetische 
Erdfeld. 

Um ein O6rtlich und zeitlich méglichst konstantes Kontaktpotential 
zu erzielen, wurde der MeBkafig innen durch Bedampfen vergoldet 
und dann beruBt, um die Sekundaremission moglichst gering zu halten. 


2.3. Strommessung und Abschirmung. Die Messung des in den Kafig 
fallenden Elektronenstroms erfolgte tiber ein Réhrengalvanometer! mit 
einer Spannungsempfindlichkeit von 2-10-4V/mm und einer Null- 
punktskonstanz von etwa 10-4 V. Da Gitterwiderstande bis zu 109 Q 
verwendet wurden, betrug die maximale Stromempfindlichkeit 
2-10 Amp/mm. Die maximale Zeitkonstante des Eingangs hatte 
wegen der Kapazitat (100 pF) des MeBkafigs gegen die Abschirmung 
eine Gro6Be von 0,1 sec und war damit kleiner als die Zeitkonstante 
(0,6 sec) des Galvanometers. Bei den untersuchten Eingangsspannungen 


+ BartH, G.: Z. Physik 87, 399 (1934). 
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(max. 0,06 V) ergab die Priifung Linearitat zwischen Eingangsspannung 
und Galvanometerausschlag innerhalb der Fehlergrenze. 

Die Abschirmung fangt die infolge fehlerhafter Isolation des MeB- 
kafigs und _ gelegentlicher Hochspannungsentladungen entstehenden 
Stérstréme ab. Sie setzt auBerdem die Kapazitat des MeBkafigs gegen 
Erde soweit herab, daB die kapazitiven Stréme, die beim Ein- und Aus- 
schalten der Hochspannung entstehen, unschadlich klein bleiben. 

Auch fiir die Erhaltung der Nullpunktskonstanz des Rohrengalvano- 
meters ist die Abschirmung von gré8ter Bedeutung. Beim Ein- und 
Ausschalten der Hochspannung und bei gelegentlichen Uberschligen ent- 
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Fig. 3. Energieverteilung nach Durchstrahlung einer Al-Folie mit 
einer Elektronenenergie von uy = 34 keV. 


vorgangs in der Galvano- 
meterréhre wieder ein- 
stellt. Erst eine auch hochfrequenzmaBig sehr sorgfaltig durchgebildete 
Abschirmung der gesamten MeBanordnung verhinderte derartige St6- 
rungen. 

Die MeBkurve wurde direkt mit Hilfe des Lichtzeigers des Galvano- 
meters in einer Zeit von etwa 1 min auf einer Photoplatte registriert. 
Zu diesem Zweck war die Photoplatte iiber einen Seilzug mit dem Dreh- 
potentiometer Rp, gekoppelt, mit dem das Potential des MeBkafigs ge- 
andert wurde. 


3. Auswertung der Messungen. 


Die mit dieser Anordnung erhaltenen Energieverteilungen stellen 
,integrale“ Verteilungen dar. Auf die Umwandlung in die iiblichen 
_,differentialen“’ Energieverteilungen wurde verzichtet, weil die integralen 
Verteilungen alle hier interessierenden Eigenheiten mit ausreichender 
Deutlichkeit belegen. In Fig.3 ist als Beispiel eine integrale Verteilung 
dargestellt, die sich nach Durchstrahlung einer diinnen Aluminiumfolie 
ergibt. Die hierbei entstehenden diskreten Energieverluste von 10 bis 
20 eV, die schon, von anderer Seite! untersucht worden sind, a4uBern 
sich in der integralen Energieverteilung als Stufen. Das Ziel dieser 
Arbeit ist aber nicht die Bestimmung derartig relativ grober Energie- 
verluste, sondern die in Fig. 3 gekennzeichnete Energieverteilung der 


1 Vgl. FuBnoten 4—8, S. 116. 
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Primirelektronen, die sich tiber einen wesentlich kleineren Energiebereich 
erstreckt. 


3.1. Vergleich mit MAXweELt-Verteilung. Um einen Vergleich mit 
den experimentellen Ergebnissen zu erméglichen, sei zunachst ange- 
nommen, da die Energieverteilung in thermisch ausgelésten Elektronen- 
stromen allein durch die MAXWELL- oder FERmI-Verteilung des Elek- 
tronengases im Metall bestimmt sei. Dann ergibt sich nach hier nicht 
wiedergegebener Rechnung die integrale Energieverteilung im Elek- 
tronenstrahl zu: 
1=1.(1-— up) e€ “Et Tur  thee0} 4) 

i) iquoe We K0y 
Hierin bedeutet 7 den Strom von Elektronen, deren Energie = u ist, 
i, den Sattigungsstrom fiir «<0 und up;=kT die wahrscheinlichste 
Energie der Elektronen als Funktion der Kathodentemperatur 7 in °K 
mit der BoLTZMANN-Konstanten! k = 1/11607,9 - eV/°K. 


Mit dieser Verteilung, im folgenden kurz MAXWELL-Verteilung ge- 
nannt, stimmen die gemessenen Verteilungen im allgemeinen nicht 
tiberein! 


Zur Auswertung der gemessenen Verteilungen sollen unter anderem 
die Breiten der Energieverteilungen miteinander verglichen werden. 
Als Ma8 fir die Breite wird derjenige klewmste Energiebereich wu, 
definiert, der *% des Sattigungsstromes (7,) enthalt. Willktirich wurde 
der Wert x= (1—1/e) = 0,63 festgesetzt. 


Fir ene MAXWELL-Verteilung gilt nach graphischer Auswertung von 


Gl. (1): ueggy =2:° uz. Hieraus ergibt sich die wahre Temperatur der 
Gliihkathode: 


1 
ie = Die 3 U63% - (2) 


Wenn keine MAXwELt-Verteilung vorliegt, kann aus der experimentell 
ermittelten Breite uggo, nach Gl. (2) eine Rechentemperatur Tyo, 
definiert werden, die natiirlich nicht mit der wahren Kathodentempe- 
ratur tbereinzustimmen braucht. 


3.2. Sdttigungsstrom. Die Bezeichnung ,,Sattigungsstrom‘ (7,) be- 
zieht sich hier auf den Stromwert, der sich ohne Gegenpotential am 
MeBkafig einstellt, der also simtliche Elektronen sowohl die schnellen 
wie die langsamen umfaBt. Diese Bezeichnung ist von dem ,,Sattigungs- 
strom einer Kathode“ zu unterscheiden, der sich einstellt, wenn alle 
emittierten Elektronen durch eine hinreichend hohe Anodenspannung 
von der Kathode weggeschafft werden. 


> STIEVE, UZ) Physik 1125) 4749(1049), 
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Um den Vergleich der Energieverteilungen untereinander zu er- 
leichtern, wurde angestrebt, den Ausschlag des Lichtzeigers des Galvano- 
meters durch geeignete Wahl des Gitterwiderstandes R, und des Gal- 
vanometershunts A, fiir den Sattigungsstrom 7, immer auf den gleichen 
Wert (30mm) zu bringen. Der MaBstab der Ordinaten kann also in 
einer einzelnen Figur von Kurve zu Kurve wechseln und ist aus dem 
jeweils angegebenen Zahlenwert der Sattigungsstromstarke (in Amp) 
zu entnehmen. Die angestreblte Normierung ist aus experimentellen 
Griinden nicht immer ganz gelungen, so daB sich die Sattigungswerte 
der einzelnen Kurven einer Figur nicht immer decken. 


Die Fig. 3, 5, 6, 7, 9, 11—19 stellen direkte Pausen der Photogramme 
dar. Jede Figur oder jedes Photogramm gibt eine geschlossene MeBreihe 
wieder, in der nur die jeweils angegebenen GréBen gedndert sind. Nur 
Kurven der gleichen Figur kénnen unmittelbar miteinander verglichen 
werden. Kurven verschiedener Figuren sind dagegen nur unter Vorbehalt 
miteinander vergleichbar, da durch Auswechselung der Kathoden An- 
derungen der Energieverteilungen verursacht sein kénnen. 


3.5. Nullpunkt. Die Lage des Nullpunkts der Abszisse wurde in 
den Figuren willkirlich gewahlt wegen der Unsicherheit, die durch die 
unbekannte Kontaktpotentialdifferenz ®, zwischen MeBkafig und Ka- 
thode hereingebracht wird, und weil hier im allgemeinen nur die relative 
Lage der Verteilungen zueinander interessierte. Nur in Fig. 6 und 114 
wurde aus dem Vergleich mit der theoretischen MAXwWELL-Verteilung 
der Nullpunkt und damit auch die Kontaktpotentialdifferenz bestimmt. 


4, Eigenschaften des Strahlers I. 


Der zunachst untersuchte Elektronenstrahler I wird in der in Fig. 4 
dargestellten oder etwas abgewandelten Form in Elektronenmikro- 
skopen, Kathodenstrahloszillographen, Rontgenrohren usw. benutzt. 
Dieser Strahler besitzt als Kathode einen direkt geheizten Wolframdraht 
innerhalb einer Steuerelektrode (WEHNELT-Zylinder), die negativ gegen- 
tiber der Kathode aufgeladen ist. AnschlieBend wird der Elektronen- 
strahl durch das Potentialfeld zwischen Kathode und der (geerdeten) 
Anode beschleunigt (in dieser Untersuchung auf 20 bis 60 keV). Die 
Spitze der Wolframkathode kann im Betrieb zur Geradteachse zentriert 
werden}. 

Der Strahler I stellt ein typisches Dreielektrodensystem dar. Inten- 
sitat und raumliche Verteilung des Elektronenbiindels hangen von der 
Geometrie der Elektrodenanordnung und den angelegten Potentialen ab. 
Durch steigendes negatives Steuerpotential ®,, wird die Divergenz und die 


1 Boprscu, Ho; Z Physik 130) 5417 (4954). 
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Strahlstromstirke solange erniedrigt, bis es zur Strahlsperrung kommt?. 
Dagegen bleibt die Strahlstromdichte auf der Achse bis kurz vor dem 
Sperrpunkt angendhert konstant und erreicht unter Umstanden kurz 
vor Abfall zum Sperrpunkt einen maximalen temperaturabhangigen 
Grenzwert. Dieser Betriebszustand, bei dem die Strahlstromstarke 
weitgehend reduziert ist, soll hier als ,normal’’ bezeichnet werden, da 
er hadufig in der Praxis eingestellt wird. Bei einer anderen geringeren 
Steuerspannung tritt eine Abbildung der Kathodenspitze? ein (Fig. 4). 

Eine derartige Kathode stellt eine ,,Aquipotential'‘-Kathode dar. 
Wenn der ,,Abbildungs‘‘zustand dargestellt wird, gelangen namlich 
Elektronen nur aus einem sehr kleinen Bereich der Kathodenoberflache 
(<0,01mm @) durch die MeBblende zur Untersuchung. Auch bei 
einem Betrieb der Kathode in Nahe des ,,Sperrpunktes oder des 
,normalen Betriebszustandes‘’ kénnen infolge der Sperrwirkung des 
negativen Gitterpotentials nur Elektronen aus der Spitze oder ihrer 
naheren Umgebung in den Elektronenstrahl treten, so daB die Bedin- 
gungen fiir eine Aquipotentialkathode erfiillt sind. 

Die negative Steuerspannung kann entweder einer Batterie entnom- 
men werden oder, wie heute wblich, dem Spannungsabfall des Strahl- 
stromes 7,., an dem hochohmigen Steuerwiderstand R,, (Fig. 1). Da 
bei steigendem Elektronenstrom der Spannungsabfall an dem Steuer- 
widerstand R., steigt, wird der Elektronenstrom bei geeigneter Bemes- 
sung von R,, angenahert unabhangig von kleineren Anderungen der 
Kathodentemperatur und der Emissionseigenschaften der Kathode. Aus 
diesem Grunde wurde in dieser Untersuchung vielfach die letzte Még- 
lichkeit ausgenutzt. 

Als Bezugspunkt fiir die Gegenspannungsmessung wurde, um den 
Spannungsabfall des Heizstroms am Gliihdraht zu kompensieren, das 
Potential der Spitze der Haarnadelkathode mittels eines Potentiometers 
eingestellt, 


5. Energieverteilungen des Strahlers I. 


5.1. Abbildungszustand. Fig. 4 zeigt die elektronenoptische Abbil- 
dung der Kathode bei der wahren® Temperatur Ty = (2080 +15) °K. 


1 Vel. z.B. ScHwartz, E., H. StRUBIG u. W. PAEHR: Z. Fernseh AG. I, 5 
(1938). — Hixviegr, J., u. R. F. Backer: J. Appl. Phys. 16, 469 (1945). — Dossg, J.: 
Z. Physik 115, 530 (1940). — Borrigs, B. v.: Optik 3, 389 (1948). — Die Uber- 
mikroskopie. Berlin 1949. — Harnz, M.E;, u. P. A. ErnstErn: Brit. J. Appl. 
Phys. 3, 40 (1952). 

2 Vicl WZ. Bab OPRSCH wilt. stechnemohvcu2 0.34 om(tOGO) 

3 Die ,,schwarze‘’ Temperatur wurde mit dem Glihfadenpyrometer bestimmt. 
Aus Umrechnungstabellen (G. Ripaup, Traité de Pyrometrie Optique Paris 1931, 
Tabelle 76) wurde hieraus die ,,wahre‘‘ Temperatur ermittelt. Fir die Durchfiih- 
rung und Auswertung der pyrometrischen Messungen méchte ich Herrn Dr. TInG- 
WALD (PTB. Braunschweig) auch an dieser Stelle meinen besten Dank ausdriicken. 
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Bei dieser Temperatur ist die Strahlstromdichte so gering, dab die 
groBte Empfindlichkeit der MeBeinrichtung zur Messung der in Fig. 5 
dargestellten Energieverteilung der Bildmitte notwendig ist. Aus der 
Breite der Energieverteilung (7g30, = 0,36, eV) ergibt sich in iiberraschend 
guter Ubereinstimmung mit der 
wahren Temperatur die Rechen- 
permmperatur f35—=(2100 4-27) °K. 


i} 
Bel oes = = 
Mit dieser Rechentemperatur Sy-0 
wurde die MAXWELI-Verteilung : 


nach Gl. (1) berechnet. Sie laBt 
sich durch Parallelverschiebung 
so genau mit der gemessenen 


Verteilung zur Deckung bringen, __ mm, 
daB die Abweichungen innerhalb Fig. 4. Elektronenoptische Abbildung der Kathode 

: ; ; : ; des StrahlersI. uy 27 keV, Abstand Kathode 
der Strichbreite der MeBkurve MeBblende 1 _ 7 = 180mm, 


liegen und daher in Fig. § nicht 
darstellbar sind! Der Nullwert der Anfangsenergie ist der MAXWELL- 
Verteilung entnommen und in Fig.5 gekennzeichnet, nachdem theo- 


g 
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zur Deckung gebracht worden sind. 

Durch die nahezu vollkommene 
Ubereinstimmung zwischen theoreti- 
scher Erwartung und experimentellem 
Ergebnis wird einerseits die Zuver- 


tf 
lassigkeit der MeBmethode bestatigt, 
andererseits der AnschluB an die 
klassischen Untersuchungen (I. c.) tiber 7eV 0 
die Energieverteilung der Gliihelek- <u 
= Fig. 5. Energieverteilung bei Abbildung der 


tronen gewonnen. In der vorliegenden _Kathode auf die MeBblende (Strahler 1), 


Messung wurde jedoch die Energie- “# ; rakes OV, ges 2°10 fea 
s = 2 7 Es K-mM 80™mM, Uggoe 0,364 V, 
verteilung unmittelbar bestimmt, wah- Ts3%, = 2100° K, Ts, = 2080° K. 


rend in den klassischen Untersuchungen 

an ebenen oder zylindrischen Dioden Gegenspannungscharakteristiken 
aufgenommen worden sind, die durch die Richtungsverteilung modi- 
fiziert sind. 

5.1.1. Mefgenauigkeit. Nach mehrfachem Durchfahren der Mebf- 
kurve ergibt sich fiir den Mittelwert u,,—w(7,/2) der Verteilung (Fig. 5) 
eine Strichbreite oder eine MeBgenauigkeit von 0,004eV. Zwei MAx- 
WELL-Verteilungen der gleichen Temperatur von 2100° K konnen also 
voneinander getrennt werden, wenn sie um 0,004 eV gegeneinander 
parallel verschoben sind. In den flacheren Teilen der Kurve ist die MeB- 
genauigkeit der Neigung entsprechend geringer. 3ei Beriicksichtigung 
dieser Neigungsabhangigkeit wird die Temperaturbestimmung der 
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MaxweELt-Verteilung von 2100° K um A 7egy, = + 27° K unsicher. Inner- 
halb dieser statistischen Fehlergrenze liegt auch die Differenz zwischen 
Rechentemperatur und wahrer Temperatur T63o, — Ti, = 20° Kk, so daB 

der systematische Fehler die statistische 
ie: Fehlergrenze nicht tibersteigt. 


= ° 
Maxwell-V. eee ees 


Die angegebene MeBgenauigkeit wird 
infolge zeitlicher Inkonstanz der Entladung 
is | und des MeBvorganges nicht in allen 

“ Fallen erreicht. Auch haben héhere Re- 
chentemperaturen eine geringere Neigung 
der MeBkurve und dementsprechend eine 


a CA ° . : 
See aes =i geringere MeBgenauigkeit zur Folge. 
€ 
mee 5.2. Normaler Betriebszustand. Wird 


Fig. 6. Experimentelle Energieverteilung 


Wich Gk oectlek, ouipuaanal ech aller bei hoherer Temperatur unter 
verglichen mit Maxwett-Verteilungen , Normal‘‘bedingungen, also bei hodheren 
(Strahler I). Cc ee : : 
ig = RE Keg S100 Strahlstromstarken und -dichten alsin 5.1. 
Ley = 180mm, Teg, = 5980° K, betrieben, so treten nach Fig. 6 Abwei- 
Ty = 2700° K. 


chungen von der MAXWELL-Verteilung ein: 
die Verteilung wird symmetrischer zum Mittelwert der Energie u,, und 
auBerdem anomal verbreitert. Die ,,anomale’ Breite dieser Verteilung 
betragt ggo, = 1,03 eV. Daraus ergibt sich die ,,anomale‘‘ Rechentem- 
“in ug=Q8NN peratur 73, =5980° K gegentiber 
einer wahren Kathodentemperatur 
I, =2700° K. Die anomale Breite 
oder die anomale Rechentempe- 
ratur sind also etwa doppelt so 
groB als erwartet. 


7is= 27-10 


Zum Vergleich sind in Fig. 6 
die MAXwELt-Verteilungen fiir die 
Rechentemperatur 73, = 5980° K 
und fiir die wahre Temperatur 


1 —? °K eing 1 1 
Fig. 7. Energieverteilungen ftir verschiedene T. 2) K eingezeichnet. Keine 
Temperaturen (Strahler I). dieser Verteilungen kann mit der 


Wa 27 keV, Re =1- 1070, Ixy = 180mm, gemessenen zur Deckung gebracht 


ges = 2,5° 10-7 Amp, Ponti gee = 40> Amp, c 
11939, = 2120° K, o...5%3y% = 4040°K, werden; die anomale Verteilung 
Tw = 2060° K Tro = 2600° K, 37) = 2820° K g «= a 
l’w » 240 » 38+4w > 

carte Bea ON rs ist uberhaupt nicht durch eine 


MAXwWELL-Verteilung darstellbar. 


In Folgendem wird die Abhangigkeit derartiger anomaler Vertei- 
lungen von verschiedenen Parametern untersucht. 


5.3. Anderung der Kathodentemperatur. In Fig. 7 sind Energie- 
verteilungen fiir verschiedene Kathodentemperaturen wiedergegeben. 
Die Verteilung J fiir die niedrigste Kathodentemperatur, die (wie in Sele) 
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zu einer Abbildung der Kathode fiihrt, wird wieder erwartungsgemaB 
durch eine MAXwett-Verteilung approximiert (T,,=2060° K, Thgo, = 
2120° K). Eine Erh6hung der Kathodentemperatur hat eine Erhéhung 
der Strahlstromstarke und -dichte zur Folge, gleichzeitig treten anomale 
Verbreiterungen bzw. anomale Rechentemperaturen ein. 

Von einer gewissen Grenztemperatur (T;,<.T7,,=2600° K in Fig. 7) 
an werden Stromstérke und Stromdichte des Elektronenstrahls (fast) 
unabhangig von der Kathodentemperatur. Auffallig ist, da& auch der 
Charakter der Energieverteilung nach Fig. 7 oberhalb der Grenz- 
temperatur angendhert un- > 
abhangig von der Kathoden- °V] 


temperatur wird, so daB von | | 
dort ab die Rechentemperatur LV. 
(Te3%, = 4040° K) angendhert { aa Se 
. 1 
konstant bleibt. = 
J 
Diese Tatsache zeigt, daB 
nicht die Temperaturerhéhung pu 4 
an sich und auch nicht die , 
Raumladung dicht vor der Aes Ss 3000 °K 7500 
Kathode fiir die anomale Ver- y= 
7 re e 3 Fig. 8. Verschiebung der Energieverteilung des Strahlers I 
breiterung: verantwortlich sind, mit der Temperatur (nach Fig. 7). 
da die Werte beider GréBen ty =27keV, Rg, =1- 1070, 
as : = ~ 40-8 
auch oberhalb der Grenztem- Bie = ABD TR Agcy 2,5" 10™ ATA: 


peratur monoton mit der Tem- 

peratur zunehmen. Eine Anderung der anomalen Verbreiterung findet 
in diesem Versuch nur solange statt als auch Strahlstromstarke und 
-dichte gedandert werden. 


Mit der Anderung der Temperatur ist nach Fig. 7 auch eine Ver- 
schiebung der mittleren Energie u,, verbunden. Eine Temperatur- 
erhdhung unterhalb der Grenztemperatur hat eine Erniedrigung, ober- 
halb der Grenztemperatur eine VergroBerung der mittleren Energie zur 
Folge. Die Messungen sind in Fig. 8 ausgewertet und zeigen oberhalb 
der Grenztemperatur eine lineare Abhangigkeit der Energieverschiebung 
von der Temperatur. 


Die Verschiebung zu gréBeren Energien kann in einfacher Weise 
durch Annahme eines Potentialberges gedeutet werden, der sich mit 
steigender Temperatur vor der Kathode als Folge steigender Raum- 
ladungsdichte und steigenden negativen Steuerpotentials aufrichtet. 
Nur Elektronen hinreichender thermischer Energie kénnen diesen Po- 
tentialberg iiberschreiten. Die zur Beschleunigung zur Verfiigung 
stehende Potentialdifferenz ist daher von dem Gipfel des Potentialberges 
bis zur Anode zu rechnen. 
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Der Grund fiir die ,,anomale‘‘ Verschiebung zu niedrigen Energien 
ist dagegen nicht in so einfacher Weise erkennbar. Als Erklarungs- 
moglichkeiten kommen zunachst Kontaktpotentialanderungen, Energie- 
verluste durch Querwiderstande in der Kathodenoberflache und Energie- 
verluste durch unelastische Streuvorgange im Restgas in Betracht. Hier- 
auf wird noch eingegangen werden. 
5.3.1. Wechselstromheizung. Von praktischer Bedeutung ist in diesem 
Zusammenhang die Frage, ob durch Wechselstromheizung (50 Hz) an 
Stelle der in dieser Untersu- 
chung benutzten Gleichsstrom- 
heizung eine wesentliche Ver- 
breiterung der Energieverteilung 

{ verursacht wird. 

2 Die direkte Messung zeigt, 

~ daB Heizung der Kathode mit 
technischem Wechselstrom nur 
zu einer Verbreiterung der Ener- 


R F108 54-1978 
St 


| 1 
a 


So ee ; i ee 

in emu : 5 y i gieverteilung fan Wenueer als 

ee ih} 0,1 eV fiihrt, sofern die Katho- 

Fig 9. Energieverteilungen fiir verschiedene dentemperatur hoher als die 
Steuerspannungen (Strahler I), > ‘ 

ug =27keV,  Iz_y = 180mm, Grenztemperatur gehalten wird. 

LR g= $+10°Q| Tyg 0, = 4800° K | 2 Dieses Resultat steht in 
Rigp= 1° 10" 42) 5 Lene = '6300° K G2... = 3°10 "Amp ee 2 9 | ; 

2> St 2°63% 2*ges ] 
a gat" 10° | 37e% =9700°K | gigeg = 2° 10-" Amp Ubereinstimmung mit einer 
12.3% p ~ 3000° K = const. rechnerischen Abschatzung! der 


periodischen (100 Hz) Tempe- 

raturschwankung (4 T = T,,,.. — Tin = 30° K bei 3000° K) eines 0,15 mm 
starken Wolframdrahtes und der nach Fig. 8 daraus folgenden Ver- 
schiebung der mittleren Energie um AU =1,9- 107° -AT =0,06 eV. 

Fir manche Zwecke ist diese Verbreiterung der Energieverteilung 
belanglos. 

Die Unabhangigkeit der Energieverteilung von Gleich- oder Wechsel- 
stromheizung zeugt von dem Aquipotentialcharakter des Strahlers I. 

5.4. Anderung der Steuerspannung. Wird bei konstanter Kathoden- 
temperatur der Betrag der negativen Steuerspannung erniedrigt, so 
erhdéht sich — in dem in Fig. 9 gewahlten Arbeitsbereich — die Strom- 
starke und -dichte auf der Achse. Mit diesen Anderungen ist nach Fig.9 
eine anomale Verringerung der mittleren Energie und eine Vergr6éBerung 
der anomalen Verbreiterung bzw. der anomalen Rechentemperatur von 
4800° K auf 9700° K verkniipft. 

Die Kathodentemperatur ist also nicht die Ursache der Verbreiterung, 
wie schon aus der Diskussion der Temperaturabhangigkeit in 5.3. ge- 
schlossen wurde. Auch die Potentialverhaltnisse in Nahe der Kathode 


S Nizk Meiemom, tel 725 weleliel, Wine (i), syle) (kes) 
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sind nicht die unmittelbare Ursache der Verbreiterung, da in 5.3. die 
Erhohung, hier dagegen die Erniedrigung des Betrages der Steuerspan- 
nung mit der Zunahme der anomalen Verbreiterung zusammenfallt. In 
beiden Versuchen ist jedoch die VergréBerung der anomalen Verbreite- 
rung mit einer Erhéhung der Strahlstromstarke und der Strahlstrom- 
dichte verkoppelt. 


5.5. Anderung des Abstandes: Strahler—MeBblende. Um dem Ein- 
wand zu begegnen, daB die anomale Verbreiterung von der Starke des 
' Mefstroms abhangt oder — mit anderen Worten — das Resultat einer 
Falschung durch die MeBanordnung darstellt, wurde die Starke des MeB- 
stroms durch VergréBerung des Ab- 
standes Strahler—MeBblende (/,-_ 5,) 
erniedrigt. 

Fiir Jg_y, =181mm wurde ge- 
messen 7, — 127410 * Amp, Toe = 
9700° K und unter sonst gleichen 
Bedingungen fir J, y= 245mm, 
fo 2 Owain, gee = "9700" Ke. 

Die anomale Rechentemperatur 


: ¥eV/ 3 2 if 0 
ist also unabhangig von dem Ab- ow): 


stand Strahler—MeBblende also Fig. 10. Energieverteilungen des Strahlers I ftir 
. verschiedene Achsenabstande (1, 2, 3). 


auch unabhangig von der MeB-  ,, ai kev, Ry AGr 0 leer ae atin, 
stromstarke!. Aus diesem experi- cies ene: Ty Ge s 

4 ; 14s = 3-10-° Amp, 1 163% = 416 ' 
mentellen Ergebnis ergeben sich vis =6-10- Amp, 4 Tong, = 3360° K, 


zwei Folgerungen: sis= 6-10" Amp, 3 Teg, = 3080° K. 


1. Die anomale Verbreiterung wird nicht durch Fehler der Meb- 
anordnung vorgetauscht. In diesem Fall hatte die oben angegebene 
Verminderung der MeBstromstarke nach den Daten der Fig. 9 mindestens 
eine Verminderung der Rechentemperatur um den Faktor 4 zur Folge 
haben miissen!?. 

2. Die Ursache der anomalen Verbreiterung ist nicht in Nahe des 
MeBsystems, sondern in Nahe des Strahlers zu suchen. 


5.6. Anderung des Achsenabstandes. Mit dem Abstand der MeBblende 
von der Strahlachse nimmt die Strahlstromdichte ab, wie dies z.B. 
die Sattigungswerte 7, der Energieverteilungen der Fig. 10 zeigen, 
gleichzeitig wachst die mittlere Energie, die anomale Breite nimmt ab 
und der Charakter der Verteilung nahert sich einer MAXWELL-Verteilung. 
Es sei hervorgehoben, da auf der Achse die energiearmsten Elektronen 


des Biindels auftreten. 


1 Auch die in 8.3. durch Einschaltung einer kurzbrennweitigen Linse verursachte 
Erniedrigung der MeSstromstarke ist ohne EinfluB auf die anomale Verbreiterung. 
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Diese Beobachtung kann dadurch gedeutet werden, daB in Nahe 
der Achse des Strahlers I vor allem die Elektronen laufen, die aus der 
unmittelbaren Umgebung der Kathodenspitze stammen; dagegen stam- 
men die der Achse entfernteren Strahlen von Bereichen der Kathode, 
die einen gréBeren Abstand von der Spitze haben. Wegen des negativen 
Steuerpotentials und der mit der Entfernung von der Spitze zanehmenden 
Raumladung haben die fern der Spitze emittierten Elektronen einen 
mit dieser Entfernung wachsenden Potentialberg zu tiberwinden. Hier- 
durch wird verstandlich, daB die achsenfernen Strahlen in Uberein- 
stimmung mit dem experimentellen Befund aus energiereicheren Elek- 
tronen bestehen als die achsennahen. 


5.7. Uberlagerung von MAXwEtt-Verteilungen. Die Beobachtungen 
5.3. und $5.6. und ihre Deutung lassen zunachst vermuten, daB die be- 
obachteten anomalen Verbreiterungen auf die Uberlagerung gegen- 
einander verschobener MAXWELL-Verteilungen oder von Ausschnitten 
daraus zuriickzufiihren sind. In diesem Fall sollte die anomale Ver- 
breiterung mit steigendem (negativem) Steuerpotential zunehmen und 
dabei vor allem der Anteil an Elektronen groBer Energie wachsen. 
Nach 5.4. ist jedoch das Gegenteil der Fall: die anomale Breite nimmt 
mit sinkendem Steuerpotential zu, auBerdem wachst dabei der Anteil 
der Elektronen geringer Energie (Symmetrie zum Mittelwert der Energie 
nimmt zu). 

Da sich im Strahler I immer ein Potentialberg ausbildet, so daB 
immer eine Ausfilterung bestimmter Energiebereiche méglich ist, ist 
eine Entscheidung fiir oder gegen obigen Erklarungsversuch auf Grund 
rein experimenteller Fakten nicht méglich. Durch Ubergang zu posi- 
tiven Steuerspannungen ware der Potentialberg zwar vermeidbar, jedoch 
wiirden dadurch die fokussierenden Eigenschaften des Strahlers und 
der Aquipotentialcharakter der Kathode verloren gehen. 

Daher wurden die Versuche mit dem Strahler II fortgesetzt, der 
infolge geeigneter Gestaltung die gewiinschten Eigenschaften auch bei 
positiver Steuerspannung besitzt. 


6. Eigenschaften des Strahlers IT, 


Nach Fig. 11 besteht der Strahler II aus einer Haarnadelkathode 
(Wo-Draht von 0,15 bis 0,25mm) in einer Bohrung (0,8 mm @) der 
Steuerelektrode. Die Spitze der Haarnadelkathode hat von der Platin- 
blende (0,1mm ©), die die Bohrung der Steuerelektrode abschlieBt, 
einen Abstand von 0,2 bis 0,3 mm. An der Platinblende setzt das Be- 
schleunigungsfeld zur Anode an. 


Die Strahlstromdichte des bisher untersuchten Elektronenstrahlers I 
war bei niedrigen Stromdichten durch den Sattigungsstrom der Kathode 
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(vgl. 5.1.) und bei hohen Stromdichten durch die negative Steuerspan- 
nung und die Raumladung (vgl. 5.3.) vor der Kathode begrenzt. 

Im Gegensatz dazu kann im Elektronenstrahler II die Strahlstrom- 
dichte bei niedrigen Stromdichten durch die Raumladung und bei hohen 
Stromdichten durch den Siattigungsstrom der Kathode begrenzt werden. 

Auch dieses System verhalt sich wie eine Aquipotentialkathode, da 
aus raumlichen Griinden nur Elektronen aus der Kathodenspitze oder 
ihrer ndchsten Umgebung die Platinblende durchsetzen kénnen. 

Nach Fig. 10c besteht das Strahlenbiindel aus einem intensiven 
Kern, dessen Intensitét zum Rande hin nur wenig abnimmt, und aus 
einem diffus verlaufenden Hof, der den Kern umgibt. 


Psp =62V 
[= 70mm 
~ " 
Fig.11. Strahler II und Intensitatsverteilung im Elektronenstrah] 


y 


Uy 27 keV, lk_u 180 mm 


Die Steuerspannung dieses Strahlers kann zwischen Null und posi- 
tiven Werten gegentiber der Kathode variiert werden. Mit steigender 
Steuerspannung sinkt die Divergenz des Kernbiindels, erreicht bei etwa 
100 V einen Minimalwert und wachst dann wieder. Durch die Steigerung 


der Steuerspannung von Null an tritt auBerdem auf Kosten der 
Raumladung vor der Kathode eine Erhoéhung der Strahlstromstarke 


ein, die bei einer Steuerspannung von 10 bis 20 V infolge Sattigung einen 
Grenzwert erreicht und von dort ab angendhert unabhangig von einer 
weiteren Erhéhung der Steuerspannung bleibt. Der Durchmesser des 
Kerns ist bei konstanter Steuerspannung (60 V) unabhangig von der 
Strahlstromstarke bzw. Kathodentemperatur. Die Intensitat des diffu- 
sen Hofes ist proportional der Intensitat des Kerns bei konstanter 
Steuerspannung. 


7. Energieverteilungen im Kerngebiet des Strahlers LI. 

7.1. Anderung der Kathodentemperatur und der Steuerspannung (Strah- 
ler II). In Fig. 12 sind die Energieverteilungen des Strahlers I fiir drei 
verschiedene Kathodentemperaturen und fiir die beiden Steuerspan- 
nungen 0 und 62 V wiedergegeben. 
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Fiir die tiefste Kathodentemperatur decken sich die Energievertei- 
lungen 1, 1* der beiden Steuerspannungen angenahert. Die Rechen- 
temperaturen differieren ,,nur’’ um BOOMER 


Eine Steigerung der Kathodentemperatur treibt jedoch die zu beiden 
Steuerspannungen gehérenden Verteilungen auseinander und bewirkt 
eine starke anomale Verbreiterung der Verteilung fiir positive Steuer- 
spannung (J%3y, = 11000° K 
fiir Us, =62 V_ gegentiber 
dos, = 3020 K tur U0 
bei gleicher Kathodentem- 
peratur). 


7.1.1. Raumladungsein- 
fluB. An diesem Versuch 
wird besonders deutlich, 
daB die anomale Verbrei- 
terung nicht eine Funktion 
der Raumladungsdichte an 
der Kathode sein’ kann, 


2eV 7 0 -7 -2 


=a // 


Fig. 12. Energieverteilungen ftir verschiedene Temperaturen denn die schmale Energie- 
© 


und Steuerspannungen (Strahler II). 


verteilung 3 ist bei Raum- 


Ug = 27 keV, lx_y = 180mm, Ux = 0,89 eV, 
ladungsbegrenzung, die ver- 
| Dy, (V) | ig;(Amp) |tge,(Amp)| ig (Amp) | Tego, (°K) A = aes : 
ey Se : | '03%'~. breiterte Verteilung 3* da- 
| | | 7 
1 0 na a2 | 6,4 - 40-22 1760 oO =) oSs- 
ieleeae la tyes |) eee Tee Sac gegen ohne Raumladungs 
; ; tere eed a opow mote begrenzung (Sattigung) ge- 
hss 62 8,6) 1054 | 1-2MOee Dac Ome | 3160 wonnen 
3 6) = ACB On a 3 1Or A Ono O20) x , 
3* 62 5,4 -40=* || 3,5- 10-5 | 4,2-10-* | 41000 Die Verschiebung der 


MAXWELL-Verteilungen 1, 
2,3 durch die Temperaturerhohung kann wie in 5.3. durch die Annahme 
eines Potentialberges gedeutet werden, der sich vor der Kathode als 
Folge zunehmender Raumladung aufbaut. 


ty 


7.1.2. Spektrometerwirkung. Die Vermutung, daB die anomale Ver- 
breiterung durch eine Art Spektrometerwirkung zustande kommt, 
indem das inhomogene Feld im Strahler Elektronen unterschiedlicher 
Energie aus der zur Verfiigung stehenden MAXwetr-Verteilung aus- 
wahlt und im Strahl biindelt, wird durch die Versuche 7.1. widerlegt. 
Die anomale Breite der Verteilungen 1*, 2*, 3*in Fig. 12 wachst 
namlich mit zunehmender Strahlstromdichte, obwohl die Potential- 
verhaltnisse im Strahler wegen der relativ hohen und konstanten Steuer- 
spannung (60 V) und Feldstarke (~ 1000 V/cm) nicht wesentlich ver- 
andert sein kénnen. 

Wie in 5.1. ist auch in dem Versuch 7.1. die anomale Verbreiterung 
mit der Strahlstromstarke und der Strahlstromdichte nach GréBe und 
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Vorzeichen in gleicher Weise gekoppelt; also werden auch die Ursachen 
der Erscheinung bei beiden Strahlern die gleichen sein. 


7.2. Wechselstromheizung. Wechselstromheizung hat wie in 5.3.1. 
nur eine fast unmerkliche Verbreiterung der Verteilung zur Folge, so 
daB hieraus der Aquipotentialcharakter der Anordnung folgt. 


7.3. Anderung des Achsenabstandes. Auch die anomale Breite der 
Verteilung des Strahlers II nimmt (wie in 5.6.) nach Fig. 13 mit dem 
Achsenabstand ab. 

Dieses Verhalten ist nach 7.1. insofern zu erwarten, als auch die 
Strahlstromdichte mit dem Achsenabstand abfallt und aus den bis- 
herigen Versuchen zu entnehmen ist, daB die Breite der Verteilung in 
direktem Zusammenhang mit der 
Strahlstromdichte steht. Die Vor- | we | 
gange in der Achse des Strahlen- 
biindels haben nach diesem Befund 
nur beschrankten EinfluB auf die 
Energieverteilung in den auBeren 
Bereichen des Strahls; das gleiche 
gilt fiir die Strahlstromstarke. 

Im Gegensatz zum Strahler I ia! 
tritt beim Strahler I] erwartungs- Fig. 13. Energieverteilungen des StrahlersII fiir 


JeV 2 7 0 -7 


‘ . z ; chiedene Achsenabsta 2) 3), 
gemaB keine Erhohung der mitt- ee ee ga 
é “ Up = 27keV, Dy =+ 52V, 
leren Energie mit dem Achsen- ie. ays : 
‘ é ‘ ly_-y =—HOmmM, 46, = 3° 10°* Amp. 
abstand ein, da hier der negative 
i, (A HiT co a TN Il 9 
Potentialberg fehlt, sondern im i, (Amp) | Tea (°K) | Te 
Gegenteil eine, wenn auch nur 1 palige ei Fence ~ 3000 
: z= : : 2 8,8 + 10-° 8300 ~ 3000 
geringfiigige, Erniedrigung. 3 367 10-1 4000 ~ 3000 


&. Energieverteilungen im diffusen Hof des Strahlers LI. 

Der in Fig. 13 untersuchte Abstand 3 ragt schon weit aus dem 
Kern heraus in das Gebiet des diffusen Hofs. Wird in diesem Gebiet 
die Analyse iiber einen gréBeren Energiebereich erstreckt, so treten die 
in Fig. 14 dargestellten Verteilungen auf. Wahrend ihre Form und Breite 
weitgehend unabhangig vom Steuerpotential ist, verschiebt sich ihre 
Lage um das Steuerpotential. Die Nullenergie (Einmiindung der Ver- 
teilung in den Sattigungswert 7,) ist um den Betrag des Steuerpotentials 
geringer als die Energie der Primarelektronen (abgesehen von Kon- 
taktpotentialdifferenzen). 

Hieraus leitet sich zwanglos die Erklarung ab, daB der diffuse Hof 
durch Sekundarelektronen aus der Steuerelektrode gebildet wird. Die 
Sekundarelektronen stammen aus dem Inneren der Steuerelektrode und 
werden durch den Aufprall der thermisch emittierten Elektronen auf 
die Steuerelektrode ausgelést. Die Zahl der durch Ionenaufprall (aus 
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dem Restgas) ausgelésten Sekundarelektronen ist vergleichsweise da- 
gegen gering, da die Intensitat des diffusen Hofs vom Druck des Kest- 
gases (10-3 bis 10-5 Torr) fast unabhangig ist. Sekundadrelektronen 
der Startenergie Null haben in Ubereinstimmung mit diesen Messungen 
eine um das Steuerpotential geringere Energie als direkt von der 
Kathode stammende Elektronen. 

Bemerkenswert ist die relativ groBe Breite der Energieverteilung 
der Sekundirelektronen (Rechentemperatur 73, 38000° K). Sie 
unterscheiden sich nach Fig. 14 von MaxweE t-Verteilungen gleicher 

Temperatur durch den star- 


oe ae keren Anteil von Elektronen 
oy Primar - be é 
Ss ale strah/ hoherer Energie. 


Sekunoarelektronen 


Pt 


9. Einflug 
von Elektronenlinsen. 
Aus den vorangegangenen 
Untersuchungen hatte — sich 
4d Morwell ergeben, daB die anomale 


Primar = “f i : : : 
elektronen "38000 °K Verbreiterung der Energie- 
-17 SY = j j 

0 SG ae verteilung unmittelbar von 

J 2 st eU wees act Lt oti Stromdichte und -staérke des 
ig. 14. Energieverteilungen im diffusen Hof des x 

Strahlers II fiir verschiedene Steuerspannungen. Elektronenstrahls abhangen. 

uy = 27keV, I _yy = 240mm. Dementsprechend _ sollte 


eine Anderung der Verteilung 
der Stromdichte langs der Achse des Elektronenbiindels durch magne- 
tische oder elektrische Felder, also z.B. durch Elektronenlinsen eine 
Anderung der Energieverteilung zur Folge haben. Eine VergréBerung 
der ,,mittleren“’ Strahlstromdichte (gemittelt tiber den Abstand Strah- 
ler—MeBblende) durch eine Linse sollte also eine Verbreiterung der 
Energieverteilung verursachen. 

9.1. Erhihung der mittleren Strahlstromdichte. Die mittlere Strahl- 
stromdichte kénnte z.B. durch Abbildung der Kathode auf die Mef- 
blende mittels einer Elektronenlinse erhoht werden. Gleichzeitig wiirde 
hierdurch aber eine Anderung der Sattigungsstromstarke! i, und der 
Neigung® der zur Messung gelangenden Strahlen erfolgen, auBerdem 
wiirden in diesem Fall die Elektronen achsenferner Strahlen mit in die 
Messung einbezogen werden, die nach 5.6. und 7.3. eine andere 
Energieverteilung besitzen als die achsennahen. 


* Zumindest in dem in §.5. angegebenen Bereich besteht jedoch Unabhangigkeit 
der Verteilung von der MefSstromstarke. 

* Zumindest bis zu einem Winkel #= 1- 1072 des Elektronenstrahls gegen die 
Achse des MeBkafigs besteht nach der experimentellen Priifung Unabhangigkeit 
der Energieverteilung. 
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Um zunachst den EinfluB dieser Parameter auszuschalten, wurde 
das Elektronenbiindel nach Fig. 15 mit einer magnetischen Linse eroBer 
Brennweite soweit tiberfokussiert, bis die MeBstromstirke wieder ihren 
ursprtinglichen Wert (¢,=1-10-9 Amp) annahm. Durch diese Art der 
Fokussierung wird also die MeBstromstirke nicht, die Neigung und die 
Auswahl der vermessenen Strahlen nur unwesentlich geandert; allein 
die »mittlere Stromdichte wird erhéht. Das Resultat der Fokussierung 
ist nach Fig. 15 eine erhebliche Verbreiterung der Energieverteilung: 
(Z63» =4020° K ohne Fokussierung, T;;, = 5550° K mit Fokussierung), 
wobei der Mittelwert w,, angenahert er- 
halten bleibt. 

MAXWELL-Verteilungen sehr geringer 
Strahlstromdichte wurden erwartungsge- 
ma8 durch die Fokussierung nicht merklich 
verandert. Die Verbreiterung infolge der 
Fokussierung ist also nicht etwa eine un- 
mittelbare Folge des magnetischen Feldes 
z. B. infolge chromatischer Linsenfehler, son- aes 
dern eine Folge der durch das Felderhéhten Fig. 15. Energieverteilung bei Fokus- 
mittleren Stromdichte, ee 

Die durch Fokussierung verbreiterten rung nicht geandert (Strahler 1). 
Energieverteilungen weisen energiedrmere Pal pci K, 
Elektronen auf als die urspriinglichen. Diese fokussiert: Tyo, = 5550° K 
Elektronen kénnen nicht durch Spektro- 
meterwirkung des Magnetfeldes der Linse aus den Randpartien des 
Elektronenbiindels in die Umgebung der Achse gelenkt sein, da in 5.6. 
gezeigt worden war, daB die Elektronenenergie mit dem Abstand von 
der Achse des Biindels zunimmt. Auch ergeben einfache Abschatzungen, 
daB die Spektrometerwirkung der magnetischen Linse fiir derartige 
Effekte zu klein ware. 

Versuche mit dem Strahler II zeigten das gleiche Resultat, obwohl 
hiernach die Abweichungen der mittleren Energie von Strahlen ver- 
schiedenen Achsenabstandes besonders geringfiigig sind. 

Die Beeinflussung der Energieverteilung durch die Fokussierung ist 
also nicht auf eine Verinderung der Auswahl unter den zur Verfiigung 
stehenden Elektronenenergien zuriickzufiihren, sondern auf eine Ver- 
anderung der Elektronenenergie selbst als Folge der Erhohung der 
mittleren Strahlstromdichte. AuBerdem ist in diesem Fall einwandfrei 
zu konstatieren, daB die Beeinflussung der Energieverteilung auBerhalb 
des Beschleunigungsraumes eintritt, wo die Elektronen ihre volle, relativ 
hohe Energie (27 keV) erreicht haben. 

9.2. Verminderung der mittleren Strahlstromdichte. Bei den Versuchen 
ohne Linsen treten die héchsten Strahlstromdichten in Nahe des 

NOY 


JeV 2 7 0 
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Strahlers auf. Um eine merkliche Erniedrigung der mittleren Strahlstrom- 
dichte durch eine Linse herbeizufiihren, muB also das Elektronenbiindel 
méglichst in Nahe des Strahlers durch eine Linse moéglichst kurzer 
Brennweite divergent gemacht werden. Um den Unterschied in der 
mittleren Strahlstromdichte zwischen den beiden Betriebszustanden so 
groB wie moglich zu halten, ist es ferner zweckmaBig, die Divergenz des 
vom Strahler ausgehenden Elektronenbiindels méglichst klein zu halten. 
Die eigentliche Schwierigkeit, eine wesentliche Erniedrigung der mitt- 
leren Strahlstromdichte herbeizufiihren, besteht jedoch darin, daB die 
rotationssymmetrischen Elektronen- 
927-108 linsen Sammellinsen darstellen, wo- 

durch zunachst eine hier unerwiinschte 
| Erhéhung der Strahlstromdichte in 
es Nahe des Fokussierungspunktes ein- 
~ tritt. 

Trotz dieser Schwierigkeiten ge- 
lang’ es, nach “Figs46 mit) Hilfe 
einer in Nahe des Strahlers II an- 


othode 


elekir. 
Linseé 


ohne Linse 


FeV Z, 7 0 


=z l/ 


Fig. 16. Energieverteilung hinter einer kurz- gebrachten elektrischen Einzellinse 


brennweitigen, in unmittelbarer Nahe des 


Strahlers II befindlichen Linse. kurzer Brennweite eine Verminde- 
ug =27keV, I g_yy = 258mm, rung der anomalen Verbreiterung 
®~, = 120 V, Cre = Oe oni0y, é : : : 

a Pe ee der Energieverteilung nachzuweisen: 

ohne Linse: T630, = 6090° K, wee A af 

mit Linse: Ty3o, = 5660° K. (T3x, =6090° K ohne Linse, 5660° K 
mit Linse). 


9.3. Keine Anderung der muittleren Strahlstromdichte. Eine kurz- 
brennweitige (f = 7,5 mm) elektrische Einzellinse, die in gréBerer Ent- 
fernung (/,_, = 232mm) vom Strahler aufgestellt war, verursachte 
keine merkliche Veranderung der Energieverteilung (sowohl von MAx- 
WELL-Verteilungen wie von anomal verbreiterten Verteilungen bis 
Te3y%, = 4060° K, bei MeBstromen bis 7,=2,9-10°-® Amp, Strahlstrémen 
tees = 9-108 Amp und einer Entfernung Linse—MeBblende 1,_,, = 
455mm). Dies ist nach den vorhergehenden Bemerkungen verstandlich, 
weil die Strahlstromdichte am Ort der Linse wegen der Divergenz des 
Elektronenbiindels sehr herab gesetzt ist und die Strahlstromstarke 
wegen der geringen Offnung der Gesichtsfeldblende (0,1 mm) in und 
hinter der Linse entsprechend reduziert ist. Die mittlere Strahlstrom- 
dichte wird unter diesen Umstanden durch die Linse nur unwesentlich 
geandert. 


9.4. Elektronenmikroskopische Anordnungen. Die Verbreiterung der 
Energieverteilung durch Fokussierung ist unter anderem von Interesse 
fiir die chromatische Aberration hochauflésender Elektronenmikroskope. 
Daher wurde die in Fig. 17 dargestellte typische Anordnung, die aus 
einem Kondensor und einem kurzbrennweitigen Objektiv besteht, hin- 
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sichtlich der austretenden Energieverteilung untersucht. Bei optimaler 
Bildhelligkeit und den angegebenen Daten ergeben sich die in Fig. 47 
dargestellten Energieverteilungen mit den Rechentemperaturen 133% = 
4060° K ohne Kondensor und 7%3o, = 5930° K mit Kondensor, bei einer 
wahren Kathodentemperatur von T,,—=2570° K. Aus diesen Daten oder 
besser direkt aus der Energieverteilung laBt sich — unter Zugrunde- 
legung der chromatischen Fehlerkonstante, der Winkelverteilung der ab- 
bildenden Strahlung und der Objektivapertur— das chromatisch bedingte 
Auflésevermégen der elektronenmi- 
kroskopischen Anordnung berechnen. 


| untokussiert 
13-107 


i[A]—+ 


FeV wy 7 0 
Se 
Fig.17. Wirkung eines Kondensors bei elek- Fig. 18. Energieverteilungen bei starkeren Strahl- 
tronenoptischer Abbildung auf die stromdichten und -starken (Strahler I). 
Energieverteilung (Strahler 1). ug = 27 keV, 2,3,4Tw ~ 2800° K = const. 


lie lee ane 
tees (Amp) | i, (Amp) | Ze3.% ( K) 


tbr = 27 keV, Rg, = 1-107, 
tt — 19 -40-" Amp, 


ges 


unfokussiert : To, % = 4060° K, u base | = 637 10-2 2450 
fokussiert: Tg30, = 5930° K, fokussiert ot 

- 2 ” = 2337105" Hil) 4620 

ip SAI Be 3 53 1,4-40-8 | 5,5-40-* | 19000 

4 fokussiert 1,4-10-3 | 5,9:10-7 | 30500 


In der Praxis der Elektronenmikroskopie wird man unter Umstanden 
hdéhere Rechentemperaturen annehmen kénnen, weil dort wegen besser 
korrigierter Kondensoren, giinstigerer Strahler und héherer Anoden- 
potentiale (vgl. auch 10.) héhere Strahlstromdichten auftreten kénnen 
als in diesem Beispiel. 

9.5. Stirkere Strahlstréme. Eine weitere VergroBerung der Strahl- 
stromdichte und -starke kann zu einer weiteren Verbreiterung der 
Energieverteilung fithren. In Fig. 18z. B. ist die schmale Energieverteilung, 
die sich bei niedriger Kathodentemperatur im Abbildungszustand (vgl. 
5.1.) einstellt, den Energieverteilungen (2., 3., 4-) gegentibergestellt 
worden, die sich bei héherer Kathodentemperatur (7, = const ~ 2800° K) 
ergeben. 

Verteilung 2 entsteht bei der Einstellung des ,, normalen“ Betriebszu- 
standes, Verteilung 3 und 4 bei héheren Strahlstrémen (7,.,=1,4°10-? Amp), 
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die. durch Erniedrigung des Betrages der Steuerspannung eintreten. Die 
Folge ist bei der Energieverteilung ohne Fokussierung eine Erhéhung 
der Rechentemperatur auf 19000° K und mit Fokussierung sogar auf 
30500° K. Da die magnetische Linse starken Astigmatismus aufwies, 
werden besser korrigierte Systeme die Rechentemperatur noch weiter 
erhohen. 

Die mittleren Energien dieser Verteilungen weichen im Verhdaltnis 
zur Anderung ihrer Breite nur wenig voneinander ab. 

Strahlstrome von der GréBenordnung einiger Miliampere treten in 
Oszillographenrdhren und in Feinfokus-Réntgenréhren auf. Auch hier 
kann der chromatische Linsenfehler im Zusammenhang mit der ano- 
malen Verbreiterung der Energieverteilung fiir das Auflosungsvermogen 
von Interesse werden. 


9.6. Naherungsformel fiir anomale Rechentemperatur. Die Auswertung 
der experimentellen Daten ergibt fiir den Strahlier I in ersterNadherung 
einen linearen Zusammenhang zwischen der Rechentemperatur und der 
axialen Strahlstromdichte7 in 10cm Entfernung! vom Strahler: 

753% 


= —- #1 & d 
Sapa OOO. t 1,6 108 Amp/cm? eo 


tur den, Bereich 5 > 105+ Amp/cem? = 7=7 34052 Amp/cm* und siurpeme 
Elektronenenergie von etwa 30 keV. Da die Strahlstromstarke unter 
den gewahlten Voraussetzungen in funktionalem Zusammenhang mit 
der Stromdichte steht, ist die Rechentemperatur implizite auch von der 
Strahlstromstarke abhangig?. 

Fir 7<5-10-4 Amp/cm? geht die anomale Rechentemperatur nach 
Gl. (3) in die wahre Kathodentemperatur iiber, fiir 7 > 7- 10-3 Amp/cm? 
ergibt das Experiment ebenfalls geringere Werte als Gl. (3). Die Kurve3 
in Fig. 18 hat z.B. eine Rechentemperatur von 19000° K gegeniiber 
einer nach Gl. (3) errechneten Temperatur von 47000° K. 

Gl. (3) gibt auch die Rechentemperaturen des Strahlers II, allerdings 
mit groBerer Unsicherheit, wieder. 

Durch einmalige Fokussierung mit langbrennweitigen Linsen groBer 
Offmung kann eine Erhéhung der Rechentemperaturen bis zu einem 
Faktor kleiner als 2 eintreten. Da bisher nur Linsen mit relativ starkem 
Astigmatismus untersucht worden sind, laBt die Verwendung besserer 
Linsen eine weitere Erhéhung der Rechentemperatur erwarten. 


! Hierbei ist angenommen, daB wegen der Divergenz des Elektronenbiindels 
groBere Entfernungen als 10 cm vom Strahler nicht wesentlich zu der anomalen 
Verbreiterung beitragen. 

2 Allerdings zeigen die Versuche in 5. und 7., daB die anomale Rechentemperatur 
in erster Linie eine Funktion der Strahlstromdichte und erst in zweiter Linie eine 
Funktion der Strahlstromstarke ist. 
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10. Anderung des Anodenpotentials. 


Eine Anderung des Anodenpotentials hat bei konstanter Kathoden- 
temperatur eine Anderung der Strahlstromstirke und der Strahlstrom- 
dichte oder der Raumladungsdichte im Strahl zur Folge. Die bisherigen 
Versuche zeigen die Abhangigkeit der Energieverteilung von diesen 
Parametern; daraus folgt die Notwendigkeit bei der Variation des 
Anodenpotentials, mindestens einen von ihnen, z.B. die Strahlstrom- 
dichte, konstant zu halten. 


10.1.1, Konstante axiale Stromdichte. Wird die axiale Strahl- 
stromdichte in der Ebene der MeBblende bei Anderung des Anoden- 
potentials durch entsprechende Anderung des Steuerpotentials konstant 
gehalten (1, = const), so ist die Erhdhung des Anodenpotentials mit 
einer Herabsetzung der Strahlstromstaérke und der axialen Raum- 
ladungsdichte 9 verkniipft (vgl. Tabelle 1). Nach den bisherigen Er- 


Tabelle 1. Anderung des Anodenpotentials bei konstanter axialey Stromdichte und 


Gegenversuch (10.1.1. und 10.1.2.) 


Us (keV) iges (10-* Amp) ts (10-* Amp) 03/0n Toy, (°K) 
| 
g355 8,5 0,6 2 3300 + 70 
27 325 0,6 1,4 3300 + 70 
54 5 0,6 1 3300 =- 70 
27 Bas. 0,85 2 3670 + 30 
27 35 0,6 4 B 500s. 30) 
27 2,3 0,43 1 3340 + 30 


fahrungen sollte hierdurch die anomale Breite der Energieverteilung 
verringert werden. Tatsadchlich hat unter diesen Umstanden die 
Anderung des Anodenpotentials keine Anderung der Energieverteilung 
zur Folge: die Verteilungen decken sich innerhalb der fiir diesen Versuch 
ziemlich hohen Fehlergrenze von T = + 70° K. 

10.1.2. Gegenversuch bei konstantem Anodenpotential. Um zu priifen, 
wie groB etwa die in 10.1.1. erwartete aber nicht eingetretene Verbrei- 
terung der Energieverteilung hatte sein miissen, wurde in einem Gegen- 
versuch bei konstantem Anodenpotential die Strahlstromstarke herab- 
gesetzt (vgl. Tabelle 1). Hierdurch wurden auch die axiale Strom- 
dichte und die axiale Raumladungsdichte, letztere um den gleichen 
Faktor wie in 8.1.1. vermindert. In diesem Versuch mit konstantem 
Anodenpotential wurde die erwartete Verminderung der Rechentempe- 
ratur beobachtet, trotzdem die Strahlstromstarke in geringem MaBe 
variiert wurde wie in 8.1.14. In dem Versuch 10.1. hatte also erst recht 
eine Verminderung der Rechentemperatur eintreten miissen, falls nicht 
durch die Erhéhung des Anodenpotentials andere Effekte ins Spiel 


gekommen sind. 
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10.2. Folgerung. Durch die Erhéhung des Anodenpotentials tritt 
also eine zusitzliche Verbreiterung der Energieverteilung ein. Dieser 
Befund ist zunachst von praktischem Interesse. Ob allerdings aus diesem 
Versuch gefolgert werden darf, da die Wechselwirkung der Elektronen 
mit ihrer Energie zunimmt, oder daf etwa die veranderte Strahlgeometrie 
in Nahe des Strahlers (hdhere Strahlstromdichte ?) fiir diesen Effekt 
verantwortlich zu machen ist, sollte vorsichtigerweise weiteren Unter- 
suchungen vorbehalten bleiben. 


11. Anderung der Anode. 


Bei den bisher untersuchten Strahlern wurde die Anode durch die 
Wandung des EntladungsgefaBes gebildet (@ =64 mm). Die Einfithrung 
einer Anode in Form einer Blende mit einer Offnung von 1mm @ in 
8mm Abstand von der Kathode erhéht die Feldstarke vor der Kathode 
und zieht damit auch eine VergréBerung der Strahlstromdichte und 
Strahlstromstarke nach sich. 

Durch Erhéhung des Steuerpotentials auf etwa den doppelten Wert 
konnten nahezu die urspriinglichen Werte der Strahlstromstarke und der 
Strahlstromdichte wieder eingestellt werden. 

Unter diesen Umstanden hatte die Einfiihrung der Anode eine Ver- 
breiterung der Energieverteilung zur Folge. Ob dieses Resultat eine 
Folge starkerer Wechselwirkung bei héherer Elektronenenergie ist, be- 
darf ebenfalls weiterer Untersuchungen. 


12. Austrittsarbeitsdifferenzen. 
12.1. Zwischen Kathode und Mefkafig. 


12.1.1. Betrag. Die Austrittsarbeitsdifferenz oder die Kontakt- 
potentialdifferenz zwischen Kathode (Wolfram) und MeBkafig (Gold) 
ergibt sich in Fig. 5, 7 und 11 aus der Lage der Einmiindung der Max- 
WELL-Verteilung in den Sattigungswert des MeBstromes. Demnach ist 
dort die Austrittsarbeit der Kathode um 0,81 bzw. 0,89 eV gréBer als 
die des MeBkafigs. Da die Austrittsarbeit von reinem Wolfram (4,52eV)! 
geringer ist als die von reinem Gold (4,8 eV) 2, mu8B angenommen werden, 
daB die Austrittsarbeit von Wolfram infolge Sauerstoffbedeckung durch 
das Restgas (Dampfdruck 10~4 bis 10-6 Torr) starker gewachsen ist als 
die Austrittsarbeit des Sauerstoff-bedeckten Golds. Dies entspricht den 
bisherigen Erfahrungen, da maximale Erhéhungen der Austrittsarbeit 
be1 Wolfram bis 9,3 eV’ und bei Gold bis etwa 6,1 eV4 infolge Sauerstoff- 


1 Vgl. z.B. Herrine, C., u. Nicwots: Rev. Mod. Phys. 21, 185 (1949). 

2 Vel. z.B. BECKER, I. A.: Rev. Mod. Bhiysiy 7; 95) (41935): 

3 Krnepon, K.H.: Phys. Rev. 24, 510 (1924). 

* WHALLEY, H. K., u. E. K. Rrpear: Proc. Roy. Soc. A 140, 484 (1933). 
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bedeckung beobachtet worden sind. Der Einflu8 der RuBschicht auf 
die Austrittsarbeit von Gold ist noch ungeklart. Méglicherweise ist sie 
jedoch die Ursache der beobachteten Differenz. 


12.1.2. EinfluB des Dampfdrucks. Eine Anderung des Dampfdrucks 
verursacht fiir hinreichend niedrige Drucke unter Umstanden eine 
Parallelverschiebung der Energieverteilung, jedoch keine Veranderung 
ihrer Breite. 

So wurde beispielsweise bei den in Fig. 19 dargestellten Verteilungen 
durch Erhéhung des Dampfdrucks! von 0,8: 10-4 auf 4- 10-4 Torr die 
mittlere Energie um AU 0,076 + 0,003 eV 
vergroBert. Gleichzeitig wurde dadurch die 
MeBstromstarke von ,7,=3,1-107Amp auf 
ot, = 1,86-10°4 Amp vermindert?. 

Der Grund fiir die EnergieerhGhung und 
fiir die Stromstarkenverminderung durch die 
Erhéhung des Dampfdrucks ist in einer Er- 
hdhung der Austrittsarbeit der Kathode infolge 
einer Anderung der Oberflachenbedeckung zu Fig. 19. Dampfdruck und 
suchen. Da es sich in Fig. 19 um MAXxwELl- Seacieventalne, 
Verteilungen handelt, und da in diesem Fall ena: ee 
die MeBstromstarke 7, proportional zur Strom- : 
dichte an der Kathode ist, mu8 sich die Anderung der Austritts- 
arbeit A U, auch mit Hilfe des RICHARDSON-Gesetzes bestimmen lassen: 


AU, = U4, — Ugg = FT «In 11,/92, = 0,075 + 0,005 eV. 


Dieser Wert steht nach Vorzeichen und Gréf8e in Ubereinstimmung 
mit dem oben direkt aus der Energieverschiebung ermittelten Wert 
(AU=AU,), so daB die Deutung der Energieverschiebung als Folge 
einer Anderung der Austrittsarbeit bestatigt wird. 


12.1.3. Anomale Verschiebung als Folge der Anderung der Austritts- 
arbeit. Nicht allein durch Anderung des Dampfdrucks, sondern auch 
durch Anderung der sonstigen Entladungsbedingungen wie z.B. der 
Kathodentemperatur oder des Steuerpotentials wird die Bedeckung der 
Kathode und damit die Austrittsarbeit geandert. Zum Beispiel verur- 
sacht eine sprunghafte Anderung dieser GréBen im Strahler II auBer 
einer sprunghaften auch eine langsam verlaufende Anderung des Strahl- 
stroms, die ein Zeichen fiir eine langsame Anderung der Austrittsarbeit 


1 Mit dem Ionisationsmanometer gemessen. 

2 Um den Vergleich der beiden Verteilungen zu erleichtern, wurde die Ver- 
minderung der MeBstromstarke ,i, durch die Erhéhung des Dampfdrucks durch 
eine entsprechende Erhéhung der Temperatur um etwa 30° K wieder ausgeglichen. 
Hierbei wird in Ubereinstimmung mit der Erfahrung von I. LancmurrR [{Z. angew. 
Chem. 46, 719 (1933)] angenommen, da diese geringe Temperaturanderung keine 
in Betracht kommende Anderung der Austrittsarbeit nach sich zieht. 
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infolge der Einstellung eines neuen Gleichgewichtszustandes der Ober- 
flachenbedeckung der Kathode ist. 

Andererseits wird nach 9.1. durch die Fokussierung mit Elektronen- 
linsen zwar die Breite der Energieverteilungen, kaum jedoch die Lage 
ihres Mittelwertes verandert. Auch die Bedeckung der Kathode bzw. 
ihre Austrittsarbeit wird durch die Einschaltung der Linse kaum ge- 
andert, besonders wenn die Linse in gréBerer Entfernung vom Strahler 
angeordnet ist. 

Hierdurch wird der SchluB nahegelegt, daB die anomalen Verschie- 
bungen nicht in kausalem Zusammenhang mit den anomalen Verbrei- 
terungen stehen, sondern auf eine Anderung der Austrittsarbeit der 
Kathode zuriickzufiihren sind, da sie nur dann auftreten, wenn die 
Entladungsbedingungen der Kathode geandert worden sind. Die GroBe 
der anomalen Energieverschiebung ware demnach ein direktes MaB fiir 
die Anderung der Austrittsarbeit. 

Selbstverstandlich kénnen derartige Anderungen der Austrittsarbeit 
auch diejenigen Verschiebungen teilweise kompensieren oder sogar tiber- 
kompensieren, fiir die vorher (6.1.) allein Potentialschwellen als Folge von 
Raumladungen oder negativen Steuerpotentialen verantwortlich gemacht 
worden sind. 


12.2. Ortliche Unterschiede der Austrittsarbeit. 


12.2.1. Bisherige Ergebnisse. Die Austrittsarbeit ist nicht drtlich 
konstant, sondern eine Funktion der angeschnittenen Kristallflachen 
und der unterschiedlichen Bedeckung durch Fremdschichten. Bei 
reinem Wolfram z.B. wurden als Extremwerte der Austrittsarbeit 
U4a11)= 4,39 eV und Ugayy2,=4,09eV mit den Mengenkonstanten 
Aqyiy = 35 Amp/cm* °K? und A(y9) = 125 Amp/cm? °K? gemessen, 
wahrend von dem gleichen Autor die Mittelwerte zu Uy ,,=4,53 eV 
und A,,—60 Amp/cm? °K? angegeben werden}. 

Die Unterschiede in der Austrittsarbeit mitissen natiirlich bei gleich- 
zeitiger Messung der Elektronenstréme verschiedener Kristallflachen zu 
einer entsprechenden Verbreiterung der Energieverteilung fiihren, die 
damit eine Funktion der Differenz der Austrittsarbeiten, der Mengen- 
konstanten und der Flachenverhaltnisse der beteiligten Kristallflachen 
wird. 

Die Messungen der Energieverteilung (Anlaufstromcharakteristik) 
reiner Wolframkathoden zeigen in den Untersuchungen von RICHARD- 
SON, SCHOTTKY und GERMER (I. c.) Ubereinstimmung mit der Annahme 
einer einheithchen Austrittsarbeit, in den Untersuchungen von Not- 
TINGHAM (1. c.) dagegen Abweichungen davon, die NoTTINGHAM auf die 
Wirkung eines Reflexionskoeffizienten an der Oberflache zuriickfiihrt, die 


1 NicHots, M.N.: Phys. Rev. 57, 297 (1940). 
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aber nach NIcHoLs und HERRING (I. c.) auch durch ortliche Unterschiede 
in der Austrittsarbeit gedeutet werden kénnen. 

12.2.2. EinfluB auf MAxwe.t-Verteilung (5.1.). Die Ubereinstim- 
mung der in Fig. 5 wiedergegebenen Verteilung mit der MAXwEL1-Ver- 
teilung ist deshalb so iiberraschend, weil die Kathode nach Fig. 4 bei 
dieser Temperatur eine értlich stark unterschiedliche Emission aufweist, 
und daher 6rtliche Unterschiede in der Austrittsarbeit erwartet werden 
sollten. Das Nichtauftreten einer Verbreiterung als Folge derartiger 
Differenzen ist vermutlich auf folgende Griinde zuriickzufiihren: 


1. Der untersuchte Kathodenbereich hat einen so geringen Durch- 
messer (<10~3cm), daB in diesem Bereich die Austrittsarbeit ange- 
nahert konstant ist. 

2. Es wird nur ein relativ begrenzter Strombereich untersucht 
way — 15-4 bis 30-4). 

3. Die vom Mittelwert abweichenden Austrittsarbeiten haben infolge 
der Flachenauswahl und der zugehérigen Mengenkonstanten A nur ge- 
ringen EinfluB auf die Energieverteilung. 

4. Die Kathodentemperaturen liegen héher als in den Messungen von 
NOTTINGHAM (813, 1160, 1852° K). Nach dem gleichen Autor nehmen 
aber die Abweichungen von der MAxweEtt-Verteilung mit steigender 
Temperatur ab. 

Bemerkenswert ist in Zusammenhang mit Punkt 1, daB auch bei 
dem Strahler II MAxwett-Verteilungen beobachtet wurden in einem 
Bereich, in dem von einer Abbildung der Kathode keine Rede sein kann. 
In diesem Fall handelt es sich um eine raumladungsbegrenzte Entladung 
mit sehr starker Raumladung in Nahe der Kathode, wodurch vermutlich 
die MAXWELL-Verteilung als Gleichgewichtszustand wieder hergestellt 
wird. 

12.2.3. Bedeutung fiir anomale Verbreiterung. Ortliche Unterschiede 
der Austrittsarbeit sind auf keinen Fall verantwortlich fiir die durch 
Fokussierung verursachte anomale Verbreiterung (8.1.), da hier allein die 
mittlere Stromdichte geaindert wurde, und fiir sehr groBe Werte der 
anomalen Verbreiterung (8.5.), weil diese zu groB sind, um auf Ortliche 
Differenzen der Austrittsarbeit zuriickgefiihrt zu werden. Aber auch 
bei geringen Betragen der anomalen Verbreiterung ist ein wesentlicher 
EinfluB értlicher Austrittsarbeitsdifferenzen sehy unwahrscheinlich, da 
ein kontinuierlicher Ubergang von reinen MAXWELL- zu anomal ver- 
breiterten Verteilungen bei Steigerung der Strahlstromstarke und -dichte 
stattfindet. Hierfiir spricht auch, daB eine Anderung der Oberflachen- 
bedeckung durch Anderung des Gasdrucks (12.1.2.) oder durch Anderung 
der Kathodentemperatur (5.3.) keine unmittelbare Anderung der Breite 
der Verteilung nach sich zieht. 
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13. Querwiderstande. 

13.1, Energieverluste durch Querwidersténde. Erhebliche diskrete 
Energieverluste durch Querwiderstande in der Oberflache der Kathode 
wurden an stark belasteten Ba—O-Kathoden im Impulsbetrieb be- 
obachtet?. Gegenspannungscharakteristiken in zylindrischen Dioden 
ergaben bei niedriger Belastung von Ba—O-Kathoden ebenfalls Ver- 
breiterungen bis um den Faktor 1,5 bis 2,2 gegeniiber den theoretischen 
Erwartungen, wobei der Charakter der MAxwett-Verteilung erhalten 
blieb2. Die Griinde liegen auch hier vermutlich an dem Querwiderstand 
und an der Rauhigkeit der Oberflache, die tangentiale Energiekompo- 
nenten in radiale umzuwandeln vermag, am Tunneleffekt in der Dipol- 
schicht und an G6rtlichen Unterschieden der Austrittsarbeit. 

Bei den hier untersuchten Wolframkathoden und den Dampfdrucken 
von weniger als 10~4Torr sind selbst bei relativ tiefen Temperaturen nur 
Sauerstoffschichten von maximal monoatomarer Dicke zu erwarten; 
auBerdem scheidet die Beobachtung von MAXweELtt-Verteilungen (5.1.) 
gerade bei den niedrigsten Kathodentemperaturen die Wirkung von 
Querwiderstanden fiir die hier untersuchten Energieverbreiterungen aus. 


14, ScHottKy-FEffekt. 


Als ScHotrkKy-Effekt? wird die Erniedrigung der Austrittsarbeit AU, 
durch die auBere Feldstarke E der Kathode bezeichnet: 


Soule Enel ice 
Aa Ve ea ABE PN OR |e : (4) 


Die maximal auftretenden Feldstarken lassen sich am einfachsten bei 
dem Strahler II unter der Annahme, daB Kathode und Steuerelektrode 
einen Platten- oder Kugelkondensator bilden, zu kleiner als 104 V/cm 
abschatzen, so da der Scuotrky-Effekt nur eine Erniedrigung der 
Austrittsarbeit um max. 3,8: 10 eV bedingt. 

Die Feldstarke an der Kathode des Strahlers I kann auf Grund der 
Untersuchungen von PLOKE* abgeschatzt werden. Auch hier ergibt sich, 
daB der Scnortky-Effekt zur Erklarung der beobachteten Anomalien 
nicht ausreicht. 


15. Raumladungsschwingungen. 
Auf die anomale Verbreiterung haben nach dieser Untersuchung 
Kathodentemperatur, Raumladungsbegrenzung und _ Steuerpotential 


+ Loosjes, R., H. J. Vink u, C. G. J. JANSEN: Philips techn. Rdsch. 13, 267 
(1952). 

* NoTrinGHaM, W.B.: Phys. Rev. 41, 793 (1032) IMOrrER sls heen Phas. 
Rev. 25, 671 (1925). — Rorue, H.: Z. Physik 37, 414 (1926). 

* ScHorrKy, W.: Phys. Z. 15, 872 (19114). 

“ PLoKE, M.: Z. angew. Phys. 3, 441 (1954). 
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keinen unmittelbaren Einflu8. Ein Erklarungsversuch der anomalen 
Verbreiterung muB also als wesentlichen Zug die Unabhangigkeit von 
diesen Parametern und die unmittelbare Abhaingigkeit von Strahlstrom- 
dichte und Strahlstromstarke und gegebenenfalls von der Elektronen- 
energie enthalten. 

Diese Bedingungen stehen in Einklang mit der Annahme, daB longi- 
tudinale, durch Schwankungsvorginge (ScHRoTT-Effekt) ausgeldste 
Raumladungsschwingungen im Laufweg des Elektronenstrahls zu An- 
derungen der kinetischen Energie fiihren und damit die Ursache der 
anomalen Verbreiterung sind. 

Longitudinale Raumladungsschwingungen werden z.B. in Lauffeld- 
rohren zur Verstarkung und Erzeugung kurzer elektromagnetischer 
Strahlung ausgenutzt!. Die Verstarkung ist unter anderem eine Funk- 
tion der Strahlstromdichte, -stérke und -energie. Durch statistische 
Schwankungsvorgange ausgeléste Raumladungsschwingungen machen 
sich unter diesen Umstanden als Rauschen bemerkbar, das von CUTLER 
und QUATE? experimentell untersucht worden ist. 

Unter den in dieser Untersuchung vorliegenden Verhaltnissen wird 
der direkte Nachweis des Rauschens wegen der geringen Gesamtleistung 
(<10~4 bis 10°§ W) und der Breite des Spektralbereichs an der Grenze 
der Nachweisbarkeit liegen. Die hier gefundene anomale Verbreiterung 
der Energieverteilung diirfte als besonders empfindlicher Nachweis 
fiir das Rauschen zu werten sein. 

Anomale Energieverluste kénnen als Folge der Raumladungsschwin- 
gungen durch Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen nicht eintreten, 
da longitudinale Raumladungsschwingungen nicht strahlen und in 
diesen Versuchen energieentziehende Kreise wie z.B. Hohlraumresona- 
toren nicht vorhanden sind. In longitudinalen Raumladungsschwingun- 
gen tritt nur ein periodischer Austausch zwischen kinetischer und elek- 
trischer Energie ein, so daB der Poyntincsche Vektor und damit die 
Ausstrahlung gleich Null wird?. 

Eingehendere theoretische Betrachtungen tiber die Beziehungen 
zwischen anomaler Verbreiterung und dem Rauschen wurden zusammen 
mit Herrn Dr. Fack durchgefiihrt und werden in einer gemeinsamen 
Arbeit ver6ffentlicht werden. 

15.1. Untersuchungen anderer Autoren. KLEMPERER‘ findet in 
Lochkamera-Abbildungen von Oxydkathoden Aufspaltungen, die er als 

1 Haerr, A. V.: Proc. Inst. Radio Engrs., N.Y. 37, 4 (1949). — Pierce, J.R., 
u. W. B. HEBENSTREIT: Bell Syst. Techn. J. 28, 33 (1949) und die zusammenfassen- 
den Berichte, PreRcE, J. R.: Travelling Wave Tubes, Van Nostrand, N.Y. 1950, 
Gazor, D.: Brit. J. Appl. Phys. 2, 209 (1951), Krezn, W.: ETZ 73, 587 (1952). 

2Corter, ©. C., u. F.C. Ouare: Phys: Rev. 80, 875 (1950). 


3 Harerr, A. V.: Phys. Rev. 75, 1546 (1949). 
4 KLEMPERER, O.: Proc. Roy. Soc. A 190, 376 (1947). 
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stehende transversale Raumladungsschwingungen langs der Kathoden- 
flache und senkrecht zum Elektronenstrahl deutet. Diese Aufspaltungen 
verschwinden mit steigender Strahlstromstirke. Den auf die Kathoden- 
flache zuriickprojizierten Abstand der Aufspaltungen identifiziert er 
mit den Wellenlangen der Raumladungsschwingungen. 


SEEMANN! dagegen hatte Aufspaltungen in Lochkamera-Abbil- 
dung von Wolframkathoden nicht auf Raumladungsschwingungen, 
sondern auf ,,schiefe Initialemission aus kristallinisch rauhen Metall- 
oberflachen‘ zuriickgefuhrt. 


Derartige Aufspaltungen in Lochkamera-Abbildungen miissen immer 
auftreten, wenn die Kathode rauh ist oder wenn sie nicht homogen 
emittiert ; wenn also Emissionszentren? ausgebildet sind. Diese Deutungs- 
méglichkeit seiner Beobachtungen ist von KLEMPERER nicht diskutiert 
worden. 


Nach Erscheinen der Originalmitteilung? wurde auch von FRIED- 
MANN® iiber die Messung der Energieverteilung thermisch emittierter 
Elektronen berichtet. Er fand Maxwettsche Energieverteilungen und 
Abweichungen davon. 


16. Praktische Bedeutung der Anomalien. 


16.1. Chromatischer Fehler von Elektronenlinsen. Auf die Bedeutung 
der anomalen Verbreiterung fiir den chromatischen Fehler bei der elek- 
tronenoptischen Abbildung (Elektronenmikroskop, Elektronenstrahl- 
Oszillographen, Feinfokus-Réntgenréhren) wurde schon vorher (8.4., 
8.5.) hingewiesen. Besondere Bedeutung kommt jedoch der anomalen 
Verbreiterung fiir das Auflédsungsvermégen des Linsenfilters® zu, da 
hier das Auflésungsvermégen schon bei dem jetzigen Stand der Technik 
durch den chromatischen Fehler bedingt ist. Die Beobachtung von 
Anomalien mit dem Elektronenfilter war ja auch der AnlaB fiir diese 
Untersuchung. Um das Auflésungsvermégen oder die Bildpunktzahl 
des Elektronenfilters zu erhéhen, ist es notwendig, die anomale Verbrei- 
terung soweit wie méglich durch Verwendung méglichst schwacher 
Elektronenstr6me zu reduzieren und eventuell auch die verbleibende 
MAXwELtL-Verteilung durch Erniedrigung der Kathodentemperatur, 
z.B. durch Benutzung von BaO-Kathoden oder durch Spektrometer- 
anordnungen im Strahler einzuengen. 


1 SEEMANN, H.: Z. Physik 79, 742 (1932). 

2 Vel. Fig..9.7. in KLEMPERER, O.: Electron Optics, Cambridge 1953 und 
Fig. 4 dieser Untersuchung. 

* Borerscu, H.: Naturwiss. 40, 267 (1953). 

4 FRIEDMANN, H.: Phys. Verh. 4, 47 (1953). 

® Boerscu, H.: Z. Physik 134, 156 (1953). 
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16.2. Richtstrahlwert. Der Richtstrahlwert! ist definiert durch die 
Beziehung: 


= Ae, (5) 


wobei 7 die Strahlstromdichte und « den halben Offnungswinkel des 
Strahlenbiindels im Aufpunkt bedeutet. 


Der maximale Richtstrahlwert? ergibt sich aus dem Betriebszustand 
der Kathode zu: 
Rnax =Ix* Ula kT. (6) 


Hierin bedeutet j, die Stromdichte an der Kathode. Da diese Be- 
ziehung die Folge der zur Kathodenflaiche tangentialen Komponenten 
der Energieverteilung ist, wahrend die anomale Rechentemperatur durch 
longitudinale Raumladungsschwingungen also durch Anderung der 
Normalkomponenten zustande kommt, ist in GI. (6) die wahre Kathoden- 
temperatur einzusetzen, auch wenn anomale Rechentemperaturen auf- 
treten. 


16.3. hje- und e/m-Bestimmungen. In die h/e-Bestimmungen aus der 
kurzwelligen Grenze der Bremsstrahlung und in die e/m-Bestimmungen 
nach Des CoupREs und Buscu geht die Elektronenenergie ein. Die 
in dieser Untersuchung festgestellten Verbreiterungen und Verschiebun- 
gen der Energieverteilung bedingen in einigen Prazisionsmessungen 
dieser wichtigen Konstanten gréBere Unsicherheiten, als bisher im all- 
gemeinen angenommen wurde, und bestatigen die vorsichtige Beurtei- 
lung der erzielten Genauigkeiten in neueren Zusammenstellungen®. 


16.4. Energieverteilungen. Die hier auf die Ausbildung von Raum- 
ladungsschwingungen zuriickgefiihrte Anomalie gibt vielleicht Anlaf, 
die Deutung friiherer Messungen der Energieverteilung von Gliihelek- 
tronen kritisch zu tberpriifen. 


16.5. Laufzeitréhren. Die anomale Verbreiterung der Energievertei- 
lung hat wahrscheinlich eine noch naher zu untersuchende Verringerung 
des Wirkungsgrades von Laufzeitréhren zur Folge, da dadurch ein Teil 
der Elektronen mit zu groBer Energieabweichung ,,auBer Tritt’’ kommt. 


17. Zusammenfassung. 


Durch Beriicksichtigung elektronenoptischer Gesichtspunkte gelang 
es, die LENARDsche Gegenfeldmethode soweit zu verbessern, daB die 
1 Borrizs, B. v., u. E. Ruska: Z. techn. Phys. 20, 225 (1939). 

2 LancmurrR, D. B.: Proc. Inst. Radio Engrs., N.Y. 25, 977 (1937). — DossgE, J.: 


Z. Physik 115, 530 (1940). 
8 Vel. Stitt, U.: Z. Physik 125, 174 (1948). —- Linkes Meterologisches Ta- 


schenbuch, Bd. II, S. 406. 1953. 
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Vermessung der Energieverteilung thermisch ausgeléster Elektronen- 
strahlen von 20 bis 60 keV Energie mit einer Genauigkeit bis zu 0,004 eV 
moéglich wurde. 

Die erwarteten MAxweEtt-Verteilungen entstehen nur bei sehr ge- 
ringen Strahlstromdichten und -stairken. Mit steigenden Werten, be- 
sonders der Strahlstromdichte, treten Abweichungen von der MAXWELL- 
Verteilung ein, die quantitativ als anomale Verbreiterung oder als 
anomale Rechentemperatur erfaBt werden. Die Abhangigkeit dieses 
Effekts von verschiedenen Parametern wird untersucht und keine un- 
mittelbare Abhangigkeit von Kathodentemperatur, Raumladung an der 
Kathode und Steuerpotential gefunden. Allein von der Strahlstromdichte 
und in geringerem Mae von der Strahlstromstarke und wahrscheinlich 
auch von der Elektronenenergie hangt die Anomalie in der Rechen- 
temperatur unmittelbar ab. Diese Abhangigkeit von der Stromdichte 
spiegelt sich besonders eindrucksvoll in der Abhangigkeit der Energie- 
verteilung vom Abstand von der Achse des Elektronenstrahls und als 
Folge der Veranderung der mittleren Elektronendichte durch die Fokus- 
sierung mit Elektronenlinsen. 

Die Deutung der Entstehung der anomalen Rechentemperatur 
muBte auf dem Wege der AusschlieBung folgender Moéglichkeiten vor- 
genommen werden: MeBfehler, Zusammenst6Be mit dem Restgas, Spek- 
trometerwirkungen des Strahlers, Querwiderstande der Kathode, 6rt- 
liche Austrittsarbeitsdifferenzen. Mit den bisherigen Erfahrungen in 
Einklang ist dagegen die Annahme, daB die anomale Rechentemperatur 
bzw. die anomale Verbreiterung der Energieverteilung durch longitu- 
dinale, durch den Scurott-Effekt ausgeléste, Raumladungsschwin- 
gungen zustande kommt. Auf die Beziehungen zwischen dem Rauschen 
und der anomalen Rechentemperatur wird in einer weiteren Unter- 
suchung eingegangen werden. 

AuBer der anomalen Verbreiterung treten auch Verschiebungen der 
Energieverteilung ein. Sie konnten auf Anderungen der Austrittsarbeit 
und auf die Ausbildung eines Potentialberges vor der Kathode als Folge 
der Raumladung und des Steuerpotentials zuriickgefiihrt werden. 


Zum Schlu8B méchte ich dem Mechaniker Herrn BocCKELMANN fiir 
seine langjahrige treue Mitarbeit meinen herzlichen Dank ausdriicken. 
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Raumliche und zeitliche Asymmetriebetrachtungen 
in der Physik, insbesondere der Kristallphysik. 
Von 
H. ZocHER 
unter Mitwirkung von C. TOr6OkK. 


(Eingegangen am 26. Marz 1954.) 


Die Kennzeichnung physikalischer GréBen erfolgt zweckmaBigerweise durch ihre 
Asymmetrie. An raumlichen Richtungsasymmetrien sind fiinf Arten zu unter- 
scheiden, mit Hilfe deren sich auch die 32 Symmetrieklassen der Kristalle ableiten 
lassen. Die vollstandige Kennzeichnung eines physikalischen Objektes ist nur durch 
die Angabe seiner raumlichen und zeitlichen Asymmetrie méglich. Hierdurch 
wird ein Fragenkomplex geklart, der seit den Arbeiten von P. CurrzE und W. VoicT 
offen war, und der Weg zu einer einwandfreien Problemstellung betreffs neuer 
physikalischer Wirkungen vorgezeichnet. 


In vorangehenden Arbeiten! haben wir versucht, die Niitzlichkeit 
von Asymmetriebetrachtungen in der Physik, insbesondere der Kristall- 
physik, zu zeigen. Im folgenden soll eine etwas verallgemeinerte zu- 
sammenfassende Darstellung gegeben werden, welche die Grundztige des 
Asymmetrieprinzips, eine kurze Darstellung der rdumlichen Richtungs- 
asymmetrien und einige Anwendungen dieser Grundlagen umfaBt. 
Dabei wollen wir im Gebiete der klassischen Physik bleiben und rela- 
tivistische und quantenmechanische Probleme zuriickstellen. 


1. Die Grundziige des Asymmetrieprinzps. 


Entgegen dem tiblichen Gebrauch sind wir an Stelle von der Symme- 
trie von der Asymmetrie ausgegangen, weil letztere die eigentlichen 
physikalischen Aussagen unmittelbar betrifft. Der Nachweis einer 
Asymmetrie ist eine positive, sichere Feststellung, welche die Kenntnis 
des Objektes bereichert, wahrend Symmetrie eine Gleichheit, das 
Fehlen von — aus Unterschieden resultierenden — Wirkungen bedeutet, 
also eine negative Aussage, die durch den Mangel an Nachweismethoden 
bedingt sein kann. Bei einer Kombination symmetrischer und asymme- 
trischer Elemente wird die Gesamtheit asymmetrisch, die Symmetrie 
wird durch die entsprechende Asymmetrie vernichtet. Eine Asymmetrie 
kann nur durch eine ihr entgegengesetzt gleiche zum Verschwinden 
gebracht werden. Eine bestimmte Asymmetrie kann ein Objekt nur 


1 ZocuEeR, H. W.E., u. C. TOROK: Anais Acad. brasil. Ci. 20, 143 (1948). — 
ZocHER, H., u. C. T6ROK: Proc. Nat. Acad. Sci. Wash. 39, 681—686 (1953). 
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aufweisen, wenn sie in einer der elementaren Gegebenheiten bereits 
vorhanden ist oder aus der Kombination der Elemente resultiert. In 
der Literatur liegen bereits verschiedene Ansatze zur Entwicklung 
dieser Erkenntnis vor?. 

Wir gehen aus von einer verallgemeinerten Umkehrung der von 
K. WEISSENBERG2 gegebenen Definition der Symmetrie: Asymmetrie ist 
die Verschiedenheit der Beschreibung eines Objektes von verschiedenen 
Bezugssystemen aus. Dabei sollen Objekte nicht nur raumliche Anord- 
nungen, sondern auch zeitliche Vorgange bzw. GréBen sein, welche sich 
auf diese beziehen. Als Bezugssystem gentigt also nicht ein dreidimen- 
sionales Raumkoordinatensystem, sondern nur ein vierdimensionales 
Raum-Zeit-Bezugssystem. Dieser Erweiterung entspricht, dal} neben 
einer rdumlichen auch eine zeitliche Asymmetrie zu definieren ist. Zeit- 
asymmetrie bzw. -symmetrie, ist die Verschiedenheit bzw. Identitat der 
Beschreibung von verschiedenen Zeitkoordinaten aus*. Viele GréBen 
besitzen gleichzeitig raumliche und zeitliche Asymmetrie. 

Die Unterschiede der Beschreibung kénnen verschiedenen Ausdruck 
finden je nach der Art der Beschreibung. Bei entsprechender mathe- 
matischer Formulierung kann der Unterschied in einem Vorzeichen- 
wechsel der betrachteten GréBe bei der Transformation bestehen, doch 
ist auch jeder andere notwendige Unterschied als Merkmal einer Asym- 
metrie zu werten. 

Es mag noch betont werden, daB die Zeitasymmetrie nicht allgemein 
aus der Dimension im CGS-System an einer ungeraden Zeit-Potenz zu 
erkennen ist. Zum Teil hegt dies an einer gewissen Willkiir mancher 
Definitionen (z.B. dimensionsbegabte Konstante der Massenanziehung, 
dimensionslose Konstante fiir elektrische und magnetische Pole), zum 
Teil an spater zu besprechenden Griinden. 

Im folgenden sollen alle Asymmetrien von der Betrachtung ausge- 
schlossen werden, welche Verschiebungen des raumlichen oder zeitlichen 
Nullpunktes entsprechen, welche also eine raumliche oder zeitliche 
Inhomogenitat (Inkonstanz) betreffen. Nur solche Asymmetrien sollen 
uns beschaftigen, welche sich bei Drehungen oder Vorzeichenwechsel 
der Raumkoordinaten bzw. dem Vorzeichenwechsel der Zeitkoordinate 
offenbaren. 

Den Vorzeichenwechsel der Raumkoordinaten bzw. der Zeit be- 
zeichnen wir tiblicherweise als Raum- (Koordinaten) Umkehr bzw. als 


1 Curie, P.: Oeuvres, S. 127. Paris 1908. — SELterio, A.: Scientia, Paris 58, 
69 (1935). — Wuite, L.L.: Unitary Principle in Physics and Biology. London: 
Cresset Press 1949. — RENAUuD, P.: C. R. Acad. Sci. Paris 236, 668 (1953). 

» WEISSENBERG, K.: Z. Physik 34, 406 (1925). 

3 Vel. WicNER, E. P.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen 31, 546 (1932). — Lug- 
DERS, G.: Z. Physik 133, 325 (1952). 
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Zeitumkehr!?. Es ist dabei natiirlich nicht zu vergessen, daB damit keine 
physikalischen ,, Deckbewegungen‘‘ gemeint sind. Physikalisch ist weder 
eine Raum- noch eine Zeitumkehr durchzufiihren, und Betrachtungen 
uber die Auswirkungen solcher Operationen gehéren nicht in das Gebiet 
der Physik. Das Vorgehen gema8 der WEISSENBERGschen Definition, 
die alle physikalischen ,, Deckbewegungen‘‘ des Objektes ausschlieBt, und 
das Problem auf die rein mathematischen Koordinatentransformationen 
zurtickfihrt, ist wohl unmiBverstandlicher. Raum- oder Zeitumkehr 
kann nichts anderes bedeuten, als die Anderung des Standpunktes der 
Betrachtung desselben Objektes, raumlich ,,wie im Spiegel‘, zeitlich 
» Wie im riickwarts ablaufenden Film“. 


Als physikalische Realisierung der raumlichen bzw. zeitlichen Inver- 
sion kann bis zu einem gewissen Grade der Aufbau einer Anordnung, 
die Ausfiihrung eines Experimentes oder einer Beobachtung angesehen 
werden, wobei nur die Reihenfolge der Elemente raumlich oder zeitlich 
umgekehrt ist. Derartige ,,inverse’ Konstruktionen, Experimente oder 
Beobachtungen mégen sich in Wirklichkeit oder in Gedanken ausfiihren 
lassen. Sie kénnen natiirlich einer wahren Inversion nicht entsprechen 
in bezug auf Asymmetrien, die sich der Beobachtung entziehen und 
in der entsprechenden Beschreibung nicht enthalten sind. 


2. Die raumlichen Richtungsasymmetrien. 


Ein raumliches Objekt kann eine bestimmte Asymmetrie in mehreren 
Richtungen (Achsen) derart aufweisen, daB die Gesamtheit diese infolge 
gegenseitiger Kompensation nicht besitzt. Fiinf Asymmetriearten einer 
Richtung A lassen sich unterscheiden: 


4. Antsotropie, die Verschiedenheit zu A senkrechter Richtungen 
(Querachsen), d.h. Beschreibungsénderung bei Drehung um 4, 


2. Polaritdt, die Verschiedenheit des einen Sinnes von A und des 
entgegengesetzten, d.h. Beschreibungsanderung bei Vorzeichenwechsel 
der zu A parallelen Achse (bzw. bei totaler Inversion) sowie bei Drehung 
um zum eine Querachse, 


3. Zirkularitat, die Verschiedenheit von Uhrzeigersinn und entgegen- 
gesetztem um A, d.h. Beschreibungsanderung bei Vorzeichenwechsel 
einer Querachse sowie bei Drehung um z um eine solche, 


1 Der Ausdruck ,,Bewegungsumkehr‘‘ (LUEDERS 1. c.) ist nicht eindeutig. Er 
soll offensichtlich eine Umkehr der Beziehung zwischen Zeit- und Raumkoordinate 
bedeuten, wobei offen gelassen ist, welche der beiden Koordinaten umgekehrtes 
Vorzeichen erhalten soll. Unter Bewegungsumkehr kann also sowohl Spiegelung 
als auch zeitlich riickwartiger Ablauf verstanden werden. Bei gleichformigen Be- 
wegungen fiihren beide Umkehrungen zum gleichen Resultat, nicht aber bei be- 
schleunigten Bewegungen. 

ip 
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4. Enantiomorphie, die Verschiedenheit von A im Objekt und seinem 
Spiegelbild, d.h. Beschreibungsanderung bei Vorzeichenwechsel der 
A-Achse (bzw. bei Inversion) und bei Vorzeichenwechsel einer Quer- 
achse, 

5. Triasymmetrie, die gleichzeitige Verschiedenheit nach 2, 3 und 4, 
d.h. Beschreibungsanderung bei Vorzeichenwechsel der zu A parallelen 
Achse (bzw. Inversion) oder einer dazu senkrechten und bei Drehung 
um gz um eine Querachse. 

Polaritat, Zirkularitat und Triasymmetrie bedingen eine Anisotropie, 
nur die Enantiomorphie ist mit Isotropie vertraglich. Wie schon P. CURIE 
betonte, wird durch die Anwesenheit von zwei der unter 2., 3. und 4. 

genannten Asymmetrien an 


Tabelle 1. der gleichen Richtung die 

= er eallamex dritte erzeugt. om 

] Fiir die Charakterisie- 

Anisotropie a 4 4 2. (sy) (sy) | (sy) rung der Richtungsasym- 
Enantiomorphiee .. . as as | (sy) metrien mit Hilfe von 
Zocor 2a & S30 “aS (sy) as ‘ i : 
Polaritatp ......| (sy) his ws Transformationen sind die 
alinrars yanntan earl 60 eee eanen as as as folgenden zu_ betrachten: 


Spiegelung an Langsebene 
(m,), an Querebene bzw. Inversion oder auch Drehspiegelung (n’), 
bzw. Drehinversion (7)? und zweizahlige Querachsen (2,). In oben- 
stehender Tabelle 1 sind die obigen Asymmetrien mit diesen Trans- 
formationen zusammengestellt, wobei Beschreibungsanderung durch as, 
mogliche Identitat durch (sy) angegeben ist. 

Durch das gleichzeitige Verbot zweier Symmetrieelemente durch eine 
der drei mittleren Asymmetrien wird die Erzeugung der dritten durch 
zwei von ihnen evident. 

Diese Asymmetrien besitzen rein raéumliche Bedeutung, wenn sie 
sich auf rdumliche Anordnungsweisen wie Versuchsanordnungen und 
Kristallgitter oder auf die Geometrie von Kristallformen beziehen. Bei 
zeitasymmetrischen Gr6é8en sind sie nur durch die Verkniipfung von 
raumlicher Anordnung und Zeit definiert. 


3. Die Asymmetrie der 32 Kristallklassen. 


In welcher Weise das Asymmetrieprinzip sich als Leitfaden zur Be- 
herrschung réumlicher Strukturen und deren Zusammenhange mit 
physikalischen Eigenschaften bewdhrt, werde an dem Beispiel der 


CURIE. Palace 
® Spiegel- und Inversionsdrehachsen sind bekanntlich einander aquivalent, 
doch ist ihre Zahligkeit nur bei gradzahligen Vielfachen von zwei gleich. Ungerade 


Zahligkeiten sind beim Ubergang von der einen zur anderen Art zu verdoppeln, 
ungerade Vielfache von zwei zu halbieren. 
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32 Symmetrieklassen der Kristalle gezeigt. Diese lassen sich mit Hilfe 
des Asymmetrieprinzips ableiten, wenn man davon ausgeht, daB ent- 
sprechend dem Gesetz der rationalen Achsenabschnitte nur 6-, 4-, 3- 
und 2zahlige Symmetrieachsen méglich sind, und daB die einzige Még- 
lichkeit mehrerer Achsen von héherer Zahligkeit als zwei durch vier 
3zahlige Achsen gegeben ist!. Dieses auBerordentlich durchsichtige 
Schema verbindet in einfacher Weise die kristallphysikalischen Eigen- 
schaften mit der Symmetrieklasse. In jedem Kristallsystem tritt nur 
eine rein anisotrope, eine polare, eine zirkulare, eine enantiomorphe und 
eine triasymmetrische Klasse auf. Die Asymmetrie bezieht sich im 


Tabelle 2. 


Hauptgruppe | Nebengruppe 


System Asymmetrie 


nur enantio- 
anisotrop morph 


nur 
anisotrop 


triasym- 
metrisch 


zirkular | polar zirkular 


Regular O,;4-3a)0;4-3e| T,;4-3¢ | T3;4-3p|T;4-3t 

Hexagonal | D,,;6a! Dg; 6€) Cy,; 6€ | Coy; 6P | Cy; 6t}D,,;6a) Cy,; Ge 
Tetragonal | D,,;4a@| Dy; 4€| Cy,; 4€ | Cy, 4) Cy; At |Dygi4a) Sy; 4e 
Trigonal PEDO noe) Coss SCC, ops Cyr at 

Digonal | D,,;2a| D,; 2e| C,,; 2¢| Cyy; 2p| Cp; 2t C,;2e=1p 
Monogonal Cute Ci ‘al 


regularen System auf die vier 3zahligen Achsen, im hexagonalen, tetra- 
gonalen und trigonalen System auf die 6-, 4- oder 3zahlige Hauptachse. 
Das rhombische und monokline System werden zu einem ,,digonalen“ 
System zusammengefaBt, das den anderen védllig analog ist. Seine 
zirkularen Klassen sind monoklin. Infolge der Moglichkeit, daB an die 
Stelle gradzahliger Drehachsen auch gradzahlige Inversionsachsen? 
treten kénnen, mit denen weder Polaritat noch Enantiomorphie ver- 
traglich ist, muB das hexagonale ebenso wie das tetragonale System 
durch eine Nebengruppe mit je einer nur anisotropen und einer zirku- 
laren Klasse erginzt werden. Im ,,digonalen‘‘ System tritt nur eine 
zirkulare Klasse hinzu. Die beiden noch iibrig bleibenden triklinen 
Klassen kénnen in formaler Konsequenz als die zirkularen Reprdésentanten 
eines unvollstandigen ,,monogonalen‘‘ Systems aufgefaBt werden. In 
der obenstehenden Tabelle 2 sind die SCHOENFLIESschen mit den 


1 Vgl. Vorct, W.: Lehrbuch der Kristallphysik, S. 84 u. 55. Berlin 1928. 

2 Im Gegensatz zu unserer friiheren Darstellung (1a) verwenden wir im folgen- 
den ausschlieBlich Inversionsachsen (”), was im Hinblick auf die Bedeutung der 
“Inversion in der Kristallphysik iiblicher ist. Damit andert sich die Eingliederung 
der nur anisotropen und der zirkularen Klassen mit 3zahliger Hauptachse in das 
hexagonale und trigonale System. 
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Asymmetriesymbolen zusammengestellt. In letzteren geben die Zahlen 
die Zahligkeit der Hauptachse, die Buchstaben die Asymmetrie an. 
Das Asymmetriesymbol stellt eine vollstandige Kennzeichnung der 
Symmetrieklasse dar, die sich auch mittels der nach Tabelle 4 erlaubten 
Symmetrieelemente und der Zahligkeit der Hauptachse charakterisieren 
1aBt. Die Anzahl identischer Richtungen von allgemeiner Lage ist bei 
den a-Klassen der Hauptgruppen (Holoedrien) viermal so groB als die 
Zahligkeit der Achsen, bei den p-, ¢ und e-Klassen (Hemiedrien) doppelt 
so groB und bei den t-Klassen (Tetartoedrien) gleich der Zahligkeit. 
In den Nebengruppen besitzen die a-Klassen (Hemiedrien) doppelt so 
viel, die e-Klassen (Tetartoedrien) gleichviel identische Richtungen all- 
gemeiner Lage, wie die Zahligkeit der Inversionsachse angibt. 

AuBer beim regulaéren System besitzen die p- und t-Klassen integrale 
Pyro- und Piezoelektrizitat, ebenso die Klasse 2c, die auch als 1p be- 
zeichnet werden kann. Rein tensorielle Pyro- und Piezoelektrizitat be- 
sitzen alle nicht integral polaren Klassen ohne Symmetriezentrum, d.h. 
alle mit e bezeichneten, sowie die regulare p- und t-Klasse und die 
hexagonale und die tetragonale Nebengruppe. 

Die e- und t-Klassen besitzen alle integrale optische Aktivitat. 

Alle c- und #¢-Klassen besitzen Zirkularitat, welche in den LAUE- 
Diagrammen sichtbar wird. Die ,,LAUE-Symmetrie“, die durch Hinzu- 
figung eines Symmetriezentrums entsteht, ist fiir alle a-, p- und e- 
Klassen gleicher Ziffer identisch (nicht zirkular), ebenso fiir alle e- und 
t-Klassen gleicher Ziffer (zirkular). 

In sehr einfacher und tibersichtlicher Weise kann man die Symmetrie- 
klassen auch durch die gemaB Tabelle 1 mit der Asymmetrie noch ver- 
traglichen Symmetrieelemente kennzeichnen. Diese Charakterisierung 
entspricht im wesentlichen den ,,Symmetrieformeln“’ von W. VorctT}, 
der als unabhangige Symmetrieelemente fast dieselben wie in Tabelle 4 
verwendet hat. Tabelle 3 enthalt die so gebildeten Symbole in der 
gleichen Anordnung wie Tabelle 2 (m=Langsspiegelebene, 2—zweizahlige 
Querachse, 7 = Inversion). 


Tabelle 3. 
Hauptgruppe Nebengruppe 
: enantio- 5 i - 

nur anisotrop morph zirkular Laat ek Prick op zirkular 
Regular. . . 
Hexagonal 6 m (2) 6 
Tetragonal 4m (2) 4 
Trigonal 
Digonal 2=1m 
Monogonal 


SIGs yr 
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Da aus zwei der drei Symmetrieelemente das dritte erzeugt wird, 
kann bei den nur anisotropen Klassen eines fortgelassen werden, z.B. 
die 2zahhge Querachse, wie in Tabelle 3 durch Klammern ange- 
deutet wird. Bei Vorhandensein von i stehen m und 2 zueinander 
senkrecht. 


4. Raumliche und zeitliche Asymmetrie physikalischer GroBen. 


Nach dem Vorausgehenden hat man unter den richtungsunabhangigen 
physikalischen GréBen, den Skalaren, allgemein vier Arten zu unter- 
scheiden: raum- und zeitsymmetrische, nur raumasymmetrische, nur 
zeitasymmetrische und gleichzeitig raum- und zeitasymmetrische. Unter 
Raumasymmetrie ist in diesem Falle nur die beim Ubergang von einem 
Rechts- zu einem Linkskoordinatensystem auftretende Beschreibungs- 
anderung zu verstehen, der durch Umkehr von einer Koordinate allein 
oder aller drei Koordinaten gleichzeitig erfolgen kann, d.h. die Enan- 
tiomorphie. Enantiomorphe Skalare werden — weniger zweckmaBig — 
auch als Pseudoskalare bezeichnet. Uber ihre Zeitasymmetrie ist 
damit nichts ausgesagt. Wahrend die raum- und zeitsymmetrischen 
Skalare moglicherweise nur e7 Vorzeichen besitzen, ist es von vornherein 
klar, daB bei nur raum- oder nur zeitasymmetrischen Skalaren not- 
wendigerweise jeweils zwet Reihen von Zahlenwerten existieren, die 
sich ausschheBlich durch das Vorzeichen unterscheiden. 


Auch von raum- und zeitasymmetrischen Skalaren existieren nur 
zwei Formen, wenn aus derselben Form durch Rauminversion die gleiche 
Form entsteht wie durch Zeitinversion. Dies ist z.B. der Fall bei einem 
raumlich polar gebauten Objekt, das um die polare Achse rotiert. Andern- 
falls existieren vier Formen (z. B. Rechts- und Linksquellen und -senken). 

Die primaren fundamentalen Skalare, Ladung und Masse, werden 
gewohnlich — in der klassischen Physik ausschlieBlich — als vollig 
symmetrische Skalare angesehen. Als Beispiel eines zeitsymmetrischen 
enantiomorphen Skalars, der also sein Vorzeichen bei Rauminversion 
umkehrt, bei Zeitinversion aber beibehalt, kann die optische Aktivitat 
(besser die optische Enantiomorphie) genannt werden, die auf réum- 
lich enantiomorphe Strukturen zuriickgeht. 

Als nur zeitasymmetrische Skalare prdsentieren sich die Quellen 
und Senken eines Stromungsfeldes, bei denen irgend ein physikalisches 
Agens austritt bzw, darin verschwindet. BloBe Rauminversion kann ihre 
Natur als Quellen oder als Senken nicht beeinflussen, Zeitinversion da- 
gegen verwandelt die Quellen in Senken und umgekehrt. 

P. Currie und W. VorcT haben bereits festgestellt, daB die magne- 
tischen Massen, die Polstarken, ebenfalls ,,Pseudoskalare“ sind, d.h. ihr 
Vorzeichen bei Rauminversion umkehren. Wie im folgenden gezeigt 
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wird, sind jedoch in diesem Bilde die Magnetpole gleichzeitig zeit- 
asymmetrisch. 

Die bisher betrachteten Skalare kénnen als primare von ihren Ab- 
leitungen nach Raum (Volumen) oder Zeit unterschieden werden. Die 
ersteren, die Dichten, besitzen die gleichen Symmetrieeigenschaften 
wie die Skalare selbst, die letzteren sind bei zeitsymmetrischen Skalaren 
zeitasymmetrisch, bei zeitasymmetrischen Skalaren zeitsymmetrisch. 
Mit ihrer Beziehung zur Zeitkoordinate stellen sie eine Art ,,Lelt- 
vektoren‘ dar. 

Von den richtungsabhangigen GréBen besitzen die niedrigste Asym- 
metrie die Anisotropien, bei denen die verschiedenen Richtungen sich 
durch verschiedene Werte eines rdumlich symmetrischen Skalars unter- 
scheiden. VoicT! hat diese als ,,polare Tensoren‘’ bezeichnet, weil ihre 
Apolaritat als gegenseitige Kompensation entgegengesetzter Polaritaten 
beschrieben werden kann. Da sie tatsachlich nicht polar sind, dirften 
sie besser als ,,anisotrope Tensoren‘ zu bezeichnen sein. Die drei zu 
einem orthogonalen Koordinatensystem zugeordneten Skalare bilden ein 
Tensortripel. 

Bei den ,,axialen Tensoren“ nach VoictT! bezieht sich die Anisotropie 
auf einem raumasymmetrischen, d.h. enantiomorphen Skalar. Da diese 
Tensoren axiale = zirkulare Asymmetrie tatsachlich nicht besitzen, 
waren sie besser als ,,enantiomorphe Tensoren“ zu benennen. Um zum 
Ausdruck zu bringen, daB diese GréBen nicht Zug-Druck-Spannungen, 
sondern Verdrillungen entsprechen, ware ,,Torsor‘‘ eine treffende Be- 
zeichnung. 

Als zeitasymmetrische Tensoren dirften wohl nur die zeitlichen 
Anderungen eines Tensors anzusehen sein, da die Enantiomorphie von 
Schraubenbewegungen zeitsymmetrisch ist. 

Mit den enantiomorphen Tensoren auf gleicher Héhe der Asymmetrie 
stehen die polaren bzw. axialen Vektoren, bei denen das Vorzeichen des 
Skalars nicht an ein Rechts- bzw. Linkskoordinatensystem, sondern an 
das Vorzeichen der zugeordneten Raumkoordinate selbst bzw. an die 
Vorzeichenkombination der beiden dazu senkrechten Koordinaten, d.h. 
an den Umlaufssinn um die zugeordnete Richtung, gebunden ist. In 
beiden Fallen ist zwischen zeitsymmetrischen und zeitasymmetrischen 
GréBen streng zu unterscheiden. Die letzteren entsprechen Verschie- 
bungsbewegungen bzw. Rotationen oder Umlaufsbewegungen, welche mit 
den zeitsymmetrischen GréBen, die eine polare bzw. zirkulare Kristall- 
struktur charakterisieren, nur eine formale mathematische Behandlung 
gemeinsam haben kénnen. Die Kennzeichnung einer GréBe als polarer 
oder zirkularer Vektor ist physikalisch unvollstandig, sofern die Zeit- 
symmetrie oder -asymmetrie nicht angegeben ist. 


PD VOIGT Wr lucaiese 
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Die héchst asymmetrische gerichtete GréBe ist der triasymmetrische 
Vektor, der durch Kombination eines polaren Vektors mit einem zir- 
kularen Vektor oder mit einem ,,Torsor‘‘ oder eines zirkularen Vektors 
mit einem ,,Torsor‘‘ entsteht. Ist einer der beiden Vektoren zeit- 
asymmetrisch, so wird der triasymmetrische Vektor ebenfalls zeit- 
asymmetrisch. Eine einfache polare bzw. zirkulare Bewegung kann rein 
polar bzw. zirkular sein, eine einfache (nicht periodische) enantiomorphe 
Bewegung ist stets triasymmetrisch. Die Enantiomorphie selbst ist dabei 
stets zeitsymmetrisch. 


5. Zur Asymmetrie der elektrischen und magnetischen Felder 
und Ladungen. 

Wie bereits erwahnt, werden die elektrischen Ladungen fiir gewohn- 
lich als ,,echte“, d.h. raumlich symmetrische Skalare, die magnetischen 
Massen demgemaB als Pseudoskalare (enantiomorph) angesehen. Voict! 
hat darauf hingewiesen, da8 nach den MAXweE.tschen Gleichungen fiir 
die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Vakuum entweder der 
elektrische Vektor polar und der magnetische zirkular ist oder umgekehrt. 
Ganz analog folgt aus diesen Gleichungen, daB einer dieser beiden Vek- 
toren zeitsymmetrisch, der andere zeitasymmetrisch sein muB. Aus dem 
Auftreten von Pyro- und Piezoelektrizitat an polaren Kristallen einer- 
seits und der wahrhaft zirkularen Doppelbrechung der Dielektrika im 
Magnetfeld, dem FARADAY-Effekt, andererseits kann man schlieBen?, daB 
das elektrische Feld polar, das Magnetfeld zirkular sei. Diesem SchluB 
liegt die stillschweigende Voraussetzung zugrunde, dab die Bauelemente 
des geometrisch polar gebauten Kristalls und des vom Magnetfeld beein- 
fluBten Dielektrikums keine raumliche Asymmetrie besitzen, d.h. dab 
die Ladungen, die beide Male fiir den Effekt bestimmend sind, nicht 
enantiomorph sind. Ware dies jedoch der Fall, so ware der polar ge- 
baute Kristall ebenso wie das magnetisierte Dielektrikum insgesamt 
triasymmetrisch. Die polare Anordnung der enantiomorphen Elemente 
wiirde in dem einen Falle ein zirkulares elektrisches Feld ergeben, die 
zirkulare Doppelbrechung im anderen Falle an dem enantiomorphen Di- 
elektrikum durch ein polares Magnetfeld erzeugt werden. 

In analoger Weise 14Bt sich aus der zeitsymmetrischen Struktur der 
polaren Kristalle und der zeitasymmetrischen zirkularen Doppelbre- 
chung der SchluB ziehen, daB das elektrische Feld zeitsymmetrisch, das 
Magnetfeld aber zeitasymmetrisch ist. Diesem SchluB liegt die Vor- 
aussetzung zugrunde, daB die aufbauenden Elemente von Kristall und 
Dielektrikum selbst keine Zeitasymmetrie besitzen, d.h. da die La- 
dungen keine physikalischen Quellen bzw. Senken eines zwischen ihnen 


ZEVOIGa Weel. Cc. 210: 
2 Vgl. Voiet, W.: 1.c. 211, 252. 
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strémenden unbekannten Agens sind. Ware dies der Fall, so wurde 
das elektrische Feld zeitasymmetrisch polar, eine translatorische Str6- 
mung sein, und das Magnetfeld wiirde zeitsymmetrisch zirkular sein. 

Es diirfte zweckmaBig sein, die zeitliche Asymmetrie des FARADAY- 
Effektes hier etwas naher zu betrachten, weil in den bisherigen Dar- 
stellungen zwar der raéumlichen Asymmetrie viel Aufmerksamkeit ge- 
widmet wurde, die zeitliche aber iibersehen wurde. 

Als zirkulare Doppelbrechung wird haufig auch die Drehung der Lichtschwin- 
gungsrichtung in enantiomorphen Kérpern bezeichnet. Tatsachlich ist bei der sog. 
,optischen Aktivitat‘’ die Zirkularitat des Lichtes nicht maSgebend, sondern nur 
die Kombination von Umlauf und Fortpflanzungsrichtung, d.h. die Enantiomorphie 
des Lichtes. Die richtige Bezeichung dieses Phanomens ist daher ,,enantiomorphe 
Doppelbrechung“ (eine Art optischer Enantiomorphie). 

Da8B die wahrhaft zirkulare Doppelbrechung zeitasymmetrisch ist, 
erkennt man auf folgende Weise: La8t man Licht einmal von der einen, 
das andere Mal von der entgegengesetzten Seite her durch das im Magnet- 
feld befindliche Dielektrikum hindurchgehen, so ist die Schwingungs- 
richtung des im ersten Versuch eintretenden Lichtes eine andereals 
die des im zweiten Versuch austretenden Lichtes, wenn auch die Schwin- 
gungsrichtung des im ersten Versuch austretenden und des im zweiten 
eintretenden die gleiche ist. Die beiden Versuche sind also nicht zeit- 
wmvers zueinander. Um einen zu dem ersten Versuch zeitinversen zu 
erhalten, muB man nicht nur die Fortpflanzungsrichtung des Lichtes, 
sondern auch das magnetisierte Dielektrikum umkehren. Unter der 
Voraussetzung, daB die Ladungen zeitsymmetrische Skalare sind, wiirde 
das bedeuten, daB das Magnetfeld umzukehren ist, daB dieses also zeit- 
asymmetrisch ist. Im anderen Falle wiirde bei dem zeitinversen Versuch 
das Dielektrikum zu ersetzen sein durch eines mit umgekehrten Ladungen, 
in dem also die Atomkerne aus Antiprotonen und die fiir das optische 
Verhalten bestimmende Hiille statt aus Elektronen aus Positronen auf- 
gebaut ware. 

War bisher die Méglichkeit betrachtet worden, daB die Ladungen 
raum- und zeitsymmetrisch, nur raumasymmetrisch oder nur zeit- 
asymmetrisch waren, so ist es naheliegend auch die vierte Méglichkeit, 
ihre gleichzeitige raumliche und zeitliche Asymmetrie in Betracht zu 
ziehen. 

Aus dem Gesagten folgt die Relativitat der Asymmetrien. Die 
absoluten Asymmetrien, die den elektrischen und den magnetischen 
Feldern ,,in Wirklichkeit‘‘ zuzuschreiben waren, besitzen keine physi- 
kalische Bedeutung, nur ihre gegenseitigen Beziehungen. 

Man konnte geneigt sein, die vier Méglichkeiten fiir die Symmetrie 
der Ladungen als gleichberechtigt zu bezeichnen, weil mit jeder von ihnen 
eine widerspruchsfreie Darstellung aller Phanomene gegeben werden 
kann. Indessen ist zu bedenken, daB die Annahme einer raumlichen 
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oder zeitlichen Asymmetrie eine zusdtzliche Annahme, eine positive Aus- 
sage beinhaltet, deren Berechtigung nur durch einen experimentellen 
Nachweis zu geben ware. Ein solcher Nachweis ist aber unmoglich, da 
eine physikalische Inversion des Raumes ebensowenig durchfithrbar ist 
wie eine physikalische Zeitumkehr. Weil sie grundsitzlich nicht nach- 
weisbar sind, sind diese zusatzlichen Asymmetrien als nicht existent 
anzusehen. Ihrem Wesen nach bedeuten sie nur Nomenklaturanderun- 
gen, die zu keiner neuen Erkenntnis, sondern nur zu einer anderen, 
meist komplizierteren Darstellung fiithren kénnen. Es mag noch darauf 
hingewiesen werden, daB die Betrachtung der Massen als raum- oder 
zeitasymmetrische Skalare (obgleich negative Massen nicht bekannt 
sind) ebenfalls vier Méglichkeiten widerspruchsfreier Darstellungen er- 
lauben wurde, die mit denen der Ladungen kombiniert werden kénnten. 

Dem Grundsatz von E. Macu folgend, daB das Ziel der Wissenschaft 
eine Darstellung ohne ,,spekulatives Element“, ,,ohne das Fremde, 
Uberfliissige, Irrefiihrende, das jede Spekulation einfiihrt . . .“‘ werden 
wir in folgendem keine Annahme uber zusatzliche Asymmetrien in 
Betracht ziehen und nur noch die Darstellung mittels réumlich und 
zeitlich symmetrischer Ladungen benutzen. Die zu machenden Aussagen 
erfahren dadurch ihrem Wesen nach keine Einschrankung, und die Um- 
formung der Ausdrucksweise fiir zusatzlich angenommene Asymmetrien 
ist jederzeit unschwer durchzufiihren. 

In dieser Darstellung ist das elektrische Feld zeitsymmetrisch polar, 
das Magnetfeld zeitasymmetrisch zirkular. Hieraus folgt, daB eine 
polare Kristallstruktur (zeitsymmetrisch) ein inneres elektrisches Feld, 
eine zirkulare Kristallstruktur aber kein inneres Magnetfeld bedingen 
kann. Im Gegensatz zu Pyro- und Piezoelektrizitat sind Pyro- und 
Piezomagnetismus, wie W. Voict? sie glaubte nachgewiesen zu haben, 
nicht moglich. Auch in Richtung einer zirkularen Achse ist der Energie- 
gehalt der einen Magnetisierung gleich dem der entgegengesetzten. 
Derartige ,,zeitliche Spiegelbilder“’ sind gleich wahrscheinlich. 

Auch die Vermutung von P. Curie”, daf8 unter dem gleichzeitigen 
EinfluB eines elektrischen und eines dazu parallelen Magnetfeldes ein 
Dielektrikum optische Aktivitaét zeigen kénnte, kann nicht zutreffen, 
da die so entstandene Enantiomorphie zeitasymmetrisch ist, optische 
Aktivitat aber eine zeitsymmetrische, rein raumlich bedingte Enantio- 
morphie bedeutet. Zeitsymmetrische Enantiomorphie kann nur aus 
zeitasymmetrischer Zirkularitat und zeitasymmetrischer Polaritat, d.h. 
aus einem Magnetfeld und einem parallel zu den Kraftlinien verlaufenden 
Strom resultieren. Damit ist eine grundsitzliche Méglichkeit zur Er- 
zeugung enantiomorpher Systeme, eventuell enantiomorpher Molekiile 
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bzw. einer Trennung der enantiomorphen Antipoden eines razemischen Ge- 
misches gegeben. Hierauf soll an anderer Stelle zuriickgekommen werden. 


Im Zusammenhange mit diesen Asymmetrieeigenschaften der elek- 
trischen und magnetischen Felder steht, daB die elektrischen Ladungen 
raum- und zeitsymmetrische Skalare, die magnetischen Massen aber zeit- 
und raumasymmetrische Skalare sind. Damit erweist sich auch die von 
P. CurtE! ausgesprochene Vermutung als unméglich, da enantiomorphe 
(optisch aktive) Stoffe freie magnetische Ladungen besitzen kénnten, 
da die strukturelle Enantiomorphie der Molekiile zeitsymmetrisch ist. 

Uberdies folgt aus der Klarstellung der Asymmetrie eines Magnet- 
feldes bzw. eines magnetischen Momentes, dab eine bloBe Aufspaltung 
in zwei freie magnetische Massen entgegengesetzten Vorzeichens nicht 
méglich ist. Ein magnetisches Moment ist nur zeitasymmetrisch zir- 
kular, entspricht also einem einfachen Umlauf von Ladungen, wahrend 
eine magnetische Masse zeitasymmetrisch enantiomorph sein wiirde. 
Um eine zeitasymmetrische enantiomorphe GrdéBe zu realisieren, miiBte 
za der zeitasymmetrischen Zirkularitat noch eine zeitsymmetrische 
Polaritat hinzutreten. Eine solche Kombination ware aber kein einfacher 
Baustein eines magnetischen Momentes, in welchem eine polare Asym- 
metrie nicht enthalten ist. Die von EHRENHAFT? beobachteten Partikeln, 
die er als magnetische Monopole aufgefaBt hat, besitzen die fiir ihr Ver- 
halten notwendige zeitasymmetrische Enantiomorphie wahrscheinlich 
in Form eines magnetischen Momentes, gekoppelt mit einer strukturellen 
Polaritat, welche eine Radiometerwirkung ergibt (Unterschiede der 
Lichtabsorption auf Nord- und Siidpol). 

Der Gedanke, daB freie magnetische Massen isoliert werden kénnten, 
hat vielfach AnlaB zu experimentellen (u. a. P. CURIE) und theoretischen 
(u. a. Drrac*) Untersuchungen gegeben. Diese irrtiimliche Problem- 
stellung ist nur daraus hervorgegangen, daB die mathematische, formal 
zu der der Elektrizitat streng analoge Behandlung des Magnetismus als 
Ausdruck einer physikalischen Wesensgleichheit aufgefaBt wurde. Man 
sollte sich aber stets vor Augen halten, daB die mathematische Behand- 
lung in erster Linie die quantitative Beherrschung der Probleme zum 
Ziele hat und das Wesen der physikalischen GroéBen nur auf Grund der 
Definition der Symbole zu charakterisieren vermag. Die Tatsache, daB 
die magnetischen Wirkungen sich so darstellen lassen, als ob sie von 
magnetischen Massen ausgingen, bedeutet keineswegs, da derartige 
Gr6éBen physikalisch existieren. 


ES Guripoy een oartsoe 

* EHRENHAFT, F.: Phys. Rev. 67, 207 (1948). 

BE (Ciara, Ise ih, @ NAG. 

-SDiRAcy PeANIM a Proce Roya Socom londmAn 133560 (1931). — Phys. Rev. 
74, 817 (1948). 
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6. Besondere Auswirkungen der réumlich zirkularen Asymmetrie. 


Da die Zirkularitat der Kristalle keine unmittelbare makroskopische 
Auswirkung besitzt wie Polaritaét und Enantiomorphie, erscheint es 
wtinschenswert wenigstens indirekte Auswirkungen festzustellen. Dazu 
steht als Hilfsmittel die Méglichkeit zur Verfiigung, durch Kombination 
mit Polaritat oder Enantiomorphie Triasymmetrie hervorzurufen und 
damit Effekte, welche der dritten Art von Asymmetrie entsprechen. 
Durch Uberlagerung von Polaritat muB sich bei zirkularen Kristallen 
Enantiomorphie, durch Uberlagerung von Enantiomorphie Polaritdat 
erzeugen lassen. Das wichtigste Hilfsmittel zur Erzeugung von Polaritat 
ist das elektrische Feld, ein wichtiges Hilfsmittel zum Nachweis von 
Enantiomorphie die optische Aktivitaét. Es ist also zu erwarten, daB 
ein zirkularer Kristall optisches Drehungsvermégen zeigt, wenn man 
parallel zu seiner zirkularen Achse ein elektrisches Feld anlegt. 

Die mechanische Verdrillung kann sowohl*als Hilfsmittel zur Er- 
zeugung von Enantiomorphie dienen, als auch zum Nachweis von 
Enantiomorphie. Es ist also zu erwarten, daB ein zirkularer Kristall in 
einem zur zirkularen Achse parallelen elektrischen Feld eine Verdrillung 
zeigt, und daB umgekehrt ein zirkularer Kristall durch Verdrillung 
elektrisch polarisiert wird. Es ist bemerkenswert, da8 Vorcr diese 
sekundare Polaritat in seiner Theorie der Piezoelektrizitat nicht voraus- 
gesehen hat1, sondern alle zirkularen Klassen mit Symmetriezentrum 
von vornherein ausgeschlossen hat, was nur fiir ,,polar tensorielle“ Be- 
einflussung berechtigt ist. 

Nach dem von P. Curre und W. Voict angenommenen Standpunkte 
hatte man noch einige weitere kristallphysikalische Effekte erwarten 
k6nnen, namlich: die Erzeugung von optischem Drehvermégen oder von 
mechanischer Verdrillung an polaren Kristallen durch ein Magnetfeld 
parallel zur polaren Achse, die Erzeugung eines elektrischen Momentes 
an enantiomorphen Kérpern durch ein Magnetfeld und die Erzeugung 
eines magnetischen Momentes an polaren Kristallen durch Verdrillung 
oder an enantiomorphen Kristallen durch ein elektrisches Feld. Alle 
diese Effekte sind tatsachlich unméglich, weil entweder die Einwirkung 
(das Magnetfeld) zeitasymmetrisch ist, die verlangte Einwirkung aber 
zeitsymmetrisch, oder umgekehrt. 


7. Zur Asymmetrie der Leitfahigkesten. 


Bei einem Leitungsvorgange findet allgemein eine Stromung statt 
unter dem EinfluB eines Potentialgradienten. Es ist naheliegend, die 
Leitfahigkeitskonstanten auf ihre Zeitsymmetrie oder -asymmetrie 
durch Betrachtung des zeitlich umgekehrten Vorganges zu priifen, bei 
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dem die Strémung in umgekehrter Richtung verlauft, das zeitsymme- 
trische Feld aber seine Richtung beibehalt. Dieser Vorgang ist indessen 
im Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, die 
Potentialdifferenz steht nicht mehr in dem betrachteten ursdchlichen 
Zusammenhang mit der Strémung. Es ist vielmehr der Strom als Ur- 
sache des auftretenden Gegenpotentials anzusehen. Tatsachlich ist zu 
beriicksichtigen, daB fiir eine gegebene Stroémung die Leitfahigkeit un- 
mittelbar nur ein MaB fiir die bei der Str6mung verbrauchte freie Energie 
ist. Dabei ist es grundsatzlich belanglos, daB diese von einer von auBen 
einwirkenden Potentialdifferenz herrtthrt. Wiurde z.B. die Stromung 
gentigend kinetische Energie besitzen, so wiirden sich die Leitfahigkeiten 
bzw. Widerstande in der gleichen Weise 4uBern, obgleich eine Energie- 
zufuhr von auBen nicht erfolgt. Der zu einem Leitungsvorgang zeitlich 
inverse ist also sinngema&Ber Weise derjenige, bei welchem Strémung 
und Potentialdifferenz umgekehrtes Vorzeichen besitzen. Letztere 
dient nur als Energiequelle, zu deren Aufrechterhaltung dauernde Nach- 
lieferung des str6menden Agens erforderlich ist. Wenn bei Umkehr 
der Str6mung der Absolutwert des zu ihrer Aufrechterhaltung not- 
wendigen Potentials der gleiche ist, so ist der Proportionalitatsfaktor, 
die Leitfahigkeit, als zeitsymmetrische Eigenschaft des leitenden K6érpers 
anzusehen, die nur durch seine zeitunabhangige, rein raumliche Struktur 
bedingt ist. 

Die Zeitasymmetrie des zweiten Hauptsatzes erzeugt in einem polar 
(oder zirkular) gebauten zeitsymmetrischen System im Falle des Vor- 
handenseins von Leitfahigkeit zeitasymmetrische Phanomene. 

Zeitasymmetrisch ist eine Leitfahigkeit, und damit das Objekt, dessen 
Eigenschaft sie darstellt, wenn zur Umkehr der Strémung bei gleicher 
Intensitat nicht die gleiche Potentialdifferenz erforderlich ist. Eine 
solche ,,polare Leitfahigkeit kann keine Eigenschaft eines durch eine 
rein rdumliche, zeitunabhangigige Struktur gekennzeichneten Kérpers 
sein. Die Versuche von LopGE und Tuompson}, an Turmalinkristallen 
eine Polaritat der elektrischen und thermischen Leitfahigkeit, d.h. 
einen Unterschied in der Richtung von analogen zu antilogen Pol und 
umgekehrt, festzustellen, konnten kein positives Resultat liefern. 

Auch eine zirkulare Asymmetrie der Leitfahigkeit, wie sie der Hatt- 
Effekt besitzt, bedeutet eine Zeitasymmetrie. Es erfolgt eine seitliche 
Ablenkung, eine Drehung der Stromlinien im Sinne einer einsinnigen 
Rotation. Nur ein Objekt, das irgendeine Art von Rotation besitzt, 
umlaufende Massen oder umlaufende elektrische Ladungen, kann ein 
solches Verhalten zeigen. Geladene Partikeln, welche auf Grund ihrer 
kinetischen Energie sich im Vakuum bewegen, stellen eine Str6mung 
dar, die eine seitliche Ablenkung nur entweder durch Einwirkung auf 
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die Ladung, d.h. durch ein Magnetfeld, oder durch Einwirkung auf ihre 
Masse, d.h. durch Cortotsche Kriafte erfahren kann. Ruhende Struk- 
turen kénnen demnach keine zirkular asymmetrische Leitfahigkeit, zir- 
kulare Kristalle wie Apatit usw. kénnen keinen , natiirlichen Hatt- 
Effekt" zeigen; die Suche von VorctT und Soret! nach ,,rotatorischen 
Parametern” der Leitfahigkeit muBte negativ verlaufen2. 


Im Gegensatz zu der polar- oder zirkular asymmetrischen ist die 
enantiomorphe Leitfahigkeit bei rein rdumlichen enantiomorphen Struk- 
turen sehr wohl méglich, weil Zeitumkehr sowohl Umlaufs- als auch 
Fortpflanzungsrichtung umkehrt, so daB die Schraubenform die gleiche 
bleibt. Enantiomorphe Leitfahigkeit hat zur Folge, daB die Stromlinien 
innerhalb des Kérpers in Raumspiralen verlaufen, auch bei nicht enantio- 
morpher auBerer Form, also z.B. in zylindrischen oder prismatischen 
Staben. Eine solche enantiomorphe Leitfahigkeit kann nicht nur in 
Kristallen sondern auch in amorphen festen oder fliissigen Systemen 
auftreten. Eine enantiomorphe elektrische Leitfahigkeit wiirde sich 
darin 4uBern, daB bei Anlegen einer Potentialdifferenz an den beiden 
Enden einer solchen Saule ein longitudinales Magnetfeld auftritt, oder 
daB umgekehrt ein parallel zur Achse gerichtetes magnetisches Wechsel- 
feld in der Saule einen longitudinalen Wechselstrom erzeugt. Ein solches 
Verhalten, das dem einer raumlichen Drahtspirale entspricht, hat 
WIEDEMANN? bei einer kiinstlich eingefiihrten Enantiomorphie, namlich 
bei tordierten Eisenstaben beobachtet. Bei Quarzkristallen z.B., welche 
langs der Hauptachse eine merkliche Leitfahigkeit besitzen, ware ein 
solches Verhalten auf Grund der Existenz spiralig geformter Kanale 
leicht verstandlich. In Lésungen von enantiomorphen Elektrolyten, wie 
z.B. von weinsauren Salzen ist ein solches Verhalten noch nicht bekannt, 
aber durchaus méglich?. 


Wie teilweise schon betont wurde, ist auch im Falle der optischen 
Asymmetrie die Polaritat und Zirkularitaét zeitasymmetrisch, die Enan- 
tiomorphie dagegen zeitsymmetrisch. Eine eingehende Studie hieritiber, 
sowie tiber die Asymmetrie der Konstanten fiir die elektrische Polari- 
sierung, die nicht nur durch eigentliche Dielektrizitatskonstanten zu 
beschreiben ist®, soll spateren Verédffentlichungen vorbehalten bleiben. 


LEVOTG T= IG: G07. 

2 Vel. ONSAGER, L.: Phys. Rev. 37, 405 (1931). 

3 WIEDEMANN, G.: Elektrizitat III, S. 680 ff. 

4 Entsprechende Versuche sind im Gange. 

5 Herr Professor M. von LavE machte uns freundlichst darauf aufmerksam, 
daB unsere diesbeziigliche Ausdrucksweise in der Verdffentlichung (1b), s. 685 
irrefiihrend ist, und daB® die gedachten Wirkungen nicht durch Dielektrizitats- 
konstanten zu beschreiben sind. Man hat demnach zwischen Dielektrizitats- 
konstanten und Polarisationskonstanten zu unterscheiden, die die elektrische 
Polarisation in anderer Weise betreffen. 
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AbschlieBend mag noch die weitgehende Parallele zwischen den 
Raumkoordinaten und der Zeit hervorgehoben werden, die sich bei vor- 
stehender Betrachtungsweise auch im Bereich der klassischen Physik 
ergibt. Wegen der Zeitasymmetrie des magnetischen Moments ist auch 
der Spin zeitasymmetrisch, er entspricht einer Umlaufsbewegung. Er 
kann nicht als immanente Eigenschaft angesehen werden, die einer nur 
raumlichen Struktur entspricht. Dies aber bedeutet, daB Materie ohne 
Bewegung nicht existiert, und daB, wenn Epprncton physikalische 
Erkenntnis mit Strukturerkenntnis gleichsetzt, unter ,,Struktur“‘ nicht 
nur im Raume Ruhendes zu verstehen ist. Bewegung ist ein notwendiges 
Element der Materie. 


Dem nationalen Forschungsrat Brasiliens (Conselho Nacional de 
Pesquisas) sind wir fiir die groBziigige Unterstiitzung unserer Arbeiten 
sehr zu Dank verpflichtet. 


Rio de Janeiro (Brasilien), Laboratorio da Producao Mineral, 
Ministerio da Agricultura. 
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Die Bestimmung von Schichtdicke und 
optischen Konstanten bei ,,diinnen“ Schichten. 


Von 


C. v. FRAGSTEIN. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 14. Mai 19654.) 


Dringt Licht durch extrem diinne Metallschichten (< 70 A), dann ist die elektrische 
Feldstarke auf der Eingangs- und Ausgangsseite so miteinander verkniipft, als 
ob die Metallschicht iiberhaupt nicht vorhanden ware. Fiir die magnetische Feld- 
starke gilt nicht das gleiche. Infolge der engen Koppelung der beiden Grenzflachen 
der Metallschicht ergeben sich Beziehungen zwischen den Feldstarken bzw. Inten- 
sitaten (von WoLTER Identitaten genannt), die die getrennte Bestimmung von 
Schichtdicke d, Brechungsquotient x und Absorptionskoeffizient k zwar nicht ge- 
rade unmoglich, aber doch recht unsicher machen. An Stelle der Wo LtTERschen 
Verkniipfungen werden solche angegeben, die den Zusammenhang der FeldgréBen 
in einem e2wheitlichen Dickenbereich beschreiben. 


Bei einer ,,dicken‘‘!, aber natiirlich noch lichtdurchlassigen Metall- 
schicht, die z. B. auf einen Glastrager aufgebracht ist (Unterlagsschicht), 
kann man aus der Messung der drei IntensitatsgréBen: J;, von der Luft- 
seite (v3) her reflektierte Intensitat, 7, von der Glasseite (”,) her reflek- 
tierte Intensitat und /,, durchgelassene Intensitat die drei optischen 
KenngréBen der Schicht: ” Brechungsquotient, k Absorptionskoeffi- 
zient (1=2—ztk) und d Schichtdicke gewinnen?. 

Versucht man die gleiche Methode auf ,,diinne“‘* Schichten anzu- 
wenden, so tritt — nach WOLTER‘ — eine eigentiimliche Schwierigkeit 
auf: Unterhalb einer gewissen Schichtdicke sollen namlich die drei 
IntensitatsgréBen nicht mehr unabhangig voneinander, sondern durch 


1 Unter einer ,,dicken‘‘ Schicht wird eine solche verstanden, bei der Zickzack- 
reflexionen keine Rolle mehr spielen, bei der also die durch eine Grenzflache ein- 
dringende Welle nach einmaligem Hin- und Riicklauf durch die Schicht s> ge- 
schwacht ist, daB sie gegeniiber der ungeschwachten Welle praktisch vernachlassigt 
werden kann. Bei vielen Metallen liegt eine solche Schichtdicke bereits oberhalb 
von 65 my vor [so z.B. FRAGSTEIN, C. v.: Optik 10, 584 (1953)]. 

2 Mare: Ann. phys. 1954, 10—54. 

3 In welchem Bereich Schichten in der vorliegenden Arbeit als ,,diinn“ be- 
zeichnet werden, soll spater (s.S. 168) eingehend diskutiert werden. Zur vor- 
laufigen Verstandigung sei bemerkt, da®B es sich immer um Schichten unterhalb 
von 10 my handeln wird. 

4 Wo TER, H.: Z. Physik 105, 269 (1937). 
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zwei Beziehungen (von WOLTER ,,Identitaten™ genannt) verkniipft sein: 


I, = —- {mI} + (ng —m) (1 — Ta}, (1) 
3 


y n 
= (.— 2a) a) 
r Ng oe, : 

(Beziiglich der Bedeutung der Buchstaben s. auch Fig. 1.) 

WOLTER zog daraus den Schlu8, daB man aus reinen Intensitats- 
messungen bei ,,diinnen“ Schichten nur eine einzige GroBe, namlich 
das Produkt nkd gewinnen kénne, allenfalls bei Bestimmung von d 
nach einer gesonderten Methode, das 
Produkt wk. 


SCHOPPER! hat in einer spateren 
Arbeit — entsprechend den WOLTER- 


WAT 


fs 
Na, k, 2 Z 
Metfallschicht 


_£ __, gschen Intensitatsidentitaten — Be- 

Mediuin: Te ziehungen fiir die Phasenanderungen 
ban <Ny: des durchgehenden und des reflek- 
ae tierten Lichtes abgeleitet und einen 

Figs. Weg angegeben, wie man vorzugehen 


habe, um aus den_ experimentell 
bestimmten Werten der Intensitaten und Phasen des durchgehenden 
und des reflektierten Lichtes , k und d getrennt zu bestimmen. 

Im folgenden wird untersucht werden, unter welchen Bedingungen 
die Wo TeERschen Identitaten gelten, wobei sich herausstellen wird, daB 
die Beziehung (2) — abgesehen von auBerordentlich diinnen Schichten — 
durch eine genauere [Gl. (27), (28)] ersetzt werden muB und da8 sogar 
die Beziehung (1) haufig eine zu grobe Naherung darstellt. 

Fir die spatere Verstandigung? sei in Fig.1 dargestellt, wie das Licht 
fallweise von der Luft — oder der Glasseite die Metallschicht durch- 
dringt. Es ist stets senkrechte Inzidenz angenommen, die Grenzflachen 
sind durch roémische, die Medien durch deutsche Ziffern bezeichnet. 
Lichteinfall von der Luftseite her wird durch gestrichene Buchstaben 
angedeutet, die Lichtfortpflanzungsrichtung sei die positive oder nega- 
tive x-Richtung senkrecht zu den Grenzflachen. 

Zunachst ist klar, daB die Beziehungen (1) und (2) ihre Giiltigkeit 
fiir verschwindende Schichtdicke behalten miissen. Fir die Beziehung (2) 
ist das leicht nachzuweisen. In diesem Fall stoBen Medium 1 (Glas) 
und Medium 3 (Luft) unmittelbar aneinander, und es gilt fiir die reflek- 


1 ScHoppEr, H.: Z. Physik 130, 565 (1951). 

2 Bei allen Uberlegungen bleibt die Reflexion an der Grenzflache III: Glas—Luft 
unberiicksichtigt. Fallt das Licht von der Glasseite her auf die Metallschicht, so 
wird daher das reflektierte oder durchgehende Licht auf die im Glas einfallende 
Intensitat bezogen. 
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tierte Intensitat: 


jp ee 
I, (m, +> n,)? 3) 
fiir die durchgelassene : 
, 4 
Tgp ep. (4) 


(n,+ n,)? 


Einsetzen von (3) und (4) in die Beziehung (2) zeigt deren Giltigkeit 
Fiir den Lichteinfall von der Luftseite her lautet die Identitit (Q)e 


a). 


L=(1 ae a. (5) 


Auch diese Identitat ist in gleicher Weise fiir die Schichtdicke 0 erfiillt, 
wovon man sich wieder durch Einsetzen von (3) und (4) in (5) tiberzeugt. 
Die Beziehung (1) schlieBlich ergibt fiir Va T 

den Fall verschwindender Schichtdicke, fiir 


den J,=1—TJ, gilt, die Identitat: 7,—J,. j 

Sie ist also auch erfiillt. Da nun der Fall ed i 
verschwindender Schichtdicke dadurch ge- 4 Of, ‘ 
kennzeichnet ist, daB die elektrische und die nT ae at Fes 
magnetische Feldstarke aus dem Medium 1 cee 


stetig ins Medium 3 (oder umgekehrt) tiber- 

geht (Annahme A), so liegt die Vermutung nahe, da die Identitaten (1) 
und (2) dadurch zustandekommen, daB dieser stetige Ubergang nicht 
nur dann gewdahrleistet ist, wenn zwei durchsichtige Medien unmittelbar 
aneinanderstoBen, sondern auch dann noch, wenn sie durch eine absor- 
bierende Zwischenschicht — vorausgesetzt, daB diese nur gentigend diinn 
ist — getrennt sind. Diese Vermutung bestatigt sich auch — allerdings 
nur zur Halfte — nadmlich nur fiir die elektrische Feldstarke, nicht aber 
fiir die magnetische. Die nahere Begriindung dazu wird spater (s. S. 167) 
gegeben werden. 

Zunichst soll gezeigt werden, daB man die WoLTERschen Identitaten 
leicht herleiten kann, wenn man zur Annahme A noch die weitere hinzu- 
nimmt, daB die elektrische Feldstarke bei der Reflexion an der ersten 
Grenzflache einen Phasensprung von 0 oder z erleidet (Annahme B), 
eine Annahme, die streng nur bei verschwindender Schichtdicke, ange- 
nihert bei sehr diinnen Schichten gilt. In diesem Falle lauten die 
Grenzbedingungen fiir die elektrische Feldstarke: 


jee GPO oe (6) 


(Lichteinfallsrichtung von der Glasseite her angenommen). 
Nur der Deutlichkeit der Zeichnung wegen sind die Lichtstrahlen 
ein wenig schrag gezeichnet. Es wird aber stets senkrechte Inzidenz 


vorausgesetzt. 
(Be 


fy 
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Nach Quadrieren und Multiplikation mit 7, ergibt sich: 


n 2 Tikes, ee 2 
— ny Eq + 23 Ey E, + 21 E, == Na Lz. (7) 
We 1 


Ersetzt man nun noch die Amplituden durch die Intensitaten nach den 
folgenden Beziehungen: 


WE, =o 1 
Tee =a, (8) 
Nya eel a 

so folgt schlieBlich: 


(141) +22 Yl, = 1a (9) 
Ny Ny 
und nach leichter Umformung: 
ee an 
isa (1 | _ 1, ] (10) 


also die Beziehung (2). 
Ebenso ergibt sich fiir die andere Lichteinfallsrichtung: Luft— 


Schicht— Glas: 
‘ Lt peemeemnar\ 2s 
rin ts Ks 
=(1—/ 4), (11) 


was man auch kiirzer hatte gewinnen kénnen, wenn man Medium 1 mit 
Medium 3, entsprechend 7, mit , und die gestrichenen GréBen mit den 
ungestrichenen vertauscht hatte. 


Die Identitat (1) laBt sich, wie WOLTER bemerkt, aus der Identitat (2) 
herleiten, wenn man diese fiir die beiden Einfallsrichtungen aufschreibt. 
Trotz dieser Verknipfung ist aber der Giltigkeitsbereich der Identitat (2) 
sehr viel begrenzter als der der Identitat (1). Der Grund dafiir ist der 
folgende: Bei der Herleitung von Beziehung (2) muBte Annahme A und B 
gemacht werden, wahrend Gl. (1) nur an die Annahme A gebunden ist. 
Bevor dies aber nachgewiesen wird, soll zunachst gezeigt werden, daB 
— wie behauptet — die elektrische Gesamtfeldstarke E* im Innern der 
Schicht im Absolutbetrag angenahert konstant bleibt, d.h. also daB in 
dem von uns betrachteten Bereich ,,diinner‘‘ Schichten die Annahme A. 
beztighich des Absolutbetrages erfillt ist. Die Phase der elektrischen 
Gesamtfeldstarke erfahrt allerdings eine Drehung um den kleinen Win- 
kel 37 oder 2, je nach der Lichteinfallsrichtung. [Dieser Umstand 
bewirkt, daB die Identitat (1) nicht genau erfiillt ist, wie spater (s. S. 169) 
gezeigt werden wird. | 


Um die gegenseitige Abhangigkeit der FeldgréBen an den beiden 
Grenzflachen I und II im Innern der Schicht auszudrticken, benutzt 
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man am besten die Darstellung in Form der Vierpolgleichungen: 
= 
g ¢ =f g 
Es 4 = COS VU E31 Sr ia a sin Vv 3 | 
H3;y=tn, sin v E§ 3, + cos v H§ x 
mit den Abkiirzungen: 


2nd 

U = TI» — 
21] | 1 

Bei Lichteinfall von der Glasseite her gilt nun wegen der Stetigkeit der 


Feldstarken an der Grenzflache II: 
ey ha, ind Bn = Hay =F, (13) 


wobei die FeldgréBen der durchdringenden Welle durch die Beziehungen 
verkniipft sind: 

Hg 17 = Ng Eg 11. (14) 
Es gilt daher auch: 

Ay = 3° E31, (15) 


so daB man die Gln. (12) schreiben kann: 


a= = {cos v+i— = sin o} BS 5u = S2° Eby | 
(16) 
He ieee 0} Hi Se Ba HE | 
bzw. fiir die entgegengesetzte Lichteinfallsrichtung : 
Eify = {oso +4; sin o} Bil, = Be Exh | 
2 (17) 


Hen = {i ae sin v + cos of Hoy = ty Eo 1 | 
1 


Die Anderung der elektrischen bzw. magnetischen Gesamtfeldstarke auf 
dem Weg von der Grenzflache I zur Grenzflache II bzw. umgekehrt im 
Innern der metallischen Schicht wird also durch die (im allgemeinen 
komplexen) Faktoren: &,, By, bzw. Be, By (Abkiirzungen der ge- 
schweiften Klammer) dargestellt. Entwickelt man in ihnen cos v und 
sin v nach Potenzen von v=n,y und vernachlassigt bereits die quadra- 
tischen Glieder als klein gegen 1: 


| te? 77?<1, (18) 


so sieht man, daB B, und B,, nicht aber B,, und &;, in dieser Naherung 
eine komplexe Zahl mit dem Absolutbetrag 1 und dem sehr kleinen 
Phasenwinkel 1,7 bzw. 1,y darstellen, d.h. also daB die elektrische 
Gesamtfeldstirke — wie behauptet — beim Passieren der Schicht ihren 
Betrag nicht andert, sondern nur eine kleine Phasendrehung um den 
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Winkel 13 bzw. 7,7 ausfiihrt. ¥), und Qs. sind im tibrigen im Rahmen 
der vorliegenden Naherung unabhangig von n,. Um eine Vorstellung 
von der GréBe dieser Faktoren zu geben, ist der Wert von ¥%, in dem 
spateren Zahlenbeispiel bereits hier angegeben : 


2nd a 
; * == 0,07 


(3 


1=7me;, A= o25my5 = 
Be = /1 + 0,07? = 1,0024; tg ng) = 0,07. 


Es sei hier bemerkt, daB es nicht geniigend genau ist, nur allgemein eine 
bestimmte Grenzdicke d, anzugeben, unterhalb deren die Formeln fir 
,diinne“‘ Schichten giiltig bleiben sollen, da es auf das Produkt yy an- 
kommt und nicht auf 7 allein. Um die 
Bedingung (18) zu prazisieren, diirfte 
es ausreichen, allgemein |11,| 1 < 0,2 
zu verlangen. Sieht man daraufhin die 
Fig. 3. in Tabellen angefiithrten Daten der 
optischen Konstanten von Metallen 
an (Ag, Pt, Pd, Cu), so kommt man fast durchgangig auf einen Wert von 
d,=6—7mu. Bis zu dieser Dicke wird man also im Rahmen unserer 
Naherung von ,,diinnen“ Schichten sprechen dirfen. 


Nachdem die Anderung der elektrischen Gesamtfeldstarke innerhalb 
der Schicht durch die Faktoren %, beschrieben ist, kann man sich nun 
leicht die gesamten GréBen- und Phasenverhaltnisse nach Fig. 3 klar- 
machen (Fig. 3): Die Vektorsumme aus einfallender (£,) und reflek- 
tierter Feldstarke (E,) ergibt die eindringende Feldstairke £3. Aus dieser 
erhalt man schleBlich durch eine Drehung um den Winkel 737 bzw. 1,7 
die durchdringende Feldstarke E,. Es gilt also die folgende Beziehung: 


ES + Bee Pee = E, er Pa, (19)? 


Da sich die Gesamtfeldstarke E3 aber weder innerhalb der Metallschicht 
noch beim Durchschreiten der zweiten Grenzflache Andert, ist sie im 
Betrag gleich E,, der Amplitude der durchdringenden Welle, was in 
der Zeichnung angedeutet ist. y, und yw, sind die Phasendifferenzen der 
reflektierten und der durchdringenden Welle bezogen auf die einfallende, 

1 In einer friiheren Arbeit von Davin [Z. Physik 114, 393 (1939), Gl. (2)] wird 
ubrigens — worauf mich freundlicherweise Herr ScHoppeR aufmerksam machte — 
nahezu (bis auf die von mir beriicksichtigte Phasendrehung um den Winkel 7,7 
bzw. ,7 im Innern der Schicht) bereits der gleiche Ansatz fiir den Zusammenhang 
der elektrischen Feldstarken in den verschiedenen Medien gemacht wie in Gl. (19) 
der vorliegenden Arbeit. Es driickt sich darin aus, daB bei nahezu verschwin- 
dender Schichtdicke der stetige Ubergang der elektrischen (nicht der magnetischen) 


Gesamtfeldstarke aus dem Medium 1 ins Medium 3 fast unabhangig von der be- 
sonderen Natur der ,,diinnen‘' Schicht wird. ; 
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Qa die Phasendifferenz der eindringenden Gesamtfeldstarke gegen die- 
jenige der einfallenden Welle. 


Aus Gl. (19) ergibt sich sofort: 
Eee fee (20) 
1, = m,| E,|? = m {| Ea? +|£o|? — 2| E,|| Eo| cosqy}, (21) 
und fiir entgegengesetzten Lichteinfall: 
I, = m{| Bil? + | Bol? — 2| Bi] Ee] cos 94}. (23) 


Fir den Quotienten der in verschiedenen Lichteinfallsrichtungen absor- 
bierten Energien folgt damit schlieBlich: 


Paap da ny (m+ 9) 1a — 21 5 14 008 Ga 


= = a4 
1—I,—T, Ms (ny + ng) Tg — 2 ny 3 Igcos gy, oe 
Da gz und gy; sich wegen 
Ya = Ya= Pa — "3 = Pa— MH (25) 
nur um die kleine GréBe (n,—,5)7 unterscheiden, weicht der Quo- 
; i 1—I,—TIq . ; a ; ; 
tient: ma —, eae = =e im Bereich ,,diinner‘‘ Schichten nur sehr wenig 


von #,/n, ab. (Im Tihienben nel von S.171 betragt die maximale Ab- 
weichung etwa 2%.) In den Beziehungen (29) und (30) von S. 170 
allerdings, in denen gy, und gy; nicht als Argument des cos, sondern des 
sin auftreten, erhalt die Verschiedenheit der Phasenwinkel (pz, pj) Be- 
deutung fiir die Bestimmung der Schichtdicke. 

Merklich ungenauer als die WoLtERsche Beziehung (1) wird in dem 
gleichen Dickenbereich die WOLTERsche Beziehung (2). Das liegt eben 
daran, daB die Bedingung B (Phasensprung 0 oder z an der ersten Grenz- 
flache) praktisch nur fiir verschwindende Schichtdicke (s. auch Fig. 5) 
erfiillt ist. Aus Fig.3 kann man aber leicht eine Beziehung zwischen den 
FeldgréBen ablesen, die die Verhaltnisse genauer als die WOLTERsche 
Identitat (2) wiedergibt, indem man den Cosinussatz auf das Vektor- 
dreieck A BC anwendet und beriicksichtigt, daB E3 = E, ist (Annahme A) 


E? = E2 + E? — 2E,E, cos (180 — y,). (26) 

Aus Gl. (26) ergibt sich nach einfacher Umformung: 
1+2)/I,cosy,+1,= is (27) 

bzw. fiir die entgegengesetzte Lichteinfallsrichtung: 


14+2YF/ cosy, +1, = 21. (28) 


ny 


170 C. v. FRAGSTEIN: 


Die Beziehungen (27) und (28) gehen fiir p,und y, = 0 bzw. a(Annahme B) 
wieder in die Identitat (2) bzw. (5) tuber. 

Zur vollstdndigen Beschreibung der Phasen- und Amplitudenverhalt- 
nisse muB man Fig. 3 noch zwei weitere Beziehungen entnehmen, die 
je nach Lichteinfallsrichtung lauten: 


SIN Pa ile 
Se ae a 


bzw. fiir umgekehrten Lichteinfall: 


: ’ 
SIN (q IB = 
sin (’ men Er =\i,. (30) 

Vea P3) 0 

ér 

\ () 
| 

Fig. 4. 


ZweckmaBiger ist es nun an Stelle der y und @ die experimentell faBbaren 


GréBen: ¢,, &, & Zu setzen, die mit den w und den @ durch die 
Beziehungen: 

b= Vrs & = YW — H+ 2MgH, ba = Yat MgH (31) 
und 


Ya=Pa— 39> Ya = Ya = Pa — HM (32) 
verkniipft sind. Wenn man namlich eine konkrete Phasenmessung ma- 
chen will, kann man immer nur den MeBstrahl mit einem zweiten Licht- 
strahl, der die Metallschicht nicht trifft, vergleichen. Aus der Skizzie- 
rung der hierbei benutzten Versuchsanordnung in Fig. 4 ergibt sich sofort 
der Zusammenhang zwischen den ¢ und y, aus Fig. 3 der Zusammenhang 
zwischen den wy und 9. 

Die Gln. (29), (30) lauten dann: 


sin €qg ag 
RT ees, (33) 
__ sin {€a + (% — 2s) n} Vir (34) 


sin {e, — €g— (m, +75) y} 
Zur Veranschaulichung der Verhaltnisse wurde ein konkretes Zahlen- 
beispiel durchgerechnet : 
= Na A a@=0,1...7mu 
A= 628m n= 1)55" 7.4 
d,=7my,; Ne = 0,07. 
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Dabei wurde die Grenzdicke da, absichtlich gréBer gewahlt als auf S. 167 
angegeben wurde (|1,| 7 = 0,32 statt < 0,2), um die Phasenintensitiits- 
beziehungen einer besonders scharfen Priifung zu unterziehen. 


Nach den strengen Formeln wurden zunichst fiir alle Schichtdicken 
die Werte von I,,J;, 14, y,,y,, yz festgestellt. Um einen Vergleich 
der WorteErschen Identitat (2) mit den Intensitatsbeziehungen (27) bis 
(30) durchfithren zu kénnen, wurden in Tabelle 1 die nach Vorgabe aller 
anderen (streng berechneten) Werte aus der Identitat (2) und (5) bzw. 
aus den Beziehungen (27) bis (30) ermittelten Werte von J, und J/ 
eingetragen. Die Zahl iiber der Kolonne bezeichnet immer die Beziehung, 


Tabelle 1. Die beiderseitig reflektierten Intensitdten I, und ie als Funktion der 
Schichtdicke. 


Jin % T, in % 
d (1) (2) (3) (4) d (1) (2) | (3) (4) 
my) (2) streng | (29) (27) mu. (5) streng | (30) (28) 
Ae Aly 1,9 2,0 1,9 1 6,3 SE || 156 6,4 
2! 0,4 1,3 1,3 1,3 D 9,0 O2. Mimeg. 5 |) 012 
z--"0,0 1,8 1,8 1,8 3 10,9 124 Ml ios |) ana 
4 0,3 3,0 3,1 3,0 4 13,7 15,8 | Nae || Gs 
5 1,0 4,2 4,9 4,2 5 16,6 19,4 19,2 19,4 
6 2,3 6,7 fps 6,7 6 18,5 Bas | BD 22,5 
TN 36 9,4 9,4 9,4 jf 24,2) 9) 2630 25,8 26,0 


aus der der Wert von J, oder J; berechnet wurde. Wie man bemerkt, 
sind die aus der Beziehung (27) und (29) errechneten Werte von I, 
von den strengen Werten [Kolonne 2] praktisch ununterscheidbar, 
wahrend die nach Beziehung (2) ermittelten Werte | Kolonne 1] absolute 
Abweichungen bis zu 6% und entsprechend sehr viel héhere relative 
Abweichungen zeigen. Bei der Reflexion von der Luftseite (J;) ist die 
Abweichung der nach der Wo Lterschen Beziehung (5) berechneten 
Werte von den strengen geringer als bei umgekehrtem Lichteinfall. 
Trotz des groBen Wertes von |1,|7 bewahren sich also alle vier Bezie- 
hungen (27) bis (30) innerhalb der Genauigkeit, die man bestenfalls der 
Messung von Intensitaten und Phasenwinkeln zugrunde legen kann. 


In Fig. 5 sind die Phasenwinkel fiir das reflektierte (y,, p,) und fiir 
das durchgehende Licht (y,) als Funktion der Schichtdicke aufgetragen. 
Man sieht, daB man im vorliegenden Fall bereits oberhalb von 2 my 
nicht mehr die Annahme B (y,, y; =0 oder a) machen kann und erkennt 
daran nochmals die Notwendigkeit die Identitat (2) durch die Bezie- 
hungen (27), (28) zu ersetzen. 

ScHoprER! gibt in seiner eingangs erwahnten Arbeit Beziehungen 
zwischen den Phasen des reflektierten bzw. durchgelassenen Lichtes und 
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den optischen KenngréBen der Schicht (7, k, d) an, die wie er selbst 
bemerkt, nur fiir allerdiinnste Schichten gelten. 


nz — nz + k5 
re, = 2m, 9, 33 35 
tge, 1 2 — 2 — 417 My hy Ng’ 
? nz — nz + 5 
2434 3 Z 
tg &, By ne — n? — 4n Ng hy ny (3 


Sie sind als Naherungen unter Vernachlassigung von Gliedern mit 77? 
bzw. hdheren Potenzen von 7 gewonnen. Im Rahmen unseres Zahlen- 


2° 


ae 
We i 
8°} Ya. ca 
x 749° 
Fae, de 
7. va 
i 120° 
5 RT a= | v4 
ae ey 
780% ad (mp) 700° 
0} 
oy Y, 
= 60% 


beispiels sind sie nur in einem Teil des darin zugelassenen Schichtdicken- 
bereichs brauchbar. Man kann sie aber leicht so verbessern, daB sie 
genau wie die Formeln (27) bis (30) im ganzen, in dieser Untersuchung 
betrachteten Bereich von 0 bis 7 my gelten, wenn man noch ein Glied 
mit 7? das wegen des Faktors (m3-+ k3)2 besonders ins Gewicht fallt, 
mitnimmt. Die Formeln lauten dann: 


= 5 RA Qn ng hey (37) 
Ny — Ng — 4 Ny hy my + 4? {ny ng —. (m3 + 3)?} 


tg i 2147 


2 2 2 
Ny — Ny + hy + 24 Ng hoy 


tele, — 2,7) =27.) ‘ at . 
g {e, 7) et mz — Ni — 4 Ny hy my + 4? {ni nF — (m5, + R5)?} © (8) 


i SCHOPPER les lie: 
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Eine Veranderung der Phasenformel fiir die durchgelassene Welle ist 
nicht ndétig. 

Zur Veranschaulichung sind in Tabelle 2 einmal die Werte von é, 
nach der urspriinglichen ScHoppERschen. Formel (35), daneben nach der 
verbesserten Formel (37) eingetragen. Der Vergleich mit den strengen 
Werten e, zeigt die Brauchbarkeit der angebrachten Naherung. Be- 
trachtet man die Beziehungen (27), (28), (29) und (30) bzw. (33) und (34), 
so kénnte es zunachst scheinen, als ob nur zwei von den drei GréBen 
n,k,d bestimmbar waren, da sechs experimentelle GréBen: ds pd <4 lvoe 
Y,, Yr, Ya Aurch vier Gleichungen miteinander verkniipft sind, also nur 
zwei von ihnen unabhangig sein kénnen und daher nicht ausreichen, 
um die drei GréBen 1, k und d aufzufinden. Da aber in Gl. (34) 7 explizit 
auftritt, kann man diese GréBe 
als 7. MeBgr6éBe hinzunehmen, Tabelle 2. Phasensprung &,= , 
Eee man ichen diureh vier als Funktion dey Schichtdicke in Grad. 
Gleichungen verbundene GréBen | 


. : d € | e & 
hat von denen, wie es sein muB, my. (35) Beene es 
drei als unabhangig voneinander 1 5 23,9 24.0 
angenommen werden kénnen. zi on ae | ee 

AbschlieBend kann man sagen, 4 91,2 Wey ete 
daB die Gln. (27) bis (30), die an 5 100,2 1230 | h23,3 
Stelle der W hen Identita 106,0 130.2 | 130,0 

elle der WoLTERschen Identita- . ae aw ea 


ten und etwa der SCHOPPERschen 

Phasenbeziehungen vorgeschlagen werden, einen gr6Beren und vor allem 
einheitlicheren Giiltigkeitsbereich (bei den meisten Metallen etwa 0 bis 
7m) besitzen. Sie bieten eine bequeme Moglichkeit, um die innere 
Vertraglichkeit von MeBwerten [falls man z.B. alle sechs MeBgréBen: 
L,,1,,14,¥,> Y,» Ya bestimmt hat], zu iiberpriifen. Dariiber hinaus ge- 
stattet Gl. (34) den Wert von 7 bzw. d direkt und auf eine einfachere 
Weise zu bestimmen, als es bei SCHOPPER z. B. mit seiner Drei-Geraden- 
methode geschieht. 

Immerhin darf man nicht verkennen, daBb die Bestimmung der 
Schichtdicke nach dem angegebenen Verfahren nur mit maBiger Ge- 
nauigkeit ausfiihrbar ist, etwa mit der gleichen, mit der SCHOPPER aus 
seinem Drei-Geradenverfahren die Dicke bestimmt, was auch dadurch 
verstandlich wird, daB die dem ScHoppEeRschen Verfahren zugrunde- 
liegenden Gleichungen in ihren Aussagen mit den von mir angegebenen 
Gln. (27) bis (30) tibereinstimmen. 

Es ist daher mehr oder weniger eine Frage der MeBgenauigkeit, ob 
man sagt, daB n, k und d getrennt bestimmbar sind oder nur zwei ge- 
eignete Kombinationen aus diesen GréBen. Setzt man aber einmal den 
Fall, daB die MeBgenauigkeit ausreicht, um auch d mit geniigender 
Prizision zu bestimmen, dann kann man etwa mit den in der SCHOPPER- 
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schen Arbeit! angegebenen Naherungen von WOLTER und SOMMER: 


Ning Lp hI = Ip 4—I1,—TIq 
Wali = — tt Le L iy ———e 9 
Ties N, — Ns Iq ‘ Pll a Dlhe G9) 
n Re baka foaki NY 
2 | 
(40) 


Is 7 2 
y \/2m Ns mae “(ty — M)® — (214 19 hy)® + (13 — 14)? 
d 


auch und k getrennt berechnen. Um dazu in Gl. (40) allerdings uber 
das richtige Vorzeichen entscheiden zu kénnen, reichen die drei Inten- 
sitatswerte J,,/;,Z, nicht aus, sondern man mu mindestens einen 
Phasenwert hinzunehmen. 


Herrn Professor Dr. CL. SCHAEFER und Herrn Professor Dr. J. JAUv- 
MANN danke ich fiir ihre freundliche Anteilnahme an der Arbeit. 

Besonderes Dank schulde ich Herrn Dr. H. SCHOPPER, der das ganze 
Manuskript kritisch durchgesehen und wertvolle Diskussionsbemer- 
kungen dazu gemacht hat. 


Koln, II. Physikalisches Institut der Universitat. 


T ‘SCHOPPER, Hi.; lic. 
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Die Spannungsfunktionen der dreidimensionalen 
isotropen Elastizitatstheorie. 
Von 
EKKEHART KRONER. 


(Eingegangen am 2. Juni 1954.) 


Das isotrope Integrationsproblem der Elastostatik wird mit Hilfe des Tensors der 
Spannungsfunktionen behandelt. Es wird bewiesen, daB dieser biharmonisch ist, 
wenn keine Volumenkrafte oder Inkompatibilitéten beteiligt sind. Insbesondere 
ergeben sich die Spannungsfunktionen von MaxwELL und Morera biharmonisch. 
Es wird gezeigt, daB sich die MaxweEttschen Spannungsfunktionen und damit der 
gesamte Spannungszustand eines elastischen Kérpers durch drei harmonische 
Spannungsfunktionen beschreiben lassen, mit denen — im Gegensatz zu den 
PapcovitcH-NeEuBerRschen Funktionen — nicht die Kompatibilitatsbedingungen, 
sondern die Gleichgewichtsbedingungen identisch erfiillt werden. Die genannten 
Spannungsfunktionen erscheinen auch fiir die praktische Behandlung elastischer 
Probleme geeignet. 


V orbemerkung. 

Fir die notwendigen Tensorrechnungen wurde die Bezeichnungsweise 
nach M. Lacatrty! gewahlt. Insbesondere sind 

t, j, £ cartesische Einheitsvektoren, 

Je Einheitstensor 2. Stufe, 

a:b das skalare Produkt, 

a < b das vektorielle Produkt, 

ab das dyadische Produkt 
zweier Vektorena und 6. Entsprechendes gilt bei Multiplikationen 
zwischen Tensoren sowie zwischen Tensoren und Vektoren. Mit dem 
Index J wird immer der erste Skalar eines Tensors gekennzeichnet. 


§ 1. Einfiihrung. Verzerrungsfunktionen und Spannungsfunktionen. 
Jedes symmetrische Tensorfeld 2. Stufe t(r) kann man formal nach 


der Forme]? 
t=4}Va+aV)4+VxpxV (1) 


in zwei speziellere symmetrische Tensorfelder zerlegen. Dabei ist a(t) 
ein durch t bestimmtes Vektorfeld, g(r) ein solches symmetrisches 


1 Lacatity, M.: Vorlesungen iiber Vektorrechnung. Leipzig: Akademische 
Verlagsgesellschaft 1928. d3: 0 

2 Im Anhang wird ein Beweis der Zerlegungsformel gegeben. Ob sie in dieser 
Form schon ausgesprochen wurde, ist mir nicht bekannt. Jedenfalls wurden Fol- 
gerungen von (1) schon friiher benutzt, vel. die zitierten Arbeiten FuBnote 2, S. 179, 
FuBnote 3, S. 179, FuBnote 2, S. 186. 
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Tensorfeld 2. Stufe. Der Tensor t,= $(Va-+aV) ist von demselben 
Charakter wie der Deformationstensor ¢ der Elastizitatstheorie, da ¢ 
sich aus dem Vektorfeld der Verschiebungen in gleicher Weise herleitet, 
wie t, aus a. Daher wurden schon friiher Tensoren dieser Art als Defor- 
matoren bezeichnet und zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen 
t, und a die Operation Def (lies ,,Deformation von") mit Hilfe der 
Gleichung 
Defa=4+(Va-+aV) 

definiert?. 

Auch Tensoren der Form t,=V xq V sind in der Elastizitats- 
theorie nicht neu. So lassen sich bekanntlich die Kompatibilitatsglei- 
chungen von DE ST. VENANT in der Form V x e x V =0 schreiben (vgl. 
M. Lacatty l.c.). In Worten laBt sich diese Gleichung auch so inter- 
pretieren: Die Inkompatibilitat von ¢ ist null. Daher werden Tensoren 
der Form V xy x V als Inkompatibilitatstensoren bezeichnet. Zur Be- 
handlung solcher Tensoren wird nun die Operation Ink (les ,,Inkom- 
patibilitat von‘) durch die Gleichung! 


Inkgp =VxomxV 
eingefitihrt. Damuit lautet Gl. (1), etwas weniger formal als oben, 
t = Defa-+ Inkg. (1’) 


Diese Forme] leistet bei der mathematischen Behandlung symmetrischer 
Tensorfelder ahnliches wie die bekannte Zerlegungsformel, nach der man 
ein Vektorfeld in ein Gradienten- und ein Rotorfeld zerlegt, bei der Be- 
handlung von Vektorfeldern. Dies verdankt man den identischen Be- 
ziehungen 

Ink Def = 0, Div Ink = 0, (2) 


die leicht zu verifizieren sind. Dabei ist Div die auf einen Tensor an- 
gewandte Operation ,,Divergenz‘‘1. Wegen (2) ist m in (1) nur bis auf 
einen Deformator bestimmt. Man kann deshalb fiir die Komponenten 
von g noch gewisse Nebenbedingungen vorschreiben, die im folgenden 
eine groBe Rolle spielen werden. 


Die Wichtigkeit der Zerlegung (1) fiir die Elastizitatstheorie erkennt 
man sofort, wenn man die elastischen Differentialgleichungen fiir die 
Verzerrungen e bzw. Spannungen o anschreibt. Man hat im einfachsten 


1 Die Operatoren Def und Div findet man unter anderem bei FRANK-V. MIsEs 
erklart. Der Operator Ink wurde von H. ScHAEFER Il. c. unter dem Namen ,sym- 
metrische Rotation eingefiihrt. Zu dieser Bezeichnung konnte ich mich nicht 
entschheBen, da der physikalische Sinn von Ink m nicht der einer Rotation von P 
ist. Eine solche erhalt man nur durch Anwendung eines Differentialoperators erster 
Ordnung. Eine Komponentendarstellung des Inkompatibilitatstensors enthalt §8. 
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Fall die Kompatibilitatsbedingungen 
Ink e—=0 (3) 


und die Gleichgewichtsbedingungen 


Div ¢g = 0; (4) 
wobei noch das Hooxkesche Gesetz 
i ree ee ee wl ay fe ek TEL 
<3 2G e gag ce 2G (2 m+ 7% 6) 


gilt (m = Querkontraktionszahl, G = Schubmodul). 

Aus den Gln. (3) bis (5) folgt, etwa auf dem Wege iiber die BELTRAMI- 
schen Gleichungen [vgl. (9)|, daB o,, €; harmonisch, die Komponenten 
von o und ¢« biharmonisch sind. Zur Lésung von Randwertproblemen 
ntitzt diese Erkenntnis nicht viel, da die Gesamtheit der biharmonischen 
Spannungs- bzw. Verzerrungstensoren bedeutend gréBer als die der nach 
(3) bis (5) zugelassenen Tensoren ist. Daher beginnen wohl alle bekann- 
ten Integrationsansatze mit der identischen Befriedigung entweder der 
Gl. (3) oder der Gl. (4). Hierzu werden stets neue Funktionen einge- 
fiihrt, die im folgenden als Verzerrungsfunktionen bezeichnet werden, 
wenn mit ihnen (3) identisch befriedigt wird, dagegen als Spannungs- 
funktionen, wenn (4) identisch erfiillt wird. Nach (2) hat der Ansatz 
mit Verzerrungsfunktionen V, die Form 


e = Def [f (V,)], 
mit Spannungsfunktionen S; 
= Ink [7 (51, 


wo / irgendeine Funktion oder auch ein Differentialoperator sein kann, 
Die Verzerrungsfunktionen gehorchen gewissen Differentialgleichungen, 
deren Erfiillung gleichbedeutend mit derjenigen der Gleichgewichts- 
bedingungen ist. Entsprechend gibt es Differentialgleichungen fiir die 
Spannungsfunktionen, deren Erfiillung diejenige der Kompatibilitats- 
bedingungen garantiert. 

Nach den Definitionen der Verzerrungs- bzw. Spannungsfunktionen 
kénnen erstere auch Zustande von elastischen Kérpern, die Volumen- 
kraften unterliegen, vollkommen beschreiben, nicht hingegen durch 
Inkompatibilitaten hervorgerufene Spannungszustande. Das Umge- 
kehrte gilt fiir Spannungsfunktionen. Hierzu ist noch zu bemerken: In 
einem einfach zusammenhangenden, durch Eigenspannungen bean- 
spruchten Kérper sind grundsatzlich die Kompatibilitatsbedingungen 
nicht erfiillt. Bei der Behandlung solcher Eigenspannungen sind daher 
die Spannungsfunktionen wohl kaum zu entbehren (vgl. auch §6). 
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Die wichtigsten Verzerrungsfunktionen sind die Komponenten des 
Verschiebungsvektors 8(t)=(w, v, w), mit Hilfe dessen nach (2) die 
Gl. (3) durch den Ansatz ¢ = Def8 identisch befriedigt wird. Zur 
Klasse der Verzerrungsfunktionen gehéren ferner die harmonischen und 
biharmonischen Verschiebungsfunktionen!, die zum Teil im folgenden 
Absatz genannt werden. 


Die optimalen Formulierungen des Integrationsproblems der Elasto- 
statik mit Hilfe von Verzerrungsfunktionen sind wohl bereits gefunden. 
Zusammenfassend laBt sich sagen: Beim zweidimensionalen isotropen 
Problem (gilt auch bei Achsensymmetrie) gelingt stets die Darstellung 
des (3) bis (5) gehorchenden Spannungszustandes mit Hilfe einer 
biharmonischen Funktion (MAGUERRE, Love)! oder auch mit zwei har- 
monischen Funktionen (spezialisierte PAPKOVITCH-NEUBER-Funktio- 
nen)”. Das dreidimensionale Problem la8t sich mit Hilfe einer tri- 
harmonischen Funktion? oder auch mit drei harmonischen Funktionen 
(BurGATTI4, PAPKOVITCH-NEUBER?) vollstandig behandeln. Die zuletzt 
genannte Darstellung hat sich wegen ihrer Symmetrie als besonders 
giinstig erwiesen. Die drei Verzerrungsfunktionen sind hier die Kompo- 
nenten eines harmonischen Vektors 6(r) und werden durch 


u=b,+0F/0x, v=b,+ 0F/dy, eat ry Ringe | 


6) 
PS a (ay) by ee) | ( 
eingefiihrt, so daB also der Verzerrungszustand durch 
n/4 ; 
e = Def [6 —— — grad (r- b)) (6’) 


beschrieben wird. Fir o berechnet man daraus mit (5) 


eo=Vb+bV+——_V-bI— 


| (0") 
eT Vite by ee eee eT 


m— 1 (m = 1) (m — 2) 


Von vornherein war nun anzunehmen, daB es gelingen wiirde, mit 
Hilfe von Spannungsfunktionen zu ahnlich einfachen Ergebnissen zu 
kommen. Fiir das zweidimensionale Problem ist diese Annahme seit 


* BIEZENO-GRAMMEL, Technische Dynamik. Berlin: Springer 1939. Die 
Autoren beniitzen den Sammelnamen ,, Verschiebungsfunktionen‘ fiir Funktionen, 
aus denen man die Verschiebungskomponenten durch Differentiationen gewinnt. 

2 ParKovircu, P. F.: C. R. Acad. Sci., Paris 195. 513, 754, 836 (1932). — 
NEuBER, H.: Z. angew. Math. u. Mech. 14, 203 (1934). — Kerbspannungslehre. 
Berlin: Springer 1937. 

° Gessia, M.: Ann. di Math. (III) 10, 157 (1904). 

* Vgl. z.B. Marxin, I.: Z. angew. Math. u. Mech. 10, 182 (1930). 
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langem bestatigt (ArRysche Spannungsfunktion). Dagegen war es nicht 
gegltickt, das rdumliche Integrationsproblem der Elastostatik mit Hilfe 
von Spannungsfunktionen einfach zu formulieren. SLroBopyJANSKI! und 
BLocH? gelang die Aufstellung eines biharmonischen Tensors von Span- 
nungsfunktionen, dessen Verwendung jedoch entgegensteht, daB sich 
aus ihm der Spannungstensor erst nach viermaligen Differentiationen 
ergibt. Ansaétze von MAXWELL, MorERA’, BLocH? fiihrten auf uniiber- 
sichtliche simultane Differentialgleichungen vierter Ordnung fiir die 
Spannungsfunktionen, deren Integration hoffnungslos erschien‘. Alle 
diese Ansdtze begannen nach (2) mit der identischen Befriedigung von (4) 
durch 

o = Inky. (7) 


Wie im folgenden gezeigt wird, wird bei geeigneter Wahl der oben ge- 
nannten Nebenbedingungen fiir den Tensor der Spannungsfunktionen 
x(t)° dieser biharmonisch. Als nachster Schritt folgt die Reduktion von 
sechs auf drei biharmonische Spannungsfunktionen. Diese lassen sich 
durch drei harmonische Spannungsfunktionen vollstandig wiedergeben. 


§ 2. Die Differentialgleichungen der Spannungsfunktionen 4 
(Kompatibilitatsgleichungen) ®. 


Es wird nun die Gesamtheit der durch die Differentialgleichungen 
inks = 0; Dive=0 (8) 


beschriebenen Spannungszustande betrachtet. Die Gleichung Ink ¢=0, 
in den Spannungen ausgedriickt, lautet bei Divo—0O bekanntlich 


1 SLoBODJANSKI, M. G.: Spannungsfunktionen fiir das raumliche Problem der 
Elastizitatstheorie. Utsch. sapisski Mosk. Univ. (russ.) 24, 184 (1938). 

2 Brocu, W.I.: Die Spannungsfunktionen in der Elastizitatstheorie. Prikl. 
Mat. i Mech. (russ.) 14, 415 (1950). Hier werden weitere Gruppen von drei Span- 
nungsfunktionen angegeben, die durch Spezialisierung von ¥ in (9) entstehen, aber 
gegeniiber den Ansatzen yon MAaxwert und Morera keine Vorteile zu bieten 
scheinen. 

3 Morera, G.: Accad. Lincei Rend. Roma, Ser. V | (1892). Die Beziehungen 
zwischen den MAxwetischen und Moreraschen Spannungsfunktionen werden in 
diesem Band von MorerA und BELTRAMI erortert. Vgl. auch Fryz1, B.: Accad. 
Lincei Rend. Roma, Ser. VI 19, 578 (1934). 

4 Diese Differentialgleichungen findet man zum Teil bei Love, A. E. H.: 
A treat. on the math. theory of elast, S. 136. Cambridge 1952. 

5 Es wire wiinschenswert, fiir die Spannungsfunktionen y einen besonderen 
Namen zu schaffen, da sie offenbar vor den sonstigen Spannungsfunktionen aus- 
gezeichnet sind. Dieser Name sollte sich an die physikalische Bedeutung der Funk- 
tionen x anlehnen, die indessen noch nicht geniigend erforscht ist. 

6 In diesem § sollen auch alle rechts von ¥ stehenden Nasra-Operatoren auf 7 
differenzierend wirken. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 13 
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(BELTRAMI) 


i (Poa eg Me PS — 
Ao +- ae VVo;, O. (9) 


Die Gleichung Div «=0 wird nun durch den Ansatz 
go =Inky=Ay—VV-4—4:-W4V-%-VI4+VV4;—Axrt (10) 
identisch befriedigt. Man berechnet hieraus leicht 

6, = Vii aA YG 
Damit wird aus (9) 
AAy—AVV-y4+x-VV) + | 


m : Rate Pe yay = 
+" VV -4- P+ VV Ay =0. | 


(14) 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB y bihar- 
monisch wird, lauten demnach 


se AAV ee Avie 


m fl 
rar eale Vie emer VVAy, = 07 442) 
Es fragt sich nun, ob diese Nebenbedingungen fiir die Komponenten von x 
zulassig sind, d.h., ob die Méglichkeit, die Gesamtheit der Spannungs- 
zustande o durch Spannungsfunktionen y zu erfassen, durch die Neben- 
bedingungen (12) nicht beeintrachtigt wird. Zur Beantwortung dieser 
Frage betrachtet man etwa die starkeren Nebenbedingungen 


(m+ 2)V-¥—Vy;=0, (13) 


deren Erfiillung zugleich die von (12) garantiert, wie man leicht nach- 
rechnet. Wie jetzt gezeigt wird, sind aber (13) und damit auch (12) 
zulassige Nebenbedingungen. 


Es sei ein beliebiger, vorgegebener Spannungszustando durch 
o=Ink y’ beschrieben. Dann ergibt Ink(y’ + Def a) nach (2) denselben 
Spannungstensor. Nun kann man stets a so bestimmen, daB (13) fiir 


=y' +Defa (14) 


erfiillt ist. Man erhalt namlich aus (13) und (14) fiir a mit 


m 


7? Aa+™VV-a=—(m+2)V-x 40x =f) (15) 
Gleichungen vom Typ der inhomogenen Differentialgleichungen fiir die 
Verschiebungen. Die rechte Seite ist hier eine bekannte Ortsfunktion, 
ein partikulares Integral existiert stets, welches also das gewiinschte a 
liefert. Somit ist die Zulassigkeit der Bedingungen (13) und damit auch 
von (12) nicht nur fiir Spannungszusténde gemaB (8), sondern wegen 
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der Willkiir von / in (15) sogar fiir die in §6 betrachteten allgemeineren 
Spannungszustande bewiesen. 

Das Ergebnis der bisherigen Rechnung ist also: Mit der Gesamtheit 
der Tensoren y, welche die Nebenbedingungen (12) erfiillen, kann man 
jeden (8) gehorchenden Spannungszustand durch (10) beschreiben. Alle 
diese Tensoren sind biharmonisch. 


§ 3. Reduktion von sechs auf drei biharmonische Spannungsfunktionen. 

Offenbar beschreiben alle biharmonischen Tensoren y, die sich nur 
um einen biharmonischen Deformator unterscheiden, den gleichen 
Spannungszustand. Sie alle erfiillen (12). Durch zusitzliche Bedin- 
gungen laBt sich die Vielfalt dieser Tensoren weiter einschranken. Es 
wird jetzt gezeigt, daB zu (12) als zusatzliche Bedingung unter anderem 
die Forderungen 


Vxx Avy Mizz 0 (16) 


gestellt werden kénnen. Es sei wieder o durch Ink y’ gegeben, AA y’ = 0. 
Dann ist auch o = Ink(y’+ Def a), und die Frage ist, ob man a so be- 
stimmen kann, dab 


Oa, , Ga, , Ca. / 47 
= = — 4 5 — rn ——— —=—_ — 4 a) 7) 
Ox hex dy Ayy Oz ke ( 


wenn a=(d,, 4,, 4,), wobei gleichzeitig Def a biharmonisch sein soll. 
Es ware dann in der Tat fiir 7 =v’ + Def a (16) erfiillt, und y biharmo- 
nisch. Aus (17) erhdlt man 


a, = —JS%exdx +Aly,2), (18) 


entsprechend a,,a,. A(y, 2) ist zunachst willkiirlich. Ferner folgt aus 
(17) und (18), da 7,1, %yy, %-, biharmonisch sind, 


AA f yeedx = aly,2); (10) 


wo a(y, z) eine gegebene Funktion ist. Wendet man 4A auf (18) an, 
so ergibt sich mit (19) 


AAa, = —a(y,z)+AAA (y, 2), 


wo man A immer so bestimmen kann, daB a, biharmonisch wird. Ent- 
sprechende Gleichungen gelten fiir a,, a,. 

Das heiBt aber: Man kann immer zu einem gegebenen biharmonischen 
yz’ einen biharmonischen Vektor a so bestimmen, dab fiir ¥ Koc Def a 
(16) gilt, wobei J47=0. Mit anderen Worten: Man darf fiir die Kom- 
ponenten des MorerRAschen Spannungsfunktionstensors 


OPE erates 
xy 0 Nye 
Nex Ava 0 
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zusatzlich die Nebenbedingungen (12) stellen, wodurch 7,,, %),, %2x 
biharmonisch werden. 

In analoger Weise laBt sich der Beweis fiir den MAXweEttschen Tensor 


Lan © 0) 
O Nae 0) 
0 0 Kez 


fiihren. Doch sei das Ergebnis, daB 7,,, %,,,%,, biharmonisch werden, 
noch auf einem direkteren Wege gezeigt. Bekanntlich lautet der MAx- 
wELLsche Ansatz 


Oh, = = Oxy at xe: C... = = Oxes O Xxx 
am az aye we ax ak? (20) 
6..= é WBE Pxyy 
ag oy? ae 
— her Jaws ease 6) 
4Y SS Ox Oy? Pt Ce ayOz8 * | 820% (24) 
Es ergibt sich aus (21) leicht, daB der MAxwe ttische Ansatz fiir 
Vex =Aex tA(*,¥) + Bz, x), Pyy =Ayy + Cly, 2) + D(x, 9), (22) 
Yes = Aer t Ele, x) + Fy, 2) 


auf die gleichen Spannungen fiihrt, wenn man die sonst willkiirlichen 
Funktionen A (x, y) usw. nach (20) den Bedingungen 


GAG Or OE eB eA oD 
“ Ske Ss — ae aa _ == 2 
ax? 02? : ay? Ox? v (23) 


unterwirft. Da die Komponenten von o biharmonisch sind, hat man 
wegen (21) zunachst? 


AAy,,= a(x, y)+5(z,x), AAxy,,=cly,2) +(x, y), 
AAy,, = e(z, x) + f(y, 2) 


als Differentialgleichungen fiir die Spannungsfunktionen 7,,, 7), %- 
Aus (20) folgt damit leicht, daB die sonst nicht bekannten Funktionen 
a(x, y) usw. die Bedingungen 


(24) 


Bo , Pf Be | Bb Ba , ad 
aa + ay? Bahay BE anat lin. dats bce a en 


befriedigen miissen. Einsetzen von (22) in (24) ergibt 


AAy,,=AAA (x, y) +AAB(z, x) + a(x, y) + d(z, x) 
AAy,, =AAC(y, 2) + AAD(x, y) + c(y, 2) + d(x, y) 
AAy,, =A4AE(z, x) +4 AF (y, z) + e(z, x) + f(y, 2). 


' Man denke auf (20) und (21) 4A angewandt. 
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Wegen der gleichen Form der Bedingungen (23) und (25) kann man 
A, B usw. stets so bestimmt denken, daB Wxx> yy» Wz, biharmonisch 
werden. Da der Maxwettische Ansatz fiir y und 7 die gleichen Span- 
nungen liefert, kann man das Ergebnis der Rechnung auch so ausdriicken: 

Alle (8) gehorchenden Spannungszustande lassen sich mit Hilfe von 
drei biharmonischen Spannungsfunktionen der MAXWELtschen Art nach 
(20) und (21) beschreiben. 


$4. Reduktion von drei biharmonischen 
auf dret harmomsche Spannungsfunktionen. 


Ausgangspunkt fiir die weiteren Vereinfachungen sind die biharmo- 
nischen MAXWwetischen Spannungsfunktionen. Man kann die letzte 
Rechnung fiir die MAXwWeE ttischen Funktionen noch einmal wiederholen, 
indem man anstatt der Gleichung A4¢=0 die Gl. (9) verwendet. In 
genau der gleichen Weise wie oben erhalt man 


m m ay 
AWE e = Fase aT ae 0, A byy + o;=0, Aig 9: (26) 
Py | Pyyy ay 
= a) f AoE ey 8 at Ea EES 
OT Ay, ! 6x2 I ay? 22 O (27) 


Nimmt man fiir den Augenblick a; als bekannt an, so erhalt man fiir die 
Spannungsfunktionen y die allgemeine Darstellung 


Yen = Wx, + partikulares Integral von (26) 
Yyy = Yyy + partikulares Integral von (26) 


Ye, =z, + partikulares Integral von (26), 
wo die Spannungsfunktionen y,,, py,,,, harmonisch sind. Da 4,,, 
Yyy> Xz, andererseits biharmonisch sind, liegt fiir die partikularen Inte- 


grale ein Ansatz der Form *9,,+ V@y,+2@,, mit harmonischen Funk- 
tionen g nahe. Danach findet man leicht, daB (26) und (27) durch 


Hann = Pax > AL, Lyn =Pyy + A, Asa eh andi 


p 8) 
m2 OWx x op OWzz (2 
arepegd hae ia areca ra 


befriedigt werden. Mit (28) sind die biharmonischen Maxwettschen 
Spannungsfunktionen auf drei harmonische Spannungsfunktionen zu- 
riickgefiihrt. Zusammenfassend 1aBt sich also der Spannungszustand des 
elastischen Kérpers durch 


c= Ink (y + — tV--pl} (29) 
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beschreiben, wo y der harmonische Tensor 


Yer O 9 
Wiest 0 Yyy 0 
Or aO eine, 


ist. Hiermit ist eine Darstellung des Spannungszustandes mittels 
Spannungsfunktionen gefunden, die der PApKovitcH-NEuBERschen Dar- 
stellung (6’) des Verzerrungszustandes mittels Verzerrungsfunktionen 
an Einfachheit nahekommt, wie der Vergleich von (28) mit (6) zeigt. 


Durch Einsetzen von (29) in (9) zeigt man, daB durch den Ansatz (29) 
auch mit einem beldebigen harmonischen Tensor y die Gl. (8) erfiillt 
sind. Mit Hilfe von (10) entwickelt lautet (29), wenn noch y;—O ge- 
setzt wird, 


o=—VV-y—p-VV—-_* V-V-y +"? VVr-V-y) +4, (30) 


m—1 


welche Gleichungen ja die Gleichgewichtsbedingungen identisch be- 
m2 : 
= rev awd: 


(m — 1)(m — 2) 
so erhalt man fiir o einen Ausdruck, der zwar nicht mehr die Gleich- 
gewichtsbedingungen, dafiir aber die Kompatibilitatsbedingungen iden- 
tisch erfiillt. Da bei Abwesenheit von Volumenkraften und Inkompati- 
bilitaten Ay =0 gesetzt wird, kommen praktisch beide Ansiatze auf das 
gleiche hinaus. In diesem besonderen Fall werden also diese speziellen 
Verzerrungs- und Spannungsfunktionen gleich. Man bemerkt noch, dab 
bei dem zweiten Ansatz y nur in der Verbindung V- y vorkommt, was 
einem Vektor —Gb gleichgesetzt werden kann. Man erhalt so genau den 
PAPKOVITCH-NEUBERsSchen Ansatz (6’) mit Verzerrungsfunktionen. 
Eine Interpretation dieser Funktionen als Spannungsfunktionen ist 
offenbar niemals méglich?. 


friedigen. Ersetzt man in (30) nun Ay durch 


$5. Die Randbedingungen. 

Nach den bisherigen Betrachtungen laBt sich sagen: Hat man irgend- 
welche biharmonischen Spannungsfunktionen y gefunden, mit denen die 
Randbedingungen erfiillt werden, so erhalt man aus diesen Spannungs- 
funktionen den richtigen Spannungstensor. Auf die Nebenbedingungen 
(12) braucht man bei der ganzen Rechnung nicht zu achten. 


In der Mehrzahl der Falle wird man fiir die Spannungsfunktionen 
eine Entwicklung nach harmonischen Funktionen oder auch einen 
Integralansatz nach Art des FourtERschen machen. In diesen Fallen 


1 Durch ganz andere Uberlegungen kam H. ScuarFer l.c. auf dem Umwege 


uber den Tensor der Spannungsfunktionen zu den PapKoyvitcH-NEuBERschen 
Funktionen. 
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ertibrigt sich die Berechnung von y oder @y/@n auf dem Rand, etwa aus 
den vorgeschriebenen Werten der Randkrafte U(r). Es genugt, mit den 
durch die Randbedingungen 


n-Inky= 


vorgegebenen Ableitungen von y bzw. y auf dem Rand zu rechnen. 

Bei der Airyschen Spannungsfunktion F gelingt die Bestimmung der 
Randwerte von F und @F/én durch unbestimmte Integrationen lings 
der Randlinie. Es ist sehr wahrscheinlich, daB entsprechend die Be- 
stimmung der Randwerte von y, éy/én, y, ¢y/én durch unbestimmte 
Integrationen in der Randflache gelingt. Fiir Randflachen, die Teile 
von cartesischen Koordinatenflachen sind, findet man die betreffenden 
Integrationen fiir die MAxwettschen Funktionen fast unmittelbar. 
Diese Andeutungen mégen vorerst geniigen. 


$6. Die Spannungsfunktionen 
bet Mitwirkung von Volumenkraften oder Inkompatibilitaten. 

Die Bestimmung der Spannungen, die gleichzeitig durch Volumen- 
und Randkrafte hervorgerufen werden, ]a8t sich bekanntlich immer in 
eine Summationsaufgabe und ein Randwertproblem zerlegen. Letzteres 
kann wie oben erledigt werden. Die Frage ist, ob sich die Summations- 
aufgabe, namlich das zu den Volumenkrdaften gehoérige partikulare Inte- 
gral zu bestimmen, mit Hilfe von Spannungsfunktionen erledigen laBt. 
Im Falle, daB die Volumenkrafte ein Potential haben, ist das zwar 
prinzipiell méglich, jedoch erscheint die Methode im Vergleich zu der 
sonst gebrauchlichen sehr kiinstlich, sie wird daher wohl keine Bedeutung 
erlangen. Bei Anwesenheit allgemeinerer Volumenkrafte lassen sich 
Spannungsfunktionen tiberhaupt nicht mehr definieren. 

Diese Schwierigkeiten gibt es bei Auftreten von Inkompatibilitaten 
nicht. Man befriedigt hier wieder (4) durch den Ansatz (7), mit dem man 
dann in die erweiterten Kompatibilitatsgleichungen Ink e=¥ eingeht. 
Die physikalische Bedeutung des Inkompatibilitatstensors 7(r) ist, wie 
diejenige des Spannungsfunktionstensors, noch nicht gentigend aufge- 
klart. Die nicht schwierige Rechnung ergibt, falls man y den Bedin- 
gungen (12) unterwirft, 

AAY =26 f ehee 


serene (31) 
Eine Reduktion auf drei Spannungsfunktionen ist jetzt nicht mehr 
moglich. Die entsprechende Reduktion in §3 hatte ja zur Grundlage, dal 
y’ von vornherein biharmonisch war, was jetzt nicht mehr zatrifft. 
Die 7 zuzuschreibenden Spannungen (Eigenspannungen) gibt das parti- 
kulare Integral 


co =< ff fie—v pet sigmeiijar, 6 


i 
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wo iiber das Volumen des elastischen Mediums integriert wird. Damit 
ist die Lésung der Summationsaufgabe gefunden. Das Randwertproblem 
kann etwa nach §4 gelést werden. Addiert man die sich daraus ergeben- 
den MAxwe.ischen Spannungsfunktionen zu den partikulaéren Inte- 
gralen (32), so erhalt man den resultierenden Spannungsfunktionstensor 
und damit den Spannungszustand. 

Man kann zeigen, daB die elastische Energie eines durch Eigenspan- 
nungen beanspruchten, unendlich ausgedehnten Mediums M durch? 


. sSfIux- nat (33) 


gegeben ist, wobei der Zusammenhang zwischen y und durch (32) 
vermittelt wird2. (33) unterstreicht noch einmal die enge Kopplung von 
Spannungsfunktionen und Inkompatibilitaten. Daher hegt die Vermu- 
tung nahe, daB gerade die Spannungsfunktionen eine wirksame Behand- 
lung von Eigenspannungsproblemen erméglichen werden, wie schon in 
§4 angedeutet wurde. 


§ 7. Verallgemeinerung auf anisotrope Medien. 


In der Rechnung am SchluB des §4 1aBt sich die Annahme biharmoni- 
scher Spannungskomponenten durch ein Gesetz der Form 


ene 4 


ersetzen, wobei f nur der Einschrankung unterliegen soll, daB die Diffe- 

rentiationen f mit 0/0x, 0/0y, e/0z vertauschbar sind. Es ergibt sich 

dann wie oben, da8B der Spannungsfunktionstensor? y den Gleichungen 
Out Chun donee 

Ne Aca ieel tan 65) 

gentgt. Fiir jeden Kristall gelten nun Gl. (34), wobei f/ ein skalarer, 


linearer, von 6. Ordnung homogener Differentialoperator und fiir jedes 
Kristallsystem charakteristisch ist*. Die Gln. (35) kénnen vielleicht als 


1 Ausgangspunkt zur Ableitung dieser Formel ist der Energieausdruck 
3 fff o-+edt, in den o=Ink x und nach zweimaliger partieller Integration Ink ¢=7 
eingefiihrt wird. 

2 Zu dem engen Zusammenhang zwischen diesen GréBen vgl. auch SCHAEFER, H.: 
Z. angew. Math. u. Mech. 33, 356 (1953). Hier wurde das Problem der Spannungs- 
funktionen in Analogie zur Potentialtheorie behandelt und insbesondere versucht, 
durch kovariante Stellung der Nebenbedingungen giinstige Integrationsverhalt- 
nisse zu finden. Die Méglichkeit, mit biharmonischen Spannungsfunktionen aus- 
zukommen, wurde nicht erkannt. 

8 Zunachst der MAxwettsche, dann aber wie friiher auch der allgemeinere 
Tensor ¥. Die an die Stelle von (12) tretenden Nebenbedingungen sind noch nicht 
bekannt. 


* Uber den Operator f vgl. z.B. Kroner, E.: Z, Physik 136, 402 (1953). 
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Grundlage dazu dienen, den Zusammenhang (32) zwischen 7 und 7 auf 
den Fall anisotroper Medien zu verallgemeinern. 


§ 8. Der Inkompatibilititstensor in Komponentendarstellung. 


Zum SchluB seien die Komponenten des Inkompatibilitatstensors 
o = Inky 


im cartesischen und krummlinigen Orthogonalkoordinaten angegeben. 
Es ist 


o ee Px Cae 14 One 
a 2 2 rcaee Gleg ence. 
OZ Ve CY OZ 
a2, a2 a2, 
Sie Chee o hax ay) Z Hex 
Ox Oz" OZ0X% 
a2 22. a2 
o..= g VEE Pry y — Py Pxxy 
iad oy? Ox Ox dy 
Oy = 2 ( a2) Aes! Oke ! oie se OX nx 
Ox Ox Oy Oz Oy Oz 
a pa a Oxee x Oley 4% ‘| Ohyy 
a ey ay aoe a ax 620% 
Oyy = eit Oxxy Chy 2 1 ed 23 O hes 
: Oz Oz Ox oy Ox OY 


Fiir krummlinige Orthogonalkoordinaten gilt! 


+ 


ie ‘1 ; . : ; 5 an 
re i Ades Fs noe a) oti = tie tie £18 Bi koe + 
t ‘ FAS t ‘ t a 
os Si ae hice AU eae 5 ios a oa a aa a MD 9s rp 


wo die GréBen [7% die CuristorFELschen Dreiindizessymbole, ¢%*” die 
Komponenten des antisymmetrischen Levi-Civira-Tensors sind. Diffe- 
rentiationen sind in iiblicher Weise durch Komma angedeutet. 


Anhang. 
Bewets der Zerlegungsformel (1). 


Man geht hierzu etwa von der bekannten Darstellung eines symmetri- 
schen Tensorfeldes t durch drei Vektorfelder t, 


t=ti+tjttf 


aus, wo t, der Vektor mit den cartesischen Komponenten T,,, Ty, Tz 
ist, entsprechend t,, t;. Ist z.B. 7 der Spannungstensor, so sind die t, 
die bekannten Spannungsvektoren. Man zerlegt nun die Vektorfelder t, 


1 Diese Formel stammt wohl von M. BroicKa. Sie stellt das wesentliche Er- 
gebnis seiner Arbeit ,,Die Kompat. Gleichungen und Spannungsfunktionen in 
Tensorform‘‘ [Czechosl. J. physics (russ.) 3, 36 (1953)] dar. 
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in ihre Gradienten- und Rotorfelder: 
t, =Va,+Vx ID, tp =Va,+V™x be, ip = Vago V Xb. 


Dabei sind die Vektoren 6 nur je bis auf einen Gradienten bestimmt. So 
erhalt man fiir Tt 


t=V (qi+a,j+ af) + Vx (bi + bej + bg f) 


und wenn man die Klammerausdriicke gleich einem Vektor a bzw. 
einem nicht symmetrischen Tensor 2. Stufe / setzt, 


t= VaoeV oe. (a) 


Die rechte Seite dieser Gleichung stellt einen symmetrischen Tensor dar. 
Hier mu8 man von V x f einen Anteil aV abspalten kénnen, der Va 
zu einem symmetrischen Tensor erganzt; denn Va kann im allgemeinen 
nicht symmetrisch sein, da man zwischen den Komponenten von a 
keine Bedingungen vorschreiben kann, ohne die Allgemeinheit der Dar- 
stellung (a) einzuschranken. Es bleibt also 


t=Va+aV4+Vxy, (b) 


wo V x y nun ein symmetrischer Tensor ist. Durch die Forderung der 
Symmetrie von V x y wird, wie man durch Nachrechnen bestatigt, 
fiir y (y—y,1) -V =0 vorgeschrieben, woraus sich y—y,; 1=6xV er- 
gibt. Danach ist —2y;=(6XV);, y=OXV—3(0XV),1 und 


V Xv =VXOXV—aV KI(6XV). 


Zerlegt man 6 in symmetrischen Teil 6° und antimetrischen 6%, so erhalt 
man 


y= V0, (c) 
da (0° x V);=0 und die zwei Anteile von 6% sich aufheben, wie man mit 
Hilfe der Formeln 6*=6*x I, (5X V);= —2V- 6%, &xIXV=Ve"— 


V-0*T leicht zeigt. Dabei ist 6* der Vektor mit den Komponenten 
Oz, —Ofx, —O%y. Mit (b) und (c) ist GL. (4) bewiesen. 


Fir freundliche Unterstiitzung bei dieser Arbeit danke ich den Herren 
Professor U. DEHLINGER und Dr. A. SEEGER. Auch Herrn Professor 
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Der Einflu8 von Sekundirelektronen 
auf die Ziindung von Hochfrequenzentladungen. 
Von 
F. Kosser und K. Kress*. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. Juni 1954.) 


Es wird gezeigt, dafB die Ziindspannung einer Hochfrequenzentladung unter Um- 

standen ganz wesentlich durch den Einsatz einer Pendelvervielfachung von Sekun- 

darelektronen bestimmt wird, wobei der Einsatz dieses Vervielfachungsprozesses 

von der Gasart und in sehr weiten Grenzen vom Druck unabhangig ist. Die bereits 

friher beobachtete und bisher nicht erklarte Ziindspannungserniedrigung in Hoch- 

frequenzentladungen unter dem EinfluB eines statischen Magnetfeldes laBt sich 
mit einem solchen VervielfachungsprozeB gut deuten. 


Bei Untersuchungen iiber die Ziindspannung (,,break down poten- 
tial’) in gasgefiillten Zentimeterwellen-Hohlleitungen hat PosIn [1] die 
Beobachtung gemacht, daB die Ziindspannung um 20% und mehr er- 
niedrigt wird, wenn parallel zur elektrischen Feldrichtung ein perma- 
nentes Magnetfeld wirkt; stehen elektrisches und magnetisches Feld 
senkrecht zueinander, so tritt diese Erniedrigung der Ziindspannung 
nicht auf. — Von den verschiedenen Deutungsversuchen des Verfassers 
scheint der einleuchtendste zundchst der zu sein, nach dem die Ziind- 
spannungserniedrigung durch ,,das Anwachsen der Gasleitfahigkeit in- 
folge LARMOR-Prazessionsresonanz’ verursacht sei (womit offenbar die 
Resonanz der Umlauffrequenz der Elektronen im Magnetfeld mit der 
Frequenz des elektrischen Feldes gemeint ist). Es ist dies eine Erschei- 
nung, die aus der Ionospharenforschung seit langerem bekannt ist und 
erstmalig von J. LARMoR [2) theoretisch behandelt wurde. 

Diese Deutung steht allerdings im Widerspruch zu der Feststellung, 
daB bei zueinander senkrechter Lage von magnetischem und elektrischem 
Feld keine Ziindspannungserniedrigung eintritt. Gerade dann sollte 
namlich nach der Theorie dieser Effekt (der auf einem resonanzartigen 
Anwachsen der Elektronengeschwindigkeiten beruht und bekanntlich 
beim Zyklotron technische Anwendung findet) besonders ausgepragt sein. 

Im folgenden sei dies kurz begriindet: Ein Elektron mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit t)=(%, Vo» 29), auf das ein statisches Magnetfeld { und ein elektrisches 
Wechselfeld © = G, sin wt wirkt, gehorcht der Bewegungsgleichung 

e[tx Hl +teE=mt. (1) 


* Erstgenannter méchte auch an dieser Stelle dem Battelle-Memorial Institut, 
Frankfurt a.M., fiir ein einjahriges Stipendium seinen Dank aussprechen. 
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Befindet sich das Elektron zur Zeit {= 0 im Koordinatenanfangspunkt des (karte- 
sischen) Koordinatensystems (¥, y, 2), wirkt ferner das Magnetfeld nur in z-Rich- 
tung, liegt © in der + — z-Ebene, was ohne Beschrankung der Allgemeingiltigkeit 
zulassig ist, dagegen fy beliebig, so erhalt man aus Gl. (1) fiir die Geschwindigkeits- 
komponenten. des Elektrons: 


arte oe 7) 
% = #,cos Qt + ypsin Qt + es 18. ae (cos Qt — cos wt) 


e 
=) s Qt — #, sin Qt — IB 5. 
y V9 cos Lt Vg Sl apt te? 


Q Ip 
2 = 25 2 — (1 — cos wt?) 
m Ww 


| 
| 

(wm sin Qt — Qsin wt) } (2) 
| 


zur Pumpe 
u, basfiiilung 


to5 o> 3 
T 3 vom Senger 
i C 


Fig. 1. MeBanordnung (schematisch). 


Q =eH,/]m bedeutet dabei die Umlaufskreisfrequenz des Elektrons im Magnetfeld!. 
Fiir den Resonanzfall (w > 2) erhalt man als Grenzwert: 


Fat é : 
% = %,cosQi+ yosin Qt + —  E,tsin Qt | 
‘ 2 = 
é / 4 \ (3) 
y = 7, cos Ot — x, sin OE -- —— B, | cos OF — —_ sin OF). 
yy Vo 0 2m 2 re) 


Man liest daraus ab: Fiir geniigend lange Zeit (wie die Durchrechnung eines prak- 
tischen Falles ergibt, ist diese Zeit gréBenordnungsmaBig nur einige Perioden- 
dauern) ist die Elektronengeschwindigkeit nur durch die mit dem Faktor ¢ ver- 
sehenen Glieder bestimmt, so da dann die Elektronenenergie 


ma + 9?) PEL? 


2 © Sm (4) 


stetig bis zu (im Idealfall) beliebig hohen Werten ansteigen kann. Dadurch wird 
die Vorionisierung im Gasraum vergréBert und somit die Ziindwahrscheinlichkeit 
erhéht. Bei einem dem elektrischen Feld parallelen Magnetfeld (E,=E,=0, 
E=E,) tritt jedoch dieser Resonanzeffekt nicht auf. 


Den experimentellen Befund von Postn mit dieser ,, Umlaufresonanz‘‘ 
zu erklaren, scheint somit nicht widerspruchslos méglich zu sein. Wir 
mochten mit einigen, im folgenden beschriebenen Versuchen einen Bei- 
trag zur Klarung dieser Frage leisten. 

Mit der in Fig. 4 dargestellten Apparatur wurde zuniichst die oben 
erwahnte, durch Umlaufresonanz bewirkte Ziindspannungserniedrigung 
gemessen. Zwei in einem evakuierbaren Raum befindliche Platten 


1 Diese Umlauffrequenz ist nicht mit der , LARMOR-Frequenz‘‘ zu verwechseln, 
die um den Faktor 2 kleiner ist. 
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(Aluminium, Durchmesser 5mm, Abstand 1,4 mm) bilden das Ende 
eimer abstimmbaren LECHER-Leitung, deren anderes Ende an einen mit 
einer RD12La_ betriebenen Dezimeterwellensender angekoppelt ist. 
Dicht tiber der einen Platte (R,) befindet sich eine weitere ringfoérmige 
Elektrode, die in weiter unten beschriebenen Messungen verwendet wird. 
Der Sender liefert bei etwa 23 cm eine Schwingleistung von etwa 12 W. 
Mit dem Elektromagneten M kénnen Felder bis zu 1000 G erzeugt 
werden. Die Hochfrequenzspannung wird in unmittelbarer Plattennahe 
(in emem Relativma8) durch eine lose angekoppelte Germaniumdiode 
gemessen. Die Anzeige 
war wegen des geringen 10 ¢ 
Instrumentenwiderstan- 
des quadratisch}. 

Die Hochfrequenzspan- 
nung an den Platten wurde 
durch Regeln des Senders 


U; (relativ) 


: . : “5 Ob f Argon 
gesteigert, bis die Ziin- Llektrodenabstond: 7,Ymm 
dung einsetzte, die auBer Druck p= 45-10 lorr 
durch intensive Leucht- 

! i | ft 
erscheinungen auch durch 70 %00_—«200_—<300_ Wl 500600700 800 so0Gou8 
a 7 b ert feldstirke H 
a 8 SU ee er Fig. 2, Ziindspannungserniedrigung durch Umlaufresonanz 
Hochfrequenzspannung (Zyklotroneffekt). 


gekennzeichnet war. Ihr 

unmittelbar vorher abgelesener Wert wurde als relative Ziindspannung 
registriert. Als Beispiel zeigt Fig.2 eine Messung in Argon von 
4,5 - 10°? Torr und mit einer Wellenlange von 4 = 23,45 cm, bei Magnet- 
feldern von 0 bis 1000 G. Die Magnetfeldstarken wurden ballistisch 
durch Verwendung einer kleinen Spule von 20cm? Windungsflaéche 
gemessen. 

Die Kurvea in Fig. 2 verbindet die MeBpunkte, bei denen das 
Magnetfeld senkrecht zum elektrischen Feld stand. Ihr Minimum bei 
H,= 450 G ergibt eine Ziindspannungserniedrigung auf 46% des Wertes 
ohne Magnetfeld. Berechnet man aus der Resonanzfeldstarke H, die 
Umlaufsfrequenz zu v, = Q/2% = eH,/22m, so erhalt man v, = 1,25 -10°Hz 
in guter Ubereinstimmung mit der Senderfrequenz »,=1,27 + 10° Hz. 
Die Kurve 0 in Fig. 2 gibt Messungen wieder, bei denen das Magnetfeld 
parallel dem elektrischen Feld war. Auch hier tritt — entgegen dem 
eigentlichen Inhalt der Gl. (2) — eine, wenn auch geringere, resonanz- 
artige Ziindspannungserniedrigung ein. Dies hegt daran, daB wegen der 


1 Dies wurde gepriift, indem die Abhdngigkeit des Instrumentenausschlages 
von der Drehung eines kleinen Dipols (mit der Germaniumdiode als Gleichrichter) 
in dem Feld einer ebenen Welle beobachtet wurde. Die induzierte Spannung nimmt 
dann mit dem Cosinus des Winkels zwischen Dipol und elektrischem Feldvektor ab. 
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unvermeidlichen Inhomogenitat des elektrischen Feldes an den Platten- 
rindern die Bedingung der Parallelitat von magnetischem und elektri- 
schem Feld nicht vollkommen erfillt war. 

Eine zusitzliche Bestaitigung dafiir, daB diese Ziindspannungsernied- 
rigung ein Volumeneffekt ist und nicht durch die Oberflacheneigen- 
schaften der Platten mitbedingt ist, erhielten wir durch Wiederholung 
der Messungen mit beruBten Platten (Sekundaremissionsvermégen 6 < 1) 
unter sonst gleichen Bedingungen. Es ergaben sich dabei zwar hohere 
Absolutwerte der Ziindspannungen, aber ebenfalls eine resonanzartige 
Erniedrigung bis auf 50% bei der gleichen Magnetfeldstarke?. 
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Fig. 3. Einsatz- und Ziindspannungen in verschiedenen Gasen, 


Die allgemeine, geringe Erniedrigung der Ziindspannung mit wach- 
sendem Magnetfeld, die in Fig. 2 zu erkennen ist, erklart sich dadurch [4], 
daB das Magnetfeld durch die in seiner Richtung ausgetibte fokussierende 
Wirkung die Abdiffusion von Ladungstraégern herabsetzt, und das 
Gleichgewicht zwischen Elektronenverlust und -gewinn sich somit zu 
kleineren Hochfrequenzspannungen verschiebt. 

Es sei nun im folgenden eine Erscheinung beschrieben, die ebenfalls 
einen Zusammenhang mit der Ziindspannung einer Héchstfrequenz- 
entladung erkennen la8t, jedoch nur bei Parallelitat von magnetischem 
und elektrischem Feld auftritt und von grundsatzlich anderer Art sein 
diirfte. 

In einem sehr groBen Druckbereich (10-* bis 10-2 Torr) und beliebigen 
Gasen (He, Ne, Ar) setzt bei einer scharf bestimmten Hochfrequenz- 
spannung (im folgenden ,,Einsatzspannung“’ genannt) ein — bei den 
tiefen Drucken schwaches — Glimmen zwischen den Platten ein, das 
mit zunehmendem Druck heller wird und bei etwa 0,1 Torr entweder 
erlischt oder zu einer Entladung mit heller Leuchterscheinung durch- 


1 Uber ahnliche Ergebnisse siehe [3] bis [6]. 
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ziindet; wobei die an den Platten liegende Hochfrequenzspannung zu- 
sammenbricht. Stets gleichzeitig mit dem ,,Glimmeinsatz‘‘ wird mit 
einer (in ihrer GréBe unkritischen) Hilfsspannung U, (etwa 200 V) tiber 
die Ringelektrode R ein aus dem Plattenzwischenraum entzogener ,,Ab- 
saugstrom” (etwa 0,5uA) beobachtet. Die Einsatzspannung U, zeigt 
sich von der Gasart (He, Ne, Ar) vollig unabhingig (Fig. 3) und ist bis 
zu einem oberen Grenzwert des Druckes von etwa 0,1 Torr, der fiir die 
einzelnen Gase etwas verschieden ist, konstant. In der Nahe jenes 
Grenzwertes wird das Auftreten des beschriebenen Effektes (Glimmen + 
Absaugstrom) unsicher und es setzt vorzugsweise die »Zundung ein, 


J 
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Fig. 4. Einsatz- und Ziindspannungen in Abhangigkeit vom Magnetfeld. In o fallen jeweils 5 bis 6 bei 
verschiedenen Drucken gemachte Messungen zusammen. 


Llektrodenabstang:0,8mm 
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bei der die Hochfrequenzspannung zusammenbricht und die hell leuch- 
tende Entladung nicht nur zwischen den Platten brennt, sondern auch 
das Volumen um und hinter den Platten ausfillt. Auf diese in Fig. 3 
besonders gekennzeichneten Ziindspannungen wird weiter unten noch 
naher eingegangen. 

Die Einsatzspannung ist auch weitgehend von der Starke des Magnet- 
feldes unabhangig. Fig. 4 zeigt eine MeBreihe in Ar bei verschiedenen 
Drucken. Erst bei hédheren Drucken — wenn schon eine Ziindung auf- 
tritt — macht sich ein EinfluB des im ersten Teil beschriebenen Resonanz- 
effektes durch Erniedrigung der Ziindspannung bemerkbar. Auch ganz 
ohne Magnetfeld kann noch ein Glimmeinsatz beobachtet werden; 
allerdings ist dann die Einsatzspannung weit weniger scharf reproduzier- 
bar. Das (parallele) Magnetfeld ist also nicht kritisch, sondern begtin- 
stigt den Glimmeinsatz nur. Dagegen l4Bt ein zum elektrischen Feld 
senkrechtes Magnetfeld unter keinen Umstanden einen Glimmeinsatz 
und Absaugstrom auftreten. 

Die Unabhangigkeit der Einsatzspannung von Druck und Gasart, 
die Begiinstigung des Glimmeinsatzes durch paralleles, seine Unter- 
driickung durch senkrechtes Magnetfeld (bezogen auf die elektrische 
Feldrichtung) legen den Gedanken nahe, dali der Glimmeinsatz mit dem 
Einsetzen einer Pendelvervielfachung von Sekundarelektronen identisch 
ist. Bei diesem erstmalig von FARNSWORTH [8] angegebenen Prozef, der 
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in [9] eingehender behandelt wird, werden die jeweils an einer Elektrode 
ausgelésten Sekundarelektronen durch das elektrische Hochfrequenzfeld 
derart beschleunigt, da8 ihre Laufzeit zwischen den Elektroden die Dauer 
einer halben Periode hat. Es entstehen dadurch ,,pendelnde“ Elektronen- 
lawinen. 

Notwendige Bedingung fiir das Zustandekommen der Pendelverviel- 
fachung ist, daB der Sekundiremissionskoeffizient 6 des Platten- 
materials +1 ist. Nach BeruBen der Platten (6 <1) konnte unter sonst 
gleichen Bedingungen kein Glimmeinsatz und Absaugstrom mehr erzeugt 
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Fig. 5. Beeinflussung der Ziindspannung durch Pendelvervielfachung. 


werden, womit wir die Deutung des Glimmeinsatzes als Pendelverviel- 
fachung bestatigt sehen moéchten. 

Mit hdheren Drucken muB8 die Pendelvervielfachung naturgemaB 
durch das Uberhandnehmen von Elektronen— Gas-ZusammenstéBen all- 
mahlich zerstért werden. Berechnet man nach der kinetischen Gas- 
theorie den Druck #’, bei dem die mittlere freie Weglange der Elektronen 
mit dem Plattenabstand vergleichbar wird, so erhalt man die in Fig. 3 
strichpunktiert gekennzeichneten Werte. Das ist auch das Gebiet, in 
dem der Glimmeinsatz in seiner reinen Form zu erscheinen aufhért und 
vorwiegend Ziindungen einsetzen. 

Diese Ziindspannungen wurden in Argon etwas eingehender unter- 
sucht (Fig. 5). In einem kleinen Druckbereich um 1 - 10-2 Torr konnte 
sowohl eine Einsatz- wie auch eine Ziindspannung beobachtet werden. 
Oberhalb von etwa 10°? Torr wurden ausschlieBlich Ziindspannungen 
beobachtet, deren Werte auf den ersten Blick starke Streuungen auf- 
weisen. Die nahere Untersuchung lieB jedoch zwei — in Fig. 5 verschieden 
gezeichnete — Gruppen von Werten erkennen. Die als ,,erste Ziind- 
spannung*’ bezeichneten Werte sind solche, die nach langerem Ab- 
pumpen und Neufiillung bei erstmaliger Ziindung gemessen wurden. 
Eine Wiederholung der Ziindspannungsmessung (nach Léschen der Gas- 
entladung bei sonst gleichen Verhialtnissen) ergab die mit ,,weitere Ziind- 
spannungen“ bezeichneten Werte, die stets hoher als die ,,ersten Ziind- 
spannungen liegen. Wir fiihren dies auf Veranderungen an den Platten- 


Sekundarelektronen und Ziindung von Hochfrequenzentladungen. 195 


oberflachen zuruck', die durch die Entladung entstehen, das Sekundiir- 
emissionsvermogen herabsetzen und dadurch die Pendelvervielfachung 
unterdrticken. Durch langeres Abpumpen wird die Oberflachenanderung 
wieder riickgaéngig gemacht. Diese zweite Gruppe von Ziindspannungs- 
werten, die sich um die gestrichelte Kurve herum gruppieren, deuten 
wir also als von Pendelvervielfachung nicht beeinfluBte Ziindungen. — Der 
Abfall der Ziindspannungen mit steigendem Druck ist eine hinlanglich 
bekannte Erscheinung. 

Diese experimentellen Befunde, insbesondere, daB , Einsatzspan- 
nung’ und ,,Ziindspannung’’ — wie aus Fig. 5 ersichtlich — in einem 
gewissen Bereich identisch werden, zeigen, daB die Pendelvervielfachung 
wesentlich die GréBe der Ziindspannung mitbestimmen kann. Die von 
PosIn [1] beobachtete Ziindspannungserniedrigung diirfte mit groBer 
Wahrscheinlichkeit auf Pendelvervielfachung und nicht auf die Umlauf- 
resonanz zuriickzufihren sein, da dort die Parallelitat von magnetischem 
und elekrischem Feld ausdriicklich als notwendige Bedingung bezeich- 
net wird und, ebenso wie bei der Pendelvervielfachung, das Magnetfeld 
keinen kritischen, ausgezeichneten Wert zu haben braucht. 

DaB bei unserer MeBanordnung das Magnetfeld sogar =O sein 
konnte (Fig. 4), spricht nicht unbedingt gegen diese Deutung. Wie 
schon in {9} ausgefiihrt, iibt das Magnetfeld keinen grundsatzlichen, 
sondern nur einen begiinstigenden EinfluB auf die Pendelvervielfachung 
aus insofern, als es eine Konzentration der pendelnden Elektronen be- 
wirkt und damit die Verluste herabsetzt. Bei unseren Aluminiumelek- 
troden mit ihrem besonders hohen Sekundaremissionsvermégen zeigte 
sich bereits, daB ohne Magnetfeld die Pendelvervielfachung nicht mehr 
reproduzierbar einsetzte. Bei Messing, das — wie aus einigen Angaben 
zu schlieBen — von PosIn benutzt wurde, diirfte wegen seines geringeren 
Sekundaremissionsvermogens das Zustandekommen von pendelnden 
Elektronenlawinen weit mehr auf ein biindelndes Magnetfeld angewiesen 
sein. 

Wenn man der von KNOLL-OLLENDORF-RomPE [1/0] angegebenen Klassifizie- 
rung von Gasentladungen folgt, konnte man den als ,,Glimmeinsatz” bezeichneten 
Zustand (das Gebiet von 10~® Torr bis zu den eigentlichen Ziindungen) als ,,statio- 
ndre, unselbstandige Hochfrequenzentladung’ charakterisieren (unselbstandig in- 
sofern, als die Tragererzeugung sich im wesentlichen auf den begrenzenden Elek- 
troden abspielt und bei Wahl einer anderen Oberflache mit anderem 6 unterdriickt 


werden kénnte). Mit der Ziindung wird dann der Ubergang zur selbstandigen Ent- 
ladung vollzogen (deren Tragernachlieferung aus ihrem eigenen Volumen erfolgt). 


1 Nach langerem Betrieb der Gasentladung treten an den Oberflachen der 
Platten Niederschlage auf, die eine goldgelbe bis braune Farbung haben. Diese 
farbigen, vielfach beobachteten Filme wurden von Konic und HeEtwic [7] naher 
untersucht. Danach handelt es sich um Kohlenstoff-Filme, die bei Elektronen- 
beschuB8 von gasformigen Kohlenwasserstoffen (Fettdampfen und anderen Ver- 
unreinigungen) entstehen. 
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In einer kiirzlich erschienenen Arbeit von HATcH und WILLIAMS [//| 
wird die Frequenzabhangigkeit der Ziindspannung in Hochfrequenz- 
entladungen untersucht. Auch hier wird ein gewisser Zusammenhang 
zwischen Ziindspannung und Pendelvervielfachung (von ihnen ,,secon- 
dary electron resonance mechanism“ genannt) festgestellt. Die darin 
gegebene theoretische Behandlung des Vervielfachungsmechanismus geht 
allerdings von anderen Voraussetzungen aus als [9]. 

Es diirfte von Interesse sein, auch sonstige Untersuchungen der 
Ziindung von Hochfrequenzentladungen unter dem Gesichtspunkt der 
Pendelvervielfachung von Sekundarelektronen naher zu betrachten. 


Zum SchluB méchten wir der ,,Gesellschaft der Freunde der Techni- 
schen Universitat Berlin‘ fiir die bereitwillige geldliche Unterstitzung 
der Arbeit unseren besonderen Dank aussprechen. Auch den Zuwen- 
dungen aus ERP-Forschungsmitteln verdanken wir wesentliche Fér- 
derung. 
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Elektrodenfialle und Bogengradienten 
in Hochdruckentladungen, insbesondere bei Xenon. 
Von 
A. BAUER und P. ScHuLz. 
Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 3. Mai 1954.) 


An einem waagerecht brennenden Nenon-Hochdruckbogen wurden der Sdulen- 
gradient und die Summe der Elektrodenfalle aus der Abhangigkeit der Bogen- 
spannung von der Bogenlange bestimmt. Gemessen wurde im Stromstarkebereich 
von 1 bis 12 Amp bei Drucken von 1 bis 35 Atm. Die Gradienten im mittleren 
durch Elektrodeneinfliisse ungestérten Teil der Saule durchlaufen in Abhangigkeit 
von der Stromstarke aufgetragen ein Minimum, das sich mit zunehmendem Druck 
gegen hdhere Stromstarken verschiebt und in den Bereich von 3 bis 5 Amp fallt. 
Die Elektrodenfalle konnten durch Untersuchung der Aufheizung der Elektroden 
in Gleich- und Wechselstrombégen in Kathoden- und Anodenfall getrennt werden. 
Der Anodenfall ergibt sich ziemlich unabhangig von Druck und Belastung zu rund 
1 V. Der Kathodenfall ist betrachtlich von der Belastung und der Dimensionierung 
der Kathode abhangig. Fir eine vorgegebene Kathode wird er bei konstant ge- 
haltener Stromstarke mit zunehmendem Druck kleiner. Die Strom-Spannungs- 
charakteristik des Kathodenfalls ist fallend. Doch nahert sich der Kathodenfall 
mit zunehmender Stromstarke asymptotisch einem Grenzwert, der sowohl unab- 
hangig von der Dimensionierung der Kathode als auch vom Gasdruck ist. In 
Xenon-Entladungen mit Wo-Kathoden ist dieser Grenzwert Ux =6,5-+0,75 V. 


Eine direkte Messung des Spannungsverlaufes in der Nahe der Elek- 
troden einer Hochdruckentladung mit Hilfe von Sonden, wie sie im 
Niederdruckgebiet mit Erfolg verwendet werden, ist im allgemeinen 
nicht méglich. Bei frei brennenden Bogen ist zwar neuerdings der Ver- 
such unternommen worden, durch Sonden, die schnell durch das Plasma 
bewegt werden, Aufschlu8 iiber den Potentialverlauf zu erhalten [J]. 
Doch ist diese Methode bei den uns interessierenden Bégen sehr hohen 
Druckes, die in Quarzréhren brennen, nur schlecht anwendbar und im 
iibrigen die Forschungsarbeit zur Klarung der mit diesen Untersuchun- 
gen zusammenhangenden Problematik noch voll im Gange. Bei den 
alteren Untersuchungen hat man sich meistens darauf beschrankt, durch 
Variation der Lange einer Entladungsstrecke den mittleren Gradienten 
in der Sdule und hieraus die Spannung, die auf die gesamte Saule ent- 
fallt, zu bestimmen. Die Summe der Elektrodenfalle ergibt sich dann 
aus der Differenz der gemessenen Bogenspannung und der Saulen- 
spannung [2]. Genauere Untersuchungen miissen beriicksichtigen, daB 
ein gleichmaBig ausgebildeter Saulenteil nur bei langeren Elektroden- 
abstanden auftritt. In den Ubergangsgebieten vom Elektrodenfall in 
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die Saule, insbesondere vor der Kathode, treten infolge der dort starkeren 
Kontraktion oft betrachtlich héhere Spannungsabfalle pro cm auf alsin den 
mittleren Sdulenteilen. Die Existenz der Ubergangsgebiete verhindert 
eine genaue Bestimmung der Gesamtcharakteristik einfach aus der Summe 
der Teilcharakteristiken von der Sdule sowie von Anoden- und Kathoden- 
fall, worauf schon v. ENGEL und STEENBECK [3] hingewiesen haben. 
Wird in einer langeren Entladungsréhre der Elektrodenabstand / 
variiert, so andert sich die Gesamtspannung bei groBeren Abstanden 
linear mit /. Wird jedoch / so 
klein, daB sich ein gleichmabBig 
kontrahierter Teil der Saule nicht 
mehr ausbilden kann, so nimmt 
die Spannung starker als linear 
mit dem Abstand ab. Als Beispiel 
geben wir in Fig. 1 Messungen der 
Gesamtspannung wieder, die an 
einem Entladungsrohr von 8 mm 


T 
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TET ihe, innerem Durchmesser in Abhangig- 
keit vom Elektrodenabstand ge- 
tee wonnen wurden. Die Fillung be- 
1 ards stand aus 25 Atm Xenon. Die 
EG : foes 1 (6am Strorastarke |betrug 4 Amp, are 


Fig. 4. 
bei 3 Amp in einer Xenon-Rohre yon 8mm @ in 
waagerechter Brennlage bei 25 Atm, sowie Verlauf 
des Gradienten FE tiber dem Abstand / von der 


Bogenspannung U tuber der Bogenlange / 
5 5 5 5 


Kathode. (Da die Spannungsschwankungen zum 
liberwiegenden Teil auf Schwankungen der Bogen- 
lange zurtickzuftihren sind und als Bogenlange der 
jeweilige Elektrodenabstand, d.h. die kiirzest még- 
liche Bogenlange, angesetzt wurde, besitzen die tie- 


aus Wolfram gefertigten Elek- 
troden hatten einen Durchmesser 
von 1,5 mm fiir die Kathode und 
2,4mm fiir die Anode. 

Ein Rohrdurchmesser von 8mm 
hat sich beiden Untersuchungen als 


feren SpannungsmeBpunkte das gréBere Gewicht.) vorteilhaft erwiesen, weil in einem 


eroBeren Kolben die stérenden 
Konvektionsstro6me unnodtig ansteigen und mit kleiner werdendem 
Kolbendurchmesser die volle rdumliche Entwicklung der Saule zuneh- 
mend behindert wird. Bei waagerechter Brennlage, die bei den wieder- 
gegebenen Messungen stets vorlag, reicht ein Magnetfeld von der GréBen- 
ordnung 10 GB aus, um den Auftrieb des heiBen Bogengases zu kompen- 
sieren, so daf} ein vollig gradlinig gestreckter Bogen erzielt wurde. Das 
Eigenmagnetfeld des Bogenstromes besitzt die gleiche GréB8enordnung. 
Auf den inneren Mechanismus der Bogensdule ist dieses schwache 
Magnetfeld nur von geringem EinfluB. Jedoch werden die Warme- 
leitungsverluste dadurch, daB& der Bogen durch das Magnetfeld von der 
oberen Kolbenwandung abgedrangt wird, etwas geringer. Der Gradient 
ist in diesem Falle etwas kleiner und die Lichtausbeute um einen ge- 
ringen Betrag hoher. 
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Der Betriebsdruck des Xenons in der Réhre konnte mit Hilfe eines 
Ausfrierstutzens variiert und mit einem Kompressionsmanometer ge- 
messen werden. Eine der beiden Wolfram-Elektroden war beweglich 
und mit einem Eisenstiick verbunden, so da® der Elektrodenabstand 
mittels eines Magneten zu verandern war. Die Stromzufiithrung geschah 
durch ein gefaltetes Molybdanband, das die Verbindung mit der tiblichen 
Mo-Banddurchfiihrung herstellte. Die Rohre gestattet die Messung der 
Bogenspannungen in Abhangigkeit von der Bogenlange fiir verschiedene 
Drucke und Stromstarken. 

Betrachten wir den charakteristischen Verlauf der Bogenspannung 
in Abhangigkeit von der Bogenlange, so sehen wir, da8 cin gleichmaBig 
ausgebildeter Sdulenteil erst bei Bo- 


genlangen / </, auftritt. Im Beispiel 

der Fig. 1 ist diese Grenzbogenlange 7 

etwa /,=1,6cm. Aus dem Anstieg =e 

der Spannung mit gr6Ber werdender £ 7” ae 

B a ¥ ; ; a aT || 
ogenlange kann im Bereich / > J, eG J 

die Feldstarke E des mittleren Ty 
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ungestort ausgebildeten Saulenteiles (eee 

bestimmt werden. Das Ergebnis sol- Fig. 2. Feldstarke E (Gradient) der gleichmaBig 
cher Messungen ist in Fig.2 fir ver ‘sfbieten waurerest bremenden, Sule 
schiedene Xenondrucke im Bereich Betriebsdrucke. 

von 5 bis 35 Atm in Abhangigkeit 

von der Stromstarke wiedergegeben. Das Minimum der Gradienten- 
werte liegt bei den verwandten Drucken zwischen 3 und 5 Amp. Es 
verschiebt sich mit wachsendem Druck nach gréBeren Stromstarken. 
Im Vergleich zu Messungen von Suits [4] in den leichten Edelgasen 
Helium und Argon, wonach noch bei 10 Amp eine eindeutig fallende 
Charakteristik besteht, tiberrascht das bei verhaltnismaBig niedrigen 
Stromstarken legende Minimum. 

Die Verlangerung des geraden Teiles einer Spannungscharakteristik 
nach Fig. 1 schneidet die Ordinate bei U,. Dieser Wert ist nach obigem 
keineswegs gleich der Summe der Elektrodenfalle zu setzen. Gelegentlich 
ist U, = U,+ U,+U, gesetzt worden, wobei Ux den Kathodenfall, U, 
den Anodenfall und U, den Spannungsabfall in den Ubergangsgebieten 
von der ungestérten Saule zu den Elektrodenfalle bedeuten. Sinngemab 
trifft diese Beziehung jedoch nur fiir die Spannung U,, bei der Grenz- 
bogenlange /, (Punkt J in Fig. 1) zu. Wegen des kontinuierlichen Uber- 
ganges des geraden Teiles der Spannungscharakteristik in den gekriimm- 
ten Teil ist der Punkt BR und damit U,= Ux+ U,+ U, nur ungenau 
vorgegeben. Die GréBe U, ist physikalisch ohne tiefere Bedeutung. Bei 
langeren Bogen (/ =/,) kann man mit ihrer Hilfe die Gesamtspannung 


aus der Beziehung: Gre tee) 
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erhalten, wo E die Feldstirke im mittleren ungestorten Saulenteil be- 
deutet. 

Das Ubergangsgebiet von der ungestorten Saule zum Anodenfall ist 
bei schweren Gasen im allgemeinen wegen der schwachen Kontraktion 
des anodischen Ansatzes wenig ausgepragt. Die anodische Ansatzflache 
wird hierbei offenbar hauptsachlich von der Saule her bestimmt. Bei 
ebener Anodenstirnflaiche ist in der Xenon-Hochdruckentladung keine 
anodische Kontraktion zu beobachten, wie Messungen der Bogenhalb- 
wertsbreiten in Abhangigkeit vom Abstand / von der Kathode fiir Bogen 

verschiedener Lange (/,=1,225mm ; 
| 1, =4,98 mms — 3,5 5a) edie 
in Fig. 3 wiedergegeben sind, zeigen. 
Bei diesen Untersuchungen zeigte 
sich keine Kontraktion in Anoden- 
nahe, durch welche die Feldstarkein 
den betreffenden Saulenteilen an- 
steigen kénnte. Eine gewisse Er- 
hohung der Feldstarke im Bogen 
vor der Anode auf Grund der 
Fig. 3. Verlauf der Halbwertsbreiten b der quer Abkthlung des Plasmas durch die 
zur Bogenachse gemessenen Strahldichte in Xenon Nahe des massiven Elektroden- 


bei 30 Atm tiber dem Abstand/ von der Kathode 4 ; . 
fiir Bogen verschiedener Lange. Bei Bogen 1 hatte k6rpers ist meBtechnisch nicht 


die Kathode den Abstand /,=1,225mm von der 
ebenen Anoden-Stirnflache, bei Bogen 2/, =1,98mm vom Anodenfall zu trennen und 
und bei Bogen 3 /,= 3,35 mm. (Der punktierte Teil soll diesem zugeschlagen werden. 
der Kurven war wegen des steilen Strahldichteabfalls s 5 
miohbimeh: Gin wandineiu esen | Bei ebenen Anodenstirnflachen , 
wie sie in den folgenden Unter- 
suchungen verwandt wurden, besteht also die Spannung U, nur 
aus dem Spannungsbedarf U,, des kathodischen Kontraktionsgebietes, 
so daB sich die Bogenspannung bei Elektrodenabstanden/ </, aus 
Ux + U,+U,% zusammensetzt. Die Steigung der Spannungscharak- 
teristik (Fig. 4) in jedem Punkte gibt ganz allgemein die Feldstarke 
desjenigen Sdulenelementes, welches bei Verkiirzung des Bogens der 
Lange/ unterdriickt wird, vorausgesetzt, daB diese Bogenverkiirzung 
keine sekundéren Anderungen des Spannungsverlaufs in den ubrigen 
Bogenteilen verursacht. Die Kurvensteigung in einem Punkte entspricht 
also unter diesen Voraussetzungen dem Bogengradienten in dem dazu- 
gehérigen Abstand/. Aus Fig.3 ist zu ersehen, daB bei Bogenver- 
kiirzungen das unmittelbar vor der ebenen Anodenstirnflache gelegene 
Saulenelement unterdriickt wird, offenbar ohne wesentliche Anderungen 
des restlichen Saéulenteils zu verursachen. Die Steigung der Spannungs- 
charakteristik Fig. 1 gibt also in jedem Punkt ein MaB fiir den Gradienten 
im jeweiligen Abstand/ von der Kathode. Dieser Gradient wurde in 
Fig. 1 bis zu einem Abstand herunter eingezeichnet, bei dem die GréBe 
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der normalen Spannungsschwankungen eine Gradientenbestimmung 
fragwiirdig macht. Nach Ecker [4] ist im Kontraktionsgebiet theoretisch 
ein Anwachsen des Gradienten auf den 4- bis 5fachen Wert des normalen 
Sdulengradienten zu erwarten, was unserem MeBergebnis nicht wider- 
spricht. Der schon erwahnte unmerkliche Ubergang des geraden Teiles 
der Spannungscharakteristik in den gekriimmten Teil oder mit anderen 
Worten des normalen Gradienten in den iiberhéhten Gradienten vor der 
Kathode laBt es wenig sinnvoll erscheinen, Angaben iiber die Ausdehnung 
und den Spannungsbedarf des- Kontraktionsgebietes zu machen. Der 
Spannungsbedarf von Kathoden- und Anodenfall kann jedoch ndher 
untersucht werden. 

Verringert man den Elektrodenabstand auf sehr kleine Werte, so 
wird die Bogenlange nicht beliebig klein, sondern ein verbleibender Rest 
der kathodischen Plasmakugel weicht seitwarts aus. Bei den Bogen ohne 
ausgepragte kathodische Plasmakugel, den sog. brennflecklosen Bégen, 
ist dieses ins Auge springende Ausweichen des Sdulenrestes nicht immer 
zu beobachten, weil der kathodische Ansatzpunkt weniger beweglich 
ist. Hier erstreckt sich der Bogen in einem gewissen Raum um die in 
kleinstem Abstand gegeniiberstehenden Spitzen der Elektroden, so daB 
auch hier trotz beliebig kleinen Elektrodenabstandes die kleinstmégliche 
mittlere Bogenlange nicht unter einen bestimmten Wert sinkt. Diese 
Erscheinung ist theoretisch durchaus verstandlich, denn das fiir den 
kathodischen Mechanismus notwendige Ionisationsgebiet besitzt zweifel- 
los eine optimale Ausdehnung und damit der Bogen eine optimale kleinste 
Lange. Wird diese Lange unterschritten, dann ist eine Spannungs- 
steigerung zu erwarten, ahnlich wie bei der ,,behinderten‘’ Glimmentla- 
dung. Da der Bogen bei Elektrodenabstanden kleiner als diese optimale 
Bogenlange normalerweise seitlich ausweichen kann, wird er dies ebenso 
wie die Glimmentladung in der Umwegrohre nach Hitrorr tun und die 
Lange kleinster Bogenspannung annehmen. 

Die kleinstmégliche gemessene Bogenlange betragt Jj, 10 7 cm. 
Die Spannungscharakteristik l4Bt sich also nicht bis zum Schnittpunkt 
mit dem Ordinate messen, sondern nur bis zur Bogenlange /,,;, (Fig. 1). 
Die in diesem Abstand herrschende kleinstmégliche Bogenspannung U4 
enthalt also auBer den Elektrodenfallen U, + U, noch den Spannungs- 
bedarf des Saulenrestes U;: 


Oy = Ue + U, + US. (1) 


Bei der Verwertung der MeBergebnisse ist zu beachten, daB die an der 
Rohre gemessene minimale Spannung U,,;, noch nicht die minimale 
Bogenspannung U, ist, sondern um den Spannungsverlust in den Durch- 
fiihrungen, der keineswegs zu vernachlassigen ist, vermindert werden 
muB. Um den Spannungsabfall in den Zufiihrungen zu ermitteln, wurde 
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die KurzschluBspannung U,,., unmittelbar nach der Berthrung der 
Elektroden gemessen. Wird der KurzschluBstrom mit Jyurz bezeichnet 
und ist J der Bogenstrom vor dem KurzschluB, so ergibt sich der Span- 
nungsverlust der Zufithrungen zu Ujeq = Ojeure L/Licurz- 


Zur Messung der Minimalspannung wurde eine Réhre benutzt, bei 
der kleinste Elektrodenabstandsanderungen durch eine magnetisch be- 
wegte Schraubvorrichtung erméglicht wurden. Beide Wo-Elektroden 
hatten gleich Form und waren mit Kugelspitzen versehen, um auch bei 
leicht exzentrischer gegenseitiger Lage die Symmetrie méglichst zu 
wahren. 


Die MeBergebnisse fiir Bogenstromstairken von 3 bis 11 Amp sind 
in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1. Minimale Bogenspannung Uy, und Gesamtelektrodenverluste Uy 4+ Ug 
fiir eine Xe-Hochdruckyéhve mit einem Druck von 30 Atm in Abhdangigkeit von der 


Stvomstarke. 
| r r U, 
I Tkarz | Umin Ukurz U, are Us 
Amp | Amp Volt Volt | Volt Volt 
3 3,4 16,0 1,2 14,9 14,2 
4 4,5 5S PEO oye 13,0 
5 555 14,5 2.2 1255 11,8 
6 6,6 15,0 ZEB 12,9 42,1 
7 77 14,5 2,8 12,0 1453) 
8 8,8 13,5 3,0 10,8 Gp 
9 10,0 A552. 4,0 11,6 10,8 
10 Ad 1535 4,5 iit) 10,8 
11 fee AS} Dye 10,8 10,4 


Um aus der minimalen Bogenspannung die Summe der Elektroden- 
falle zu erhalten, muB von U, noch die Spannung U; des Sadulenrestes 
abgezogen werden. Wird fiir den Gradienten des stark kontrahierten 
Saulenteiles das 4- bis 5fache des normalen Saulengradienten, der bei 
Xenon von 30 Atm bei normaler Belastung etwa 10 V/cm betragt, an- 
gesetzt, so ergibt sich bei den kleinstméglichen Séulenlingen, die zu 
0,0075 bis 0,02 cm gemessen wurden, fiir den Spannungsabfall am Saulen- 
rest U;=0,35 bis 1,0 V. Zu einem ahnlichen Wert gelangt man auch, 
wenn man den Spannungsabfall aus der Lichtstarke J des Saulenrestes 
ermittelt. Es ist: 


J=n1Us. (2) 


In hochbelasteten Xenonbogen bewegt sich nach LARcHE [6] die Licht- 
ausbeute in der Nahe des Wertes 7=5 cd/W. Er sei unseren Abschat- 
zungen zugrunde gelegt, weil in der Plasmakugel stets ein erhéhter 
Leistungsumsatz herrscht. Bei den an der Réhre nach Fig. 1 gemessenen 
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Lichtstarken des Saulenrestes ergaben sich aus der Beziehung U; = J/In 


fiir die Spannung des Sdulenrestes die in Tabelle 2 zusammengestellten 
Werte. 


Tabelle 2. Spannungsabfall Us des Séulenrestes fiir eine Xenon-Hochdruckentladung 
bei 30 Atm aus der Lichtstdrke gemaB Us = J/In fiir verschiedene Stromstirken. 


I 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 14 Amp 
Uc. | 0,48 0,6 O58 | O74 0,8 0,83 0,6 0,57 | (OSI OS AVA 


Die durch Beriicksichtigung der Saulenrestspannung notige Korrek- 
tur ist danach relativ gering. Ein systematischer Gang mit der Strom- 
starke ist nicht erkennbar. Da durch das Umhertanzen des Kathoden- 
flecks von vornherein eine Unsicherheit der gemessenen Spannung von 
+0,3 V in Kauf genommen werden muB, setzen wir einen konstanten 
Wert U;=0,7-++0,3 V, der sowohl mit der Abschatzung aus dem Gra- 
dienten des Sdulenrestes als auch mit der Abschatzung aus der Licht- 
starke geniigend tibereinstimmt, an. Wegen der Geringfiigigkeit der 
Korrektur gentigt dies vollkommen. Der hiermit erhaltene Wert fiir die 
Summe der Elektrodenfalle U,+ U,=U,—U, ist in die 6. Zeile der 
Tabelle 1 eingetragen. 

Mit der geschilderten Methode erhalten wir zunachst nur die Summe 
der Elektrodenfalle. Um den Anteil, der auf Kathoden- bzw. Anodenfall 
entfallt, zu bestimmen, kombinieren wir mit einer Methode, die aus dem 
Grad der Aufheizung der Elektroden Riickschliisse auf die Hohe der 
Verluste an diesen gestattet. 

Die im Kathodenfallgebiet dem elektrischen Feld entnommene Lei- 
stung JU, wird im wesentlichen zur Aufheizung der Kathode und zur 
Befreiung von Elektronen verbraucht. Ist die Austrittsspannung der 
Elektronen aus der Kathode ®,, so betragt die der Kathode pro Sekunde 
zugefiihrte Warmeenergie in erster Naherung: 


VETTE Os. 


Fiir ®, ist dabei die Austrittsspannung ohne auBeres Feld anzusetzen. 
Wird die Austrittsspannung unter Einwirkung eines auBeren Feldes auf 
den Wert ®,;;herabgesetzt,somuB die restliche Austrittsarbeit J (P, — Der) 
im Raumladungsfeld unmittelbar vor der Kathode geleistet werden, 
geht also gleichfalls zu Lasten des Kathodenfalls. Die im Kathodenfall 
umgesetzte Energie, in welcher Form sie auch anfallt, gelangt schlieBlich 
zur Kathode, da das Fallgebiet als eine diinne Schicht mit einer Aus- 
dehnung von einigen freien Weglangen aufzufassen ist, das auf der einen 
Seite begrenzt ist durch die relativ kalte Elektrode mit einer Temperatur 
von etwa 2500°, auf der anderen Seite durch das Gebiet der Plasmakugel 
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mit der sehr hohen Temperatur von rund 10000°. Der Warmegradient 
geht also eindeutig in Richtung zur Kathode. Die Energie wird verwandt 
entweder zur Auslésung von Elektronen oder zur Aufheizung der Ka- 
thode. Das gilt unabhangig von der Annahme, die wir tiber die Ent- 
stehung der Elektronen machen. Werden die Elektronen praktisch allein 
an der Kathode ausgelost, so ist fiir jedes die Austrittsarbeit e®, aut- 
zuwenden. Entstehen Elektronen durch Jonisierung im Gasraum, so 
ist zwar zundchst die héhere Ionisierungsenergie der Atome aufzuwenden. 
Bei der Neutralisierung der an die Kathode gelangenden positiven Ionen 
wird diese aber wieder frei, so daB die Austrittsarbeit fiir die Elektronen 
aus der Kathodenoberflache allein tibrig bleibt. 

Die Ionendrift in Richtung zur Kathode ist zu vernachlassigen. Jedoch 
wandern aus dem Fallgebiet tiber die anschlieBende Raumladungszone 
diejenigen Elektronen aus, die in der positiven Saule zur Aufrechterhal- 
tung des Stromes bendtigt werden. Diese Elektronen miissen letzten 
Endes von der Kathode nachgeliefert werden entweder in Form von frei 
emittierten Elektronen oder als Elektronen, die zur Neutralisation der 
positiven Ionen verwendet werden. Die Warmeenergie der emittierten 
Elektronen ist vernachlassigbar klein, z.B. bei emer Elektronentempe- 
ratur von 2000° nur etwa 0,17 eV, d.h. die Kathode liefert Elektronen 
vernachlassigbar kleiner Energie. Die Saule empfangt dagegen Elek- 
tronen von der Séulentemperatur 7;, also mit einer mittleren Energie 
von rund 1,3 eV entsprechend der Gleichung eV,=3/2 kT;, wenn die 
Sdulentemperatur zu rund 10000° angesetzt wird. Die im Fallgebiet 
aufzubringende Energie betragt somit 1,3 — 0,2=1,1 eV. Da diese zur 
Aufheizung der Kathode nicht mehr zur Verfiigung steht, ist demnach: 


Webs Oe 


Ein geringer Teil von Energie, kann auch noch durch anregende St6Be 
der schnellen Elektronen an der Begrenzung des Fallgebietes verloren- 
gehen. Doch diirfte dieser Anteil sehr gering sein, da die hierfiir in 
Frage kommende Schicht extrem diinn ist und dementsprechend die 
ausgestrahlte Energie gering bleibt. Der wesentliche Teil der Strahlung 
ruhrt aus Gebieten her, in denen die Elektronen durch St6Be bereits 
eine ungeordnete Warmebewegung angenommen haben. Der Energie- 
bedarf fiir die Aufheizung des Elektronengases ist schon beriicksichtigt 
worden. 

Die Kathode kann auBerdem noch Energie aus der restlichen Sdule 
entweder durch Warmeleitung oder durch Absorption von Strahlung 
erhalten. Obwohl der Leistungsumsatz in der verbleibenden Sdule mit 
IU;~I+0,7 gering bleibt, soll dieser Anteil berticksichtigt werden. 
Von der in der Restsaule umgesetzten Leistung gelangt ein Bruchteil p, 
der von der Geometrie der Elektrodenanordnung abhiingt, auf die 


Leaf 
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Kathode. Dabei ist 0 < p<0,5. Mit Beriicksichtigung dieses Anteils 
betragt die zur Aufheizung der Kathode zur Verfiigung stehende Leistung: 


We =I (Ux + pU; — (®, + 1,1)). (3) 


Den Kathodenfall erhalt man daraus zu: 


= Wr , r 
UO, = a + Oy +1,1 —-pU. (3a) 

Eine gleichartige Abschatzung la8t sich fiir den Anodenfall durch- 
fuhren. Die Austrittsarbeit der Elektronen wird hierbei gewonnen, 
ebenso die Warmeenergie der auf die Anode gelangenden Elektronen. 
Als Aufheizleistung ergibt sich damit: 


Wa TUL Us Dat 1,1) (4) 
fir den Anodenfall folgt damit: 


W 4 
I 


U, = (®, + 1,1 + PU). (4a) 
Wird eine Entladungsr6hre mit symmetrisch gebauten Elektroden 
in waagerechter Brennlage am Wechselstromnetz betrieben, so werden 
beiden Elektroden im zeitlichen Mittel dieselben Energien zugefiihrt. 
Bei kleinstméglicher Bogenlange kénnen wir naherungsweise die Saulen- 
spannung als unabhangig von der Stromstarke ansetzen und in Uber- 
einstimmung mit Tabelle 2 schreiben: 
T tari ; 
Us = a uc dt 0,7 V 
0 


(u; momentane Sdulenspannung). Von der in dem Saulenrest umgesetz- 
ten Leistung U;-7, wobei J = : [7 dt den zeitlichen Mittelwert des 
t . 
0 


Momentanwertes J des Bogenstromes bedeutet, gelangt nur der Bruch- 
teil 2p an die Elektroden bzw. von der insgesamt umgesetzten Leistung 
geht der Betrag (12) U,J fiir die Aufheizung der Elektroden ver- 
loren. Die insgesamt den beiden Elektroden zugefiihrte Heizleistung 
ist also: 

DV VW. U;I (4 — 2), 


~ 


T 


wenn W/_ = 4 [ I dt (us momentane Bogenspannung) die insgesamt 
T . 


0 . . . 
umgesetzte Leistung bedeutet. Einer Elektrode wird demnach die Heiz- 


leistung: 7 741 — 
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zugefiihrt. Bei ausreichender Warmetragheit der Elektroden und Ver- 
meidung von merklicher Verdampfung kann angenommen werden, daB 
den Elektroden gleiche Heizleistung zugefiihrt wird, wenn sie gleiche 
Temperatur annehmen unabhangig davon, ob der Bogen mit Wechsel- 
strom betrieben wird oder ob die Elektrode, Anode bzw. Kathode eines 
Gleichstrombogens ist. Wird also an einer Elektrode in der Nahe des 
Bogenansatzpunktes mit einem Pyrometer im Wechselstrombetrieb eine 
Temperatur T gemessen und anschlieBend, wenn diese Elektrode Ka- 
thode eines Gleichstrombogens ist, die Entladungsstromstarke so ein- 
reguliert, daB dieselbe Temperatur gemessen wird, so gilt: 


Wee (6) 


Wird die Elektrode zur Anode eines Gleichstrombogens gemacht, so 
gibt es ebenfalls eine (andere) Belastung, fiir die dieselbe Temperatur wie 
beim Wechselstrombogen gemessen wird und es gilt in diesem Fall: 


W, = Wy. (7) 


Fir gleiche Kathodentemperatur folgt somit aus Gl. (3) und (5): 


Wo = |i ; ie 
Ug aT PD, itl Us (p(1 panel tx) = sl > (8) 


wobei ix =J/I das Verhaltnis der Strommittelwerte fiir Wechsel- und 
Gleichstrom ist, wenn auf dieselbe Kathodentemperatur eingestellt wird. 


Analog folgt aus Gl. (4) und (5) fir gleiche Anodentemperatur: 
Uy = Se — y+ 11) — Us (o(1 —i,) + *2) (9) 

Maitee 

Der letzte Summand der Gl. (8) und (9) spielt die Rolle einer Korrek- 
tur. Fir den in ihnen enthaltenen Faktor # gelten die Grenzen 0 < p <4. 
Die durch Festlegung dieses Wertes verursachte Unsicherheit ist unbe- 
deutend, daz, und 7, nicht sehr von 1 verschieden sind. Wir setzen ihn 
pr 

Bei Wechselstrombetrieb erzwingt die Vorschaltdrossel einen nahezu 
sinusférmigen Strom, so daB wir den an den iiblichen Strommessern 
abzulesenden Effektivwert 7.4 mit dem bekannten Umrechnungsfaktor 


auf den mittleren Strom umrechnen kénnen: J = 2/2 Lest: 
Tt 

Als effektive Austrittsspannung des Wolframs setzen wir 4,5 V an. 

Mit diesen Angaben ist eine Bestimmung des Kathoden- bzw. Anoden- 

falls nach Gl. (8) und (9) aus der Heizwirkung méglich. Eine geringe 

Fehlerméglichkeit entsteht noch durch die ungleichmaBige Aufheizung 


von Kathode und Anode im Gleichstrombetrieb. Ein gegenseitiger 
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Energieaustausch findet bei ungleichmaBiger Temperatur durch Warme- 
leitung von der Anode zur Kathode sowie durch ungleichmaBige gegen- 
seitige Anstrahlung statt. Durch Verwendung eines groBen Lampen- 
kolbens, in dem sich ein kraftiger Konvektionsstrom ausbildet, wird die 
Warmeleitung unmittelbar von der Anode zur Kathode gering gehalten. 
Die durch Strahlung der Kathode zugefiihrte Leistung laBt sich aus dem 
STEFAN-BOLTZMANNschen Gesetz berechnen. Fiir Wolfram bei 2000° ist 
die der Kathode zugestrahlte Leistung nur etwa 0,8 W. Diese: Anteil 
ist bei der Auswertung der folgenden Messungen zu vernachlassigen. Die 
Messungen wurden bei 


: : Tabelle 3. Kathoden- und Anodentemperaturen in 
einem so kleinen Abstand a Saas OSCE UN Eh 


emmem Xenon-Hochdruckbogen von 30 Atm Druck 
der Elektroden durchge- fiir verschiedene Stromstirken. (Wolframelektroden 
fiihrt, daB der Bogen mit @ 3mm; Lange 10 mm.) 


minimaler Lange brannte. <a 


U4, + Ux Tr | TA 
Fiir jede vorgegebene Amp Volt °K °K 
Stromstaérke wurde mit | 
- ; 3 | © #892 1470 1500 
einem optischen Pyro- 4 13,0 ‘60am | 4700 
meter die Kathoden- und 5 11,8 1600 | 1750 
Anodentemperatur7; und 6 me nts ea 
eo / mi) - 
T, gemessen. Der Gliih- 8 10.1 1780 | 1990 
faden der Vergleichslampe 9 10,9 1890 2090 
d Py t d f 10 10,8 1870 2310 
es Pyrometers wurde au “a (an as sts 


beide Elektroden gleich- 
maBig in Bogennachbarschaft abgebildet. Da es bei der Auswertung 
nicht auf die absolute Héhe der Temperatur ankommt, sondern nur 
darauf, da8 auf gleiche Temperaturwerte der Elektroden bezogen wird, 
brauchte nicht auf den genauen Kathodenansatzpunkt eingestellt wer- 
den, wenn nur Sorge getragen wurde, daB bei zusammenhangenden 
Versuchsreihen stets eine und dieselbe Stelle der Elektroden anpyro- 
-metriert wurde. Die Temperaturen im Ansatzpunkt des Bogens liegen 
um etwa 400° hodher als die hier gemessenen [7]. Stdrende Strahlung 
des Bogens wurde dabei méglichst ausgeblendet. Die MeBergebnisse 
geben wir in Tabelle 3 wieder. Zum Vergleich sind noch einmal die Sum- 
men der Elektrodenfalle nach Tabelle 1 mit aufgenommen worden. 
Die MeBergebnisse bei Wechselstrombetrieb an derselben Rohre 
unter sonst gleichen Bedingungen sind in Tabelle 4 enthalten. 
Wechselstromleistung wurde mit einem eisenlosen Prazisionswattmeter 
gemessen. Die Angabe J, bezieht sich auf die Elektrode, die bei vorher- 
gehendem Versuch Anode, 7; auf diejenige, die vorher Kathode war. 
Im Wechselstrombetrieb miiBten beide Werte bei absoluter Symmetrie 
iibereinstimmen. Die geringen Unterschiede diirften auch weniger tat- 
sichliche Temperaturdifferenzen bedeuten, sondern sind auf verschie- 
dene raumliche Lagen der pyrometrisch anvisierten Teile der Elektroden 
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zuriickzufiihren. Da diese bei Gleich- und Wechselstrommessungen un- 
verandert bleiben, diirften hierdurch keine Fehler entstanden sein. 


Zur Bestimmung der 


Tabelle 4. Temperaturen dey Elektroden bei Wechsel- | Wechselstromleistung W_ 
stvombetrieb in Abhdngigkeit von dey Effektivstrom- des Bogens ist die an 


stivke bzw. der Leistung. 


der R6hre gemessene 


left | Wr Tk 
Amp | Watt Si 
4 47,5 1610 
4,4 aS) 1540 
5 62,6 1700 
4,8 Bales} 1600 
5 54,2 1620 
5,9 65,0 1730 
6,8 59,5 1690 
8 77,8 1820 
8,9 HHO) 1920 
9,9 101,2 1980 
yl 107,6 | 2070 
14,8 121,3 | 2440 
11,8 12455 Malt) 


T4 Leistung bei minimalem 
ze Elektrodenabstand Nin 
1530 noch um die Leistungs- 
1490 verluste der Zufiihrun- 
ee gen zu vermindern. Es 
1570 ist WwW. = iNet a Nee 
1670 Ein Unterschied zwi- 
a schen Lampenstrom tess 
1830 und KurzschluBstrom 2,,,;, 
eee konnte bei den Mes- 
ae sungen nicht festgestellt 
2040 werden, da die strom- 


begrenzende Drossel den 


phasenverschobenen Blindstrom offensichtlich derart tiberwiegen 1laBt, 
daB eine entsprechende Korrektur der KurzschluBleistung entfallt. 

In Fig. 4 sind die Wechselstromleistung W_ bzw. die Effektivstrom- 
starke 7,4, sowie die Stromstarke bei Gleichstrombetrieb in Abhangigkeit 


7 Wee 
A hy vA lof 
10 ia 
i” 
150 - 
We { se mM, 
S Jf as 
} 700 ak oi Z ae 
Ke, Bi 
e coe 
= 50 Ve Se SAT 
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7200 1600 2000 °K 
lg — 


Fig. 4. Stromstarke J des Gleichstrembogens, 
sowieLeistungW~ und Effektivstromstarke ieg¢ 
des Wechselstrombogensin Abhangigkeit von 
der Temperatur der Elektrode, die beim 
Gleichstrombogen Kathode ist. 


von der stets an der gleichen Stelle 
gemessenen Kathodentemperatur 7}, 
wiedergegeben. Fig. 5 enthalt dieselben 
Daten fiir die Anode. Aus diesen 
Kurven sind die gleichen Kathoden- 
bzw. Anodentemperaturen — entspre- 
chenden Werte von W_, I und te¢¢ (und 
damit 7) zu entnehmen. Nach Gl. (8) 
bzw. (9) sind dann Kathoden- und Ano- 
denfall zu berechnen. Die hieraus mit 
DO, = 455 V und Up=0,7V ‘bei einem: 
angenommenen Wert ~ = } erhaltenen 
Kathoden- und Anodenfalle sind in 
Fig.6tiber dem Bogenstrom aufgetragen. 

Der Anodenfall betragt rund 1 V 
und hangt im untersuchten Bereich 


nur wenig von der Stromstarke ab. Auch ohne eingehende theoretische 
Erérterungen ist diese geringe Abhangigkeit in rein elektropositiven 
Gasen versténdlich. Das MaB der Verarmung an positiven Ionen vor 
der Anode, welches die Hohe des Anodentfalls bedingt, ist nur wenig von 
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der Stromstarke abhangig, weil die Ionendrift gegeniiber der Elektronen- 
drift eine untergeordnete Rolle spielt und damit vor der Anode nur ent- 
sprechend wenig Ionen zusatzlich zu den anderen Verlusten nachzu- 
lefern sind. Auch Unterschiede in der Anodentemperatur werden die 
GréBe des Ionendefekts im Anodenfall wenig beeinflussen, weil die unter 
verschiedenen Bedingungen auftretenden Differenzen zwischen héchster 
und tiefster Betriebstemperatur der Anode erheblich kleiner sind als die 
Differenz zwischen Plasmatemperatur und Anodentemperatur. Je kiilter 
die Anode um so starker wird die Abkiihlung des Plasmas vor ihr und 


damit die Verarmung an Jonen sein. =] 
Eine entgegengesetzte Wirkung hat V ; 
14 
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Fig. 5. Stromstarke J des Gleichstrombogens sowie Fig. 6. Summe der Elektrodenfalle U4 + Ux sowie 
Leistung W~ und Effektivstromstarke ‘ef des Kathoden- und Anodenfall in einer Xenon-Hoch- 
Wechselstrombogens in Abhangigkeit von der druckentladung von 30 Atm in Abhangigkeit von 
Temperatur der Elektrode, die beim der Stromstarke (Wolfram-Elektroden @ 3mm; 
Gleichstrombogen Anode ist. 10 mm Lange). 


mit steigender Anodentemperatur die negative Raumladungswolke, 
welche sich zufolge der Thermoemission der Anode vor dieser zusatzlich 
bildet. Aber auch dieser Effekt wird entsprechend der geringen kineti- 
schen Energie der emittierten Elektronen nur Bruchteile eines Volts 
ausmachen, so da die beobachtete geringe Abhangigkeit des Anoden- 
falls von der Anodenbelastung verstandlich wird. 


Wie man schon aus der Kurve des Kathodenfalls Fig. 6 sieht, fallt 
dieser zundchst stark mit steigender Belastung und strebt dann asym- 
ptotisch einem Grenzwert zu. Dieser charakteristische Verlauf hat sich 
bei zahlreichen MeBreihen mit verschieden grofen und verschieden ge- 
formten Elektroden fiir eine Reihe von Drucken immer wieder ergeben. 
Addiert man Anoden- und Kathodenfall, so erhalt man Werte, die nur 
wenig von der aus Spannungsmessungen unmittelbar erhaltenen Summe 
der Elektrodenfalle, die in Tabelle 1 zusammengefaBt sind, abweichen. 
Zum Vergleich sind letztere mit in Fig. 6 eingetragen. In dieser geringen 
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Abweichung sehen wir eine Bestatigung fiir die Richtigkeit unserer 
MeBergebnisse innerhalb der bei Bogen kaum zu unterschreitenden Ge- 
nauigkeitsgrenze 0,75 V. Setzt man die oben begriindete Annahme 
U,1 V fiir den gesamten Stromstarkebereich des Bogens voraus, dann 
laBt sich aus der gemessenen Summe der Elektrodenfalle U,-++ Ug der 
Kathodenfall fiir den ganzen Stromstarkebereich ermitteln. Die maximale 
Belastung war durch den Schmelzpunkt der Wo-Kathode begrenzt. Bei 
dieser wie bei allen Xenon-Réhren mit Wo-Kathode betrug der Grenzwert, 
dem der Kathodenfall mit steigender Belastung zustrebte, U;=6,5+0,75 V 
unabhangig sowohl vom Druck als auch von Kathodenform und 
GroBe. GroBere, besser gekihlte 


ae 4 Kathoden erreichen diesen Grenz- 
u \ 4 wert bei hdheren Stromstarken. 
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Fig. 7. Kathodenfalle in Abhangigkeit von der Fig. 8. Ubergang von der Glimm- in die 
Stromstarke flir verschiedene Drucke. Bogenentladung bei 5 Atm. 


Die Druckabhangigkeit des in gleicher Weise ermittelten Kathoden- 
falls einer Rohre ist in Fig. 7 wiedergegeben, wobei logarithmische Tei- 
lung der Stromskala gewahlt wurde. Wahrend bei der héchsten Ka- 
thodenbelastung wiederum der Wert U, = 6,5 +0,75 V unabhangig vom 
Druck erreicht wird, zeigen sich mit abnehmender Belastung bemerkens- 
werte Spannungsunterschiede. Der charakteristische Spannungsanstieg 
mit sinkender Belastung riickt mit steigendem Druck zu immer kleineren 
Stromstarken. Bei 35 Atm brennt ein Bogen mit der erstaunlich kleinen 
Stromstarke von 20 mA noch stabil. Die Leerlaufspannung der benutz- 
ten Spannungsquelle war mit 1500 V so hoch gewahlt, daB deren Strom- 
Spannungskennlinie einen stabilen Schnittpunkt mit der Kennlinie der 
Gasentladung ergeben wiirde, selbst wenn die letztere Kennlinie auBer- 
gewohnlich steil ware. Der kontinuierliche Ubergang von der Glimm- 
in die Bogenentladung, der bei tiefen Drucken im allgemeinen beobachtet 
wird und auch theoretisch verstandlich ist [3], kann in dem untersuchten 
Druckbereich von 4 bis 35 Atm nicht reproduziert werden. Bei Drucken 
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von 1 bis 10 Atm zeigt sich vielmehr ein plétzlicher Umschlag von der 
Glimm- in die Bogenentladung und umgekehrt. Dieser Umschlag driickt 
sich in einem Sprung der Kathodenfallkennlinie aus, wie ihn Fig. 8 zeigt, 
und in einer pl6tzlichen Stromdichtednderung von Werten unter 
1 Amp/cm* in der Glimmentladung auf Werte iiber 100 Amp/cm?2 im 
Bogen. Gelegentlich ist, wie die gestrichelten Enden der Kennlinien 
Fig. 8 andeuten, in einem schmalen Stromgebiet sowohl ein Bogen als 
auch eine Glimmentladung zu erhalten. Bei héheren Drucken ergeben 
sich in einem bestimmten Ubergangsbereich schwankende, nicht repro- 
duzierbare Werte fiir den Kathodenfall. Im Gebiet des Umschlags ist 
zu beobachten, daB die Kathode in der Glimmentladung wesentlich 
heller gliiht als in der Bogenentladung. Dies ist in Anbetracht der bei 
gleicher Stromstarke gegentiber den Verhaltnissen im Bogen etwa 5mal 
so groBen Kathodenfallenergie der Glimmentladung verstandlich. Ob- 
wohl damit das allgemeine Temperaturniveau der Kathode in der Glimm- 
entladung bei gleicher Stromstarke héher ist als im Bogen, scheint die 
fiir die Elektronenemission wichtigere maximale Kathodenflecktempe- 
ratur im Bogen hoher zu sein, da die wesentlich hohere kathodische 
Stromdichte des Bogens eine entsprechende Temperaturaufsteilung im 
Kathodenfleck ergibt. Auch zur Deutung der Vorgange erscheint die 
Annahme einer héheren Kathodentemperatur im Bogen notig. Naheres 
kann jedoch erst nach einer genaueren Untersuchung der Verhaltnisse 
ausgesagt werden. Eine Fortsetzung dieser Arbeit ist geplant. 

Die Tatsache, daB der Kathodenfall bei hoher Kathodenbelastung 
weit unterhalb der Jonisationsspannung liegt, laBt, wie schon Busz 
und FINKELNBURG [S] bemerkten, auf ein Vorherrschen der thermischen 
Ionisation im Jonisationsgebiet vor der Kathode schlieBen. Mit sinken- 
der Kathodenbelastung iiberschreitet der Kathodenfall die Ionisierungs- 
spannung jedoch recht bald, und es ist mit zusatzlicher StoBionisation 
zu rechnen. 
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Thermische Lichtbégen hoher Temperatur 
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Es wird ein in Argon bzw. Stickstoff von Atmospharendruck bei Stromstarken bis 
500 Amp zwischen gekiihlten Metallelektroden frei brennender Lichtbogen elek- 
trisch und spektroskopisch untersucht. Bei Gleichstrombetrieb wurden Strom- 
Spannungs-Charakteristiken bei verschiedenen Bogenlangen gemessen und Werte 
fiir die Summe von Kathoden- und Anodenfall extrapoliert. Bei Wechselstrom- 
betrieb wurde ein ausgesprochener Gleichrichtereffekt festgestellt. Im Einklang 
mit der Beobachtung von Linien des zwei- und dreifach ionisierten Tragergases 
ergaben spektroskopische Temperaturmessungen fiir die Plasmatemperatur in der 
Saulenachse je nach den Bedingungen Werte zwischen 18000 und 30000° K. Aus 
der sehr geringen Bogenbrennspannung, deren Mindestwert mit 7,5 V noch weit 
unter der Anregungsspannung des Tragergases liegt, und der hohen Plasmatempe- 
ratur wird geschlossen, daf§ die Ionisation im gesamten Bogen rein thermisch er- 
folgt. Auf dieser Grundlage wird der Bogenmechanismus im einzelnen diskutiert. 


1. Einleitung. 

Wir haben kiirzlich ohne Angabe von Einzelheiten mitgeteilt, daB 
wir an einem in Argon von Atmospharendruck bei Stromstarken oberhalb 
100 Amp zwischen gut gektihlten Metallelektroden brennenden thermi- 
schen Lichtbogen eine minimale Brennspannung gemessen haben, die 
mit 7,5 V noch um mehrere Volt unter der ersten Anregungsspannung 
des Tragergases liegt [J]. Da auch die spektroskopisch gemessene 
Plasmatemperatur dieses freibrennenden Bogens von maximal 30000° K 
bisher nur in kiinstlich eingeschniirten Bogen wesentlich héherer Brenn- 
spannung bekannt war, sollen im folgenden unsere Behauptungen iiber 
diesen neuartigen Bogen belegt und unsere Vorstellungen iiber seinen 
Mechanismus behandelt werden. 


2. Experimentelles. 


Der von uns untersuchte Bogen entspricht im wesentlichen dem in 
der Technik benutzten Schutzgas-SchweiBbogen mit der entscheidenden 
Ausnahme, da als Anode eine gut wassergekiihlte Kupferplatte oder 
Kupferkalotte verwendet wird. Gema8 Fig. 1 brennt der mit Gleich- 
spannung betriebene Bogen, dessen Lange zwischen 0,5 und mehr als 
20 mm variiert werden kann, zwischen einem als Kathode geschalteten 
angespitzten Wolframstab von 3 bis 5mm Durchmesser und der gut 
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gektthlten Kupferanode. Der Wolframstab ist nur an seinem oberen 
Ende durch Wasser gekiihlt und erreicht dadurch an seiner Brennspitze 
zwar WeiBglut, ohne aber nach Ausweis des Spektrums merkbar 
zu verdampfen. Aus der den kathodischen Wolframstab umgebenden 
Ringdiise str6mt technisches SchweiBargon (Verunreinigung etwa 1%) 
oder ein anderes zu untersuchendes Gas, wobei sich ein Gasstrom von 
etwas tber 0,1 l/sec als giinstig erwiesen hat. Das die diinne anodische 
Kupferkalotte kiihlende Wasser strémt aus dem vertikalen Rohr von 
unten direkt gegen die anodische Ansatzstelle 
des Bogens. Durch diese gute Kiihlung wird 


Fig. 1. Schematischer Aufbau des Fig. 2, Aufnahmen des Bogens: Links 500 Amp-Argonbogen, 
: Hochtemperaturbogens, rechts 200 Amp-Stickstoffbogen, 


eine Verdampfung des Anodenmetalls vermieden. Geziindet wurde 
der Bogen durch kurzzeitiges Uberbriicken des Elektrodenzwischen- 
raumes mit einem Wolframstab. Fig. 2 zeigt Aufnahmen des 500 Amp- 
Argonbogens und des 200 Amp-Stickstoffbogens bei 10mm Bogenlange 
und gibt eine Vorstellung von der Geometrie des Bogenplasmas. Er- 
scheinung, Spektrum und elektrische Daten des Gleichstrombogens 
andern sich nicht merk- 
lich, wenn man die Kupfer- 
anode durch eine entspre- 
chend groBflachige Kohle- 
anode ersetzt. 


3. Strom-Spannungscharakte- 
vistik und andere elektrische 
Daten des Bogens, 


Fig. 3 zeigt eine nach 4% 700 200 300 400k 500 
der iiblichen Methode bei Fig. 3. eae oe oo rane 
einer Bogenlange von 2mm 
gemessene Strom-Spannungscharakteristik des Argon - Hochstrom - 
bogens. Mit zunehmender Stromstarke sinkt die Brennspannung 
zunichst in der von allen freibrennenden Bogen her bekannten Weise 
bis zu einem bei etwa 150 Amp liegenden Minimum, um bei groBeren 
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Stromstarken wieder langsam anzusteigen. Die Charakteristik des 
Stickstoffbogens zeigt das gleiche Verhalten, doch liegt das Brennspan- 
nungsminimum hier zwischen 200 und 300 Amp. In beiden Fallen ver- 
schiebt sich das Minimum mit zunehmender Bogenlange zu kleineren 
Stromstarken. Auf die Deutung des Spannungsanstieges 1m Bereich 
groBer Stromstarken kommen wir unten zuriick. 

Bis herunter zu 0,5 mm behalt der Bogen seine axialsymmetrische 
Form zwischen den beiden Elektroden unverandert bei und erst bei 
noch kleinerer Bogenlange wird die verbleibende Restsaule seithch aus 
der Achse der beiden Elektroden abgedrangt. Die Brennspannung hangt 
nach unseren Untersu- 


25 == 

Vv chungen nicht nur vom 

20 : AusmaB der Anoden- 
kithlung, sondern  an- 

15 scheinend auch vom Be- 
trag der Verunreinigung 

iG des Argons ab, “Wie 
be1 0,5 mm Bogenlange, 

i cates 
guter Anodenkihlung 
und ziemlch  reinem 
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Bogenlenge Argon gemessene mini- 


Fig. 4. Abhangigkeit der Brennspannung des 200 Amp-Argonbogens male Brennspannung 
von der Bogenlange. 


0 2 4 6 


betragt beim Argon- 
bogen 7,5 V. Da bei der angegebenen Bogenlange von 0,5 mm immer 
noch ein von gréBeren Bogenlangen her extrapolierter Spannungs- 
abfall von der GréBenordnung eines Volt ttber dem verbleibenden Saulen- 
rest liegen diirfte, folgt aus der gemessenen Brennspannung fir die 
Summe von Kathoden- und Anodenfall dieses extrem kurzen Bogens 
ein Wert von 6,5-+0,5 V. Beim etwa 2 mm langen Stickstoffbogen lag 
die geringste gemessene Brennspannung mit 14 V zwar merklich héher 
als in Argon, aber noch eindeutig unter der Ionisierungsspannung des 
Tragergases. Messungen bei sehr kurzem Bogen waren durch lokales 
Schmelzen der Anode bei der hohen Stromdichte dieses Bogens erschwert. 
Aus einer Abschatzung des Saulengradienten folgt fiir die Summe von 
Kathoden- und Anodenfall ein Minimalwert von etwa 12 V. Diese liegt 
also eindeutig héher als bei dem entsprechenden Bogen in Argon. 
Fig. 4 zeigt die Abhangigkeit der Brennspannung des Argonbogens 
von dessen Lange fiir die konstant gehaltene Stromstarke von 200 Amp. 
Man erkennt, daB die Extrapolation auf die Bogenlange Null vom Ver- 
lauf des Gradienten im letzten Millimeter vor der Kathode abhangt, 
aber etwa auf den oben fiir die Summe von Kathoden- und Anodenfall 
gefundenen Wert hinfiihrt. Aus Fig. 4 folgt ferner, da8 die Bogenspan- 
nung auch bei gréBeren Bogenlangen ungewohnlich niedrig bleibt, und 
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erst bei einer Lange von 7 mm den Wert der Tonisierungsspannung des 
Tragergases erreicht. Leider ist es nicht ohne weiteres moglich, aus Fig. 4 
auf den Gradienten der Bogensiule zu schlieBen, weil wir Grund zu der 
Annahme haben, daf der Anodenfall von der Bogenlange nicht unab- 
hangig ist. Immerhin ist der Sdulengradient in den kathodennahen 
Gebieten groBer Stromdichte erwartungsgemaB hoher als in den anoden- 
nahen Gebieten geringerer Stromdichte. Versuche, den Potentialverlauf 
zwischen den Elektroden in der von einem von uns friither verwendeten 
Weise mit Sonden abzutasten [2], haben bisher zu keinem schliissigen 
Ergebnis gefiihrt, da die Potentialdifferenz zwischen Sonde und Plasma 
in ihrer Temperaturabhan- Wathoge 

gigkeit noch nicht sicher ty Sat oat atte Sat At At 
erfaBt werden konnte. Die ! 
Potentialsondenmessungen 
haben aber zweifelsfrei er- 
geben, daB der Potentialver- 


lauf zwischen den Elektroden 


monoton ist, wie man es fiir PINS WV 
: 2 A A A 
einen thermischen Bogen 
‘cS, Anode 
erwarten sollte und nicht Fig. 5 \usschnitt aus dem Spektrum des Argonbogens, 
aufgenommen bei zur Bogenachse parallelem 


etwa Maxima und Minima Spektrographenspalt. 
ZElgt. 

Uber die Stromdichte haben wir bisher nur relativ grobe Abschat- 
zungen auf Grund spektroskopischer Durchmesserbestimmungen aus- 
gefiithrt. Danach haben wir 1mm unter der Kathode (Gebiet héchster 
Temperatur) mit einer Stromdichte von etwa 2000 Amp/cm? zu rechnen. 
Zur Anode hin fallt die Stromdichte ab und erreicht an ihr bei sehr 
kurzem Bogen etwa 1000 Amp/cm?, um beim 10 mm-Bogen auf Werte 
von einigen 100 Amp/cm? an der Anode abzufallen. Diese Daten sollen 
durch eine in der Entwicklung befindliche verbesserte Sondenmethode 


noch gepriift und erweitert werden. 


4. Spektroskopische Analyse des Bogens. 


In dem hauptsachlich untersuchten Stromstarkebereich oberhalb 
100 Amp werden nur in den AuBenbezirken die Linien des neutralen 
Argons emittiert, wihrend in der Bogenachse und im gesamten kathoden- 
nahen Bereich von etwa 1mm Ausdehnung nur die Linien des einfach 
und zweifach ionisierten Argons erscheinen (Fig. 5). Linien des dreifach 
ionisierten Argons sind in dem erfaBten Spektralbereich nicht bekannt, 
wohl dagegen Linien des dreifach ionisierten Stickstoffs, und diese 
wurden im 200 Amp-Stickstoffbogen auch gefunden. Bei diesen Angaben 
ist natiirlich beriicksichtigt, daB auf den Spektrographenspalt stets 
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Zonen verschiedener Temperatur projiziert werden und deshalb die 
spektralphotometrisch erfaBte Intensitatsverteilung tber den Bogen 
mittels der ABEtschen Integralgleichung auf die wirkliche radiale Ver- 
teilung umgerechnet werden muB. Spektrallinien des Wolframs ebenso 
wie des Kupfers konnten im Spektrum des stabil brennenden Argon- 
bogens nicht nachgewiesen werden. Die starke Emission der Linien des 
ein- und zwei fach ionisierten Argons deutet auf eine sehr hohe Bogen- 
temperatur hin; auf die quantitative Auswertung der Spektren zur 
Temperaturmessung kommen wir unten zuriick. Auffallend ist das 
verschiedene Aussehen der verschiedenen Argonlinien. Samtliche Linien 
des neutralen Argons wie Stickstoffs sind stark einseitig verbreitert 

WellenlangeA (Halbwertsbreite etwa 2 A) 
6 000 5000 A 4000 und zeigen eine scharfe Kante 
rel.Einh, auf der violetten Seite. Dem- 
gegeniber zeigen die Linien 
des ~A* und A” ~wiemsare 
ales IND, INO Gl No eime 
vollig symmetrische Verbreite- 
rung. Den Linien itberlagert 
ist ein intensives Kontinuum, 
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Argon durch Anschlu8 an ein 
Kontinuums bezogen auf gleiche Wellenzahlbereiche. Strahlungsnormal (Homogen- 


Fig. 6. Relative Intensitatsverteilung des Argon- 


kohlebogenkrater) ausgemessen 
wurde. Gema8 Fig. 6 ist die auf gleiche Wellenzahlbereiche be- 
zogene Intensitat J, dieses Kontinuums vom langwelligen Ende bis 
4300 A konstant, um dann nach kiirzeren Wellen zu scharf ab- 
zufallen. Das Kontinuum zeigt also ein Verhalten, wie man es fiir 
ein Elektronenbremskontinuum geringer optischer Dicke zu erwarten 
hat [3]. Die Intensitatsverteilung dieses Kontinuums ist nahe der 
Kathode und nahe der Anode annahernd gleich, obwohl die Achsen- 
temperatur bei langem Bogen von der Kathode zur Anode hin stark 
abnimmt (30000->+18000° K). Eine deutlich sichtbare blaue Farbung 
des Bogenkernes unterhalb der Kathode, die sich mit zunehmender 
Stromstarke in Richtung Anode ausbreitet, ist durch die Verschiedenheit 
des Linienspektrums bedingt: Im heiBesten Séulengebiet kurz unterhalb 
der Kathode fehlen die Linien des neutralen Argons vollstandig, und 
dort werden ausschlieBlich die bevorzugt im blauen Spektralgebiet 
liegenden Linien der verschiedenen Ionisationsstufen des Argons emit- 
tiert, wahrend mit zunehmendem Abstand von der Kathode die Inten- 
sitat dieser Linien abklingt und die des neutralen Argons die weiBliche 
Bogenfarbe zu bestimmen beginnen. 
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3. Die Bestimmung der Temperatur in den verschiedenen Bogengebieten. 

Die Temperaturmessungen beruhen auf der unten noch zu begriin- 
denden, unseres Erachtens durch unsere Ergebnisse bestatigten An- 
nahme des lokalen thermischen Gleichgewichts und damit rein thermi- 
scher Anregung im gesamten Bogen. Mittels der bekannten Werte der 
Ionisierungsspannung des Argons und seiner héheren Ionisationsstufen 
wurde daher aus dem iiblichen System von SaHA-Gleichungen die Zu- 
sammensetzung des Argonplas- 
mas als Funktion der absoluten 
Temperatur berechnet [4]. Nach 
der so erhaltenen Fig. 7 ist das 
Auftreten intensiver Linien des 
A** nur méglich, wenn die Tem- 
peratur in dem _ emittierenden 
Bereich weit tiber der fiir frei 
brennende Bégen bisher gefun- 
denen Maximaltemperatur von 
etwa 12000° K liegt. Die Messung 
hat diesen SchluB bestatigt. Hier- 


zu wurde der senkrecht stehende t 
Bogen in verschiedenen Abstan- | 
den von der Kathode auf dem 
2 + 


horizontalen Spalt eines stigma- 
tisch abbildenden 5,5 m Gitters Go afd alba. LSE ABD. PO 
von 120000 Strichen abgebildet Fig. 7. Zusammmensetzung Le tee aoe, 
und der Intensitatsverlauf von spharendruck als Funktion der absoluten Temperatur. 
einer Anzahl Linien des A und A* 

uber den Bogendurchmesser photometriert und mittels der ABELschen 
Integralgleichung auf radialen Verlauf der Emission umgerechnet. Die 
Temperaturverteilung laBt sich dann nach einem den Astrophysikern 
schon lange bekannten, von LARENZ und BarRTELs in die Bogenphysik 
eingefiihrten Verfahren [5] ermitteln. Man kann namlich unter Benut- 
zung der zur Berechnung der Fig. 7 verwendeten Formeln und der be- 
kannten Anregungsspannung je einer Spektrallinie des A und A* (bzw. 
N und N*) deren relativen Verlauf der Emissionsintensitat mit der 
Temperatur berechnen und erhalt die in Fig. 8 gezeigten Kurven. 
Dabei geht die Anregungsspannung der Linie so wenig ein, daB sich das 
Intensitatsmaximum im ganzen Bereich der méglichen Anregungs- 
spannungen um héchstens + 300° verschieben kann. Die Kurven in 
Fig. 8 gelten also fiir alle gemessenen Linien. [hr Verlauf kommt 
qualitativ dadurch zustande, daB zunachst mit steigender Temperatur 
die Zahl der angeregten Atome zunimmt, wahrend jenseits einer charak- 


teristischen, dem Intensitatsmaximum entsprechenden Temperatur die 
15b 
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Linienintensitat dadurch abnimmt, da infolge Ionisierung der emittie- 
renden Atome oder Ionen deren Zahl wieder abnimmt. In unserem Bogen 


Intensitat 
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Fig. 8. Relative Abhangigkeit der Linienintensitaten von neutralem und einfach ionisiertem Argon sowie 
von neutralem und einfach ionisiertem Stickstoff von der absoluten Temperatur. 


zeigte nun der radiale Intensitatsverlauf der Linien des neutralen Argons 
tatsachlich ein Maximum, das in einer kathodennahen Ebene etwa 
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Fig. 9. Zusammensetzung des Stickstoffplasmas bei 


Atmospharendruck als Funktion der absoluten 
Temperatur 


4,5mm, an der Anode 3 bis 
3,5 mm von der Sdaulenachse 
entfernt lag. Nach Fig. 8 herrscht 
in dieser Zone also die Temperatur 
von 16000° K. Fir die Linien 
des A* ergab sich bei 500 Amp 
Bogenstromstarke nahe der Ka- 
thode ein Intensitatsmaximum 
wenige Zehntel Millimeter von 
der Bogenachse. Aus der Tat- 
sache, dal} dieser Zone nach Fig. 9 
eine Temperatur von 28000° K 
entspricht, schheBen wir auf eine 
Achsentemperatur von 30000° Kk, 
die wegen der Nahe zu der charak- 
teristischen, genau bestimmbaren 
Temperatur von 28000° K auf 
wenige Prozent genau sein diirfte. 
Beim 200 Amp-Bogen fehlt an 
dieser Stelle das Maximum der 


A*-Linien, doch schlieBen wir aus dem unten zu besprechenden radialen 
Temperaturverlauf, da die Achsentemperatur bei 25000° K liegen muB. 
Beim Stickstoff-Hochstrombogen liegen die Temperaturen in der gleichen 
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Hohe, wie ihre Bestimmung mit Hilfe zweier Linien ergab, deren rela- 
tiven Intensitatsverlauf Fig. 8 zeigt. Beim 500 Amp-Stickstoffbogen 
z.B. liegt das 30000°-Maximum der N*-Linie 3437 A etwa 0,2 mm von 
der Saulenachse entfernt. Fig. 9 zeigt die Temperaturabhangigkeit der 
Zusammensetzung des Stickstoffplasmas. 

Mit der geschilderten Methode haben wir die 16000° K-Isotherme 
im 200 Amp-Argonbogen ziemlich genau festgelegt. Der Verlauf der 
Isothermen zwischen 16000 und 13000° K konnte aus der Messung der 
Halbwertsbreiten der Linien des neutralen Argons ermittelt werden. Bei 
der hohen Elektronen- und Ionendichte des Plasmas sind diese Linien 
namlich wegen des quadratischen STARK-Effekts verbreitert, und diese 
Verbreiterung infolge der Wirkung des réumlich und zeitlich inhomo- 
genen elektrischen Feldes, das die umgebenden Elektronen und Ionen 
am Ort des emittierenden Atoms erzeugen, ist bei groBer Elektronendichte 
wesentlich groéBer als die normale StoBverbreiterung. Nach der Theorie 
ist die photometrisch direkt meBbare Halbwertsbreite proportional der 
4/3ten Potenz der Elektronendichte im Plasma, die ihrerseits wieder 
nach Fig. 7 eine eindeutige bekannte Funktion der Temperatur ist [6]. 
Aus der gemessenen Halbwertsbreite unserer Argonlinien in den ver- 
schiedenen Bogengebieten kénnen wir also die Temperatur dieser Bogen- 
bereiche bestimmen, nachdem wir die Methode geeicht haben. Nun folgt 
aus Fig. 7, daB die Elektronendichte oberhalb 16000° K praktisch kon- 
stant ist, und die 16000°-Isotherme haben wir aus dem Intensitats- 
maximum der Ar-Linien bestimmt. Wir ordnen demgemaB die in der 
16000°-Zone gemessene Halbwertsbreite von 2,4 A dieser Temperatur 
zu und erhalten dann fiir alle kleineren Breiten die entsprechenden 
Temperaturwerte. Die Methode ist bis herab zu etwa 13000° K anwend- 
bar; ihre untere Temperaturgrenze ist dadurch bestimmt, daB die normale 
StoBverbreiterung relativ zur STARK-Effektverbreiterung eine merkliche 
Rolle zu spielen beginnt. 

Uber den Temperaturverlauf in den AuBenzonen des Bogens haben 
wir mit einer véllig anderen Methode AufschluB zu erhalten versucht. 
Roéntgenblitzaufnahmen des Bogens, die Herr Dipl.-Phys. HERMANN im 
Werkstoffhauptlaboratorium der Siemens und Halske AG. in Berlin 
durchgefiihrt hat, gestatten namlich, da die Absorption der verwendeten 
weichen Réntgenstrahlung von der Argongasdichte abhangt, den radialen 
Dichteverlauf des Argons in den AuBenzonen des Bogens zu bestimmen 
und daraus die entsprechenden Temperaturwerte zu berechnen. Die 
Ergebnisse saémtlicher geschilderten TemperaturmeBmethoden sind in 
Fig. 10 zusammengestellt, in der das Temperaturfeld des 200 Amp- 
Argon-Hochstrombogens im Bereich unter 16000° K gezeichnet ist. 

Der Verlauf der 12000° K-Isotherme im Bogen ist von besonderer 
Bedeutung, weil die Berechnung der elektrischen Leitfahigkeit des 
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Plasmas als Funktion der Temperatur (Fig. 14) ergeben hat, da die Leit- 
fahigkeit unterhalb 12000° K gegeniiber der oberhalb 12000° K in 
grobster Naherung vernachlassigt werden kann. Wir glauben also, daB 
der wesentliche Teil des elektrischen Stromes innerhalb des durch die 
12000°-Isotherme begrenzten Bogengebietes flieBt. Dementsprechend 
bezeichnen wir den Durchmesser der 12000°-Isotherme als den effektiven 
elektrischen Durchmesser des Bogens und bestimmen aus diesem inter- 
polierten Wert und der bekannten Stromstarke die Stromdichtewerte, 
die wir vorne bereits angegeben 400; —— 
haben. (Ohm-cm)," 


Fig. 10. Temperaturfeld des 200 Amp-Argonbogens Fig. 11. Temperaturabhangigkeit der freien Elektro- 
von 10mm Lange. nenweglange Ae und der elektrischen Leitfahigkeit 
fiir Argon und Stickstoff bei Atmospharendruck. 


Wie extrem die Plasmaverhaltnisse im heiBesten Punkt des 500 Amp- 
Bogens liegen, erkennt man, wenn man aus Fig. 7 die Zusammensetzung 
des Argonplasmas bei der gemessenen Maximaltemperatur von 30000° K 
entnimmt. Bei dieser Temperatur haben wir im Plasma je cm® 1,6: 1017 
freie Elektronen, 7:10!® A*tt-Ionen, 1,1:10!® A*-Ionen und 1-10!8At+*++- 
Ionen, wahrend die Zahl der neutralen Argonatome je cm? um etwa eine 
GréBenordnung geringer ist. 66% aller Plasmateilchen sind bei dieser 
Temperatur also freie Elektronen, 29% sind doppelt ionisierte Argon- 
atome, 4,6% A*-Ionen und praktisch der Rest A***-Ionen. Wir haben 
es hier also mit Verhaltnissen zu tun, die im stationaéren Gleichgewicht 
sonst nur in stark eingeschntirten Bogen [4] sowie unter der Photosphare 
von Fixsternen zu finden sind. 


6. Bewers fiir thermisches Gleichgewicht im Bogen. 


Mit den zur Ermittlung der hohen Achsentemperatur benutzten 
spektroskopischen Methoden erfassen wir genau genommen nur die 
Elektronentemperatur und miissen daher jetzt diskutieren, welchen Be- 
weis wir fiir die Existenz echten thermodynamischen Gleichgewichts in 
den einzelnen Bogengebieten haben. Der Gedankengang ist der folgende: 
Bei der Temperatur T fiihren die Elektronen eine ungeordnete Warme- 
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bewegung mit der mittleren Geschwindigkeit 


Vn = 


aus, wobei sie jeweils nach der aus der Plasmazusammensetzung (Fig. 7) 
und den bekannten Wirkungsquerschnitten der positiven Ionen [7] 
berechenbaren mittleren freie Weglange 4, mit einem anderen Plasma- 
teilchen zusammenstoBen. Fig. 10 zeigt die berechnete Temperatur- 
abhangigkeit der freien Elektronenweglangen und der spezifischen Leit- 
fahigkeiten in Argon und Stickstoff. Diesen ungeordneten thermischen 


Tabelle 1. Charakteristische Daten fiiy das Argon- und Stickstoffplasma. 
(Fur die Zeilen 1 bis 6 stimmen die Daten fiir Stickstoff mit denen fiir Argon 
praktisch uberein.) 


Argon 
Temperatur .. . SO O00? Ke P18 0002 Ke 12 0008 Kk 
Mittlere thermische Wuersic in ev wis See 4 2,4 156 
Mittlere thermische Elektronengeschwin- 
digkeit vth in cm/sec . . 4,2) 4108 7,8 > 107 63-110! 
MGtHere Elektronendriftgeschwindigkeit in 
Feldrichtung vz incm/sec . . tortor 4,2 - 410+ (5,5) 2 sO 
Mittlere freie Elektronenweglange x in cm BPAOm el eas | il 50 4YO}= = 
Mittlere StoBzahl je Elektron und sec. . . ll Oe 3,9 10. | 472-404 
| 
Argon | Stickstoff 
Massenverhaltnis Elektron/Atom. ... . 1A - 407° Alin SIG) 
Jonisierungsspannung in eV | 
Alea Ar bayou =e Ne &. 2 on os os 15576 414545 
Ate baw Nt INT ee es 27,64 29,41 
Agta Atte? baw. No NI TT ke 40,94 47,36 


Bewegungen iiberlagert ist eine Driftbewegung im elektrischen Feld E, 
deren Geschwindigkeit aus der ebenfalls berechenbaren Elektronen- 
beweglichkeit b, zu 

, = 0, E 


folgt. Aus den in Tabelle 1 angegebenen Daten ergibt sich, daB die 
thermische Geschwindigkeit der Elektronen bei 30000° K rund 1000mal 
groBer ist als ihre Driftgeschwindigkeit im elektrischen Feld. Um also 
in Feldrichtung die Strecke 4, vorzuriicken und dabei aus dem Feld die 
Energie 4, eE zu entnehmen, muB ein Elektron im Mittel 1000 Zusam- 
menst6Be erleiden. Nun kann es bei jedem StoB mit einem Argonatom 
bzw. -ion nach den StoBgesetzen den Bruchteil 2m,/M,4= 2,8 -10°° 
seiner Energie iibertragen. Thermisches Gleichgewicht muB also dann 
vorliegen, wenn das Elektron in diesen 1000 StéBen mehr Energie auf 
die schweren Plasmateilchen zu tibertragen vermag, als es in der gleichen 
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Zeit aus dem Feld entnimmt. Aus Tabelle 1 ersieht man, daB ein Elek- 
tron bei der Temperatur von 30000" K im Mittel in jedem StoB 1,1-10-4eV 
auf ein schweres Plasmateilchen iibertragen kann, bei 1000 StéBen also 
0,11 eV. Da es in der gleichen Zeit im Mittel um eine freie Weglange 
A, =3:+10-4cm in Feldrichtung vorriickt, und dabei aus dem Feld den 
Energiebetrag eA, entnimmt, haben wir thermisches Gleichgewicht zu 
erwarten, solange in unserem Bogen 


eh, E <0,11eV, 


d.h. die Feldstarke kleiner als 350 V/cm ist. An der Anode mit T= 
18000° K ergibt die gleiche Abschatzung eine Grenzfeldstarke von 
600 V/em. Diese Bedingungen sind offensichtlich im gesamten Bogen 
mit Ausnahme hdéchstens der letzten freien Weglange vor den beiden 
Elektroden mit Sicherheit erfiillt. Nun kénnte man gegen diese Rech- 
nung einwenden, daB ihr die unter der Annahme des thermischen Gleich- 
gewichts berechnete Plasmazusammensetzung (Fig. 7) zugrunde gelegt 
worden ist. Sollten aber Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht 
vorhanden sein, so kénnten diese bei gegebener Elektronentemperatur 
nur in Richtung geringerer Gastemperatur, d.h. groBerer Argondichte 
und damit kleinerer freier Weglangen A, liegen. Dadurch aber wiirde 
die Zahl der den thermischen Ausgleich bewirkenden Elektronenst6Be 
mit Argonteilchen relativ zu der obigen Rechnung noch vergréBert, und 
der Ausgleich zwischen Elektronen- und Gastemperatur noch besser 
werden. Die unserer ganzen Arbeit zugrunde hegende Annahme der 
Existenz lokalen thermischen Gleichgewichts im Bogen ist also sicher 
berechtigt. 


7. Verhalten des Argon-Hochstrombogens bet Wechselstrom. 
Gleichrichtereigenschaft des Bogens. 

Alle bisher behandelten Untersuchungen am Argon-Hochstrombogen 
beziehen sich auf den mit Gleichspannung betriebenen Bogen, weil nur 
in ihm die verschiedenen Bogengebiete klar getrennt im stationdren 
Gleichgewicht beobachtet werden kénnen. Der Bogen brennt aber auch 
mit Wechselstrom, vorausgesetzt, da die Stromstarke oberhalb eines 
von der Bogenlange abhangigen Mindestwertes bleibt, der fiir einige 
Millimeter Bogenlange bei etwa 50 Amp liegt. Die spektroskopische 
Untersuchung dieses Wechselstrombogens ergab, daB die Plasma- 
zusammensetzung von der des Gleichstrombogens nicht wesentlich ver- 
schieden ist. ErwartungsgemaB zeigt der Bogen einen sehr ausgepragten 
Gleichrichtereffekt, indem er nur in der Wechselstromhalbperiode wieder 
ziindet, in der die glithende Wolframspitze Kathode ist, wahrend er in 
der jeweils anderen Halbperiode wegen der intensiven Kiuhlung der 
Kupferanode bei nicht zu hoher Spannung bzw. nicht zu kurzem Bogen 
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nicht ziinden kann. Die am Bogen liegende Wechselspannung zeigt daher 
den in Fig. 12 gezeigten Verlauf. Da der Bogen bei einer angelegten 
Wechselspannung von 220 V in der Brennperiode mit einer Spannung 
von wenig tiber 8 V brennt, stellt er einen Gleichrichter dar, dessen Wir- 
kungsgrad tiber 96% liegt und die Gleichrichtung von Leistungen bis 
tiber 100 kW (beispielsweise 380 V 300 Amp) ermoglicht. 


8. Zum Mechanismus des Hochtemperaturbogens niedriger Brennspannuneg. 


Wir haben nun noch zu untersuchen, was man zur Zeit iiber den 
Mechanismus des beschriebenen Hochstrombogens sehr hoher Tem- 
peratur und sehr geringer Brennspan- 
nung aussagen kann. Wir glauben, daB P 
die hohe Temperatur und die niedrige 
Brennspannung ursachlich miteinander 
verkniipft sind und wir diesen Bogen 
als einen bisher noch nicht diskutierten - 
Extremfall eines thermischen Bogens 
ansehen miissen. 

Der Ersatz der durch Abwande- V 
rung und Rekombmation verloren - ee ene 
peucuder—Ladunpsirager muB durch  sicntenden Argon-Wechselstrombogen lie. 
thermische [Ionisation erfolgen, weil  genden 220 V-Spannung. (Die nichtgleich- 

= gerichtete Klemmenspannung ist als 

bei den gemessenen Brennspannungen schwache Kurve iiberlagert.) 
die Potentialdifferenzen tiber eine freie 

Weglange auch in den Fallgebieten weit unter der ersten Anregungsspan- 
nung liegen und darum an keiner Stelle im Bogen Feldionisation (auch 
nichtstufenweise) eintreten kann. Aus der mittleren thermischen Energie 
der Elektronen von 4eV im Gebiet héchster Temperatur aber folgt 
unter Beriicksichtigung der MAxwert-Verteilung, daB 2% aller Elek- 
tronen eine kinetische Energie besitzen, die die Ionisierungsenergie des 
neutralen Argons tibersteigt, und jedes dieser Elektronen fiihrt beim 
Fortschreiten in Feldrichtung je Millimeter 6+ 10° St6Be mit Argon- 
atomen bzw. Ionen aus, so daB selbst bei der Annahme, da der gesamte 
radiale Energieverlust von einer Tragerdiffusion herriihrt, die StoBzahl 
zur Erhaltung der Tragerdichte ausreicht. Der Bogenmechanismus muB 
lediglich dafiir sorgen, daB die hohe Temperatur auch erhalten bleibt. 
Die radial aus der Bogensaule abstromende Energie wird wie tblich 
(ELENBAAS-HELLER-Theorie) durch die von der Saule aus dem elek- 
trischen Feld aufgenommene Energie (J + Us) ersetzt. Wegen der Drift 
der Elektronen im elektrischen Feld stroémen aber ferner dauernd Elek- 
tronen hoher Temperatur aus der Saule in die Anode ein, wahrend von 
der Kathode solche niedriger Temperatur nachgeliefert werden. Letztere 
miissen folglich auf die hohe Bogentemperatur aufgeheizt werden, wozu 
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je Elektron die mittlere Energie von 4 eV erforderlich ist. Wir schlieBen 
daraus, daB der Kathodenfall mindestens 4 V betragen muB!, aber auch 
nicht wesentlich hoher zu sein braucht, in Ubereinstimmung mit unserem 
Ergebnis, daB selbst bei sehr kurzem Bogen fiir die Summe von Katho- 
den- und Anodenfall etwa 6 V zur Verfiigung stehen. 

DaB nach dieser Uberlegung der Kathodenfall von der Plasma- 
temperatur vor der Kathode und damit von der Stromstarke abhangen 
muB, diirfte teilweise den oben erwahnten Befund (Fig. 3) erklaren, daB 
im Bereich gréBerer Stromstairken die Bogenbrennspannung mit der 
Stromstarke leicht zunimmt. Fiir diesen Effekt muB mit verantwortlich 
sein die aus Fig. 11 hervorgehende geringe Abnahme der eiektrischen 
Plasmaleitfahigkeit bei sehr hoher Temperatur. Sie beruht darauf daB 
mit zunehmendem Ionisierungsgrad die Elektronenbremsung in zu- 
nehmendem MaB durch die Ionen mit ihrem groBen StoBquerschnitt 
statt durch die neutralen Atome mit ihrem geringen RAMSAUER- Quer- 
schnitt erfolgt. 

Uber die Verhaltnisse an der Kathode wissen wir zunachst aus der 
Beobachtung, daB wir es mit einem brennflecklosen Bogen zu tun haben, 
bei dem nach EcKER und BAvER [8] die Wolframkathode in der Lage 
ist, die erforderliche Elektronenstromdichte von maximal 10* Amp/cm? 
thermisch zu emittieren. Die dazu erforderliche Aufheizung der Kathode 
auf eine Temperatur von knapp 3000° K erfolgt im allgemeinen durch 
die am kathodenseitigen Ende der Saule thermisch erzeugten positiven 
Ionen, die im Kathodenfall beschleunigt werden und dann an der Ka- 
thode ihre kinetische und potentielle Energie abgeben. Die Energie- 
bilanz zeigt fiir diesen Fall, daB im Kathodenfallgebiet etwa 20% des 
Stromes (beim 200 Amp-Bogen also 40 Amp) durch Ionen getragen 
werden, der Rest durch Elektronen. Die am kathodenseitigen Ende der 
Sdule fiir die Erzeugung der Ionen aufzuwendende Leistung von rund 
800 W wird also durch die Ionen zur Kathode transportiert und deckt 
dort die Austrittsarbeit fiir den thermischen Elektronenstrom von 
160 Amp. Bei dieser Rechnung wird angenommen, daB die sonstigen 
Verluste der gliihenden Kathode (Strahlung und Warmeleitung) durch 
andere Mittel als die Ionen, insbesondere durch Strahlung aus der Saule, 
gedeckt werden. Dieser iibliche Kathodenmechanismus des thermischen 
Bogens (ebenso wie der Anodenmechanismus) wird nun beim Hoch- 
temperaturbogen dadurch modifiziert, daB beide Fallgebieten von 
schnellen thermischen Elektronen aus den benachbarten Saulengebieten 


* Eine ahnliche Abschatzung des Kathodenfalls fiir eine Niederdruckentladung 
hoher Elektronentemperatur, aber niedriger Gastemperatur ist in einer alteren, aus 
dauBeren Griinden erst demnachst zur Veréffentlichung gelangenden Arbeit von 
K. SIEBERTZ durchgefiihrt worden. Vgl. auch die neue Arbeit von Bronp1, M.: 
Phys. Rev. 93, 1136 (1954). 


Thermische Lichtbégen hoher Temperatur und niedriger Brennspannung. 2295 


sozusagen uberschwemmt werden. Dieser bei gewoéhnlichen Bégen 
vernachlassigbare Effekt muB hier eine entscheidende Rolle spielen, weil 
die Spannungsabfalle in den beiden Fallgebieten kleiner oder von der 
gleichen GréBenordnung sind wie die mittlere thermische Energie der 
Elektronen. Durch diese Uberschwemmung der Fallgebiete mit ther- 
mischen Elektronen werden einerseits die Raumladungsverhiltnisse in 
den Fallgebieten wesentlich verandert (insbesondere die positive Raum- 
ladung im Kathodenfallgebiet verkleinert), und andererseits wird durch 
klassische Warmeleitung der Elektronen hoher Temperatur den beiden 
Elektroden zusatzlich Energie zugefiihrt. Dieser letztere Effekt ist 
besonders an der Kathode interessant und neu, wo eine eroBe Zahl der 
energiereichsten thermischen Elektronen gegen das Feld des Kathoden- 
falles anlaufend in diesen eindringen und mit zum Teil erheblicher Ener- 
gie die Kathode treffen kénnen. Leider sind die Verhaltnisse quantitativ 
noch schwer zu tbersehen, weil sie entscheidend von der noch unbe- 
kannten Temperatur des Plasmas dicht vor den Elektroden abhangen, 
wo es Warmeleitungsgebiete geben muB, in denen die Temperatur von 
den hohen Werten der Saule auf die relativ sehr niedrigen der Elektroden 
abfallt. Als Ursache fiir die hohe Temperatur kann anscheinend nur 
ein auBerst geringes Warmeleitvermégen des Plasmas, wenigstens in 
einem gewissen Temperaturbereich, angesehen werden. Darauf deutet 
auch die Tatsache, daB in wasserstabilisierten Bogen [4] zur Erzielung 
dieser Temperatur der 40 bis 50fache Energieumsatz je cm? erforderlich 
ist. Wir hoffen, in einer spdteren Mitteilung auf das Problem der 
Warmeleitung in den Randgebieten, d.h. vor den Elektroden ebenso 
wie zur umgebenden kiihlen Atmosphare hin, naher einzugehen und dann 
auch eine quantitativere Diskussion des Mechanismus unseres Hoch- 
temperaturbogens liefern zu kénnen. 


Fiir Hilfe bei den der Arbeit zugrunde liegenden Messungen, Auf- 
nahmen und Auswertungen danken wir Fraulein B. Mretu, fir auf- 
schluBreiche Diskussionen den Herren Dr. MAECKER, Dr. MULLER und 
‘Dr. PETERS. 
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Eine Bestimmung des reflektierten Anteils 
der Sekundiarelektronenemission 
von Kupfer und Gold. 
Von 
F. SPEER. 
Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 8. Mai 1954.) 


Es wird der reflektierte Anteil der Sekundarelektronenemission yon Cu- und Au- 
Aufdampfschichten bei Primarspannungen zwischen 200 und 3000 V nach einer 
friiher von GOBRECHT und SPEER angegebenen Methode bestimmt. Die innerhalb 
des kugelférmigen Auffangers bei Gegenfeldern festgestellte Raumladung beein- 
fluBt die Stromverteilung und wird durch einen Abschirmfaktor beschrieben, dessen 
GroBe und Abhangigkeit von der Gegenspannung berechnet wird. Diese Berech- 
nung erfolgt unter der Annahme, dab sich der Abschirmfaktor nicht mit der Primar- 
spannung Andert. Es zeigt sich, da®B bei mittleren Primarspannungen etwa 40% 
aller Sekundarelektronen Energien uber 50 eV besitzen. Der AnschluB an ent- 
sprechende Messungen anderer Autoren ist befriedigend. 


Finleitung. 

Unter dem reflektierten bzw. riickdiffundierten Anteil der Sekundar- 
elektronenemission (SE-Emission) wollen wir den prozentualen Anteil an 
der Gesamtausbeute 6* verstehen, der von SE herriihrt, deren Energie 
groB gegentiber der des Maximums der Energieverteilung der SE ist. 
Bei Anwendung einer Gegenfeldmethode ist der reflektierte Sekundar- 
anteil entsprechend mehr oder minder willkiirlich von der Gegenspannung 
abhangig. 

Wahrend fiir niedrige Primarspannungen (bis 150 V) zahlreiche 
Messungen der Energieverteilung der SE vorliegen, und wahrend Pat- 
LUEL [1] bzw. TRuMpP und VAN DE GRAAF [2] den reflektierten Sekun- 
daranteil fiir verschiedene Substanzen bei sehr hohen Primarspannungen 
(2 bis 20 bzw. 50 bis 300 kV) bestimmt haben, existiert in dem mittleren 
Spannungsbereich bis etwa 3000 V auBer den 1928 von STEHBERGER [3] 
verdffentlichten Messungen und einer kurzen neueren Notiz von STERN- 
GLASS, FREY und GRANNIS [4] praktisch kein Beobachtungsmaterial. 

Weitere Untersuchungen erscheinen schon deshalb angebracht, weil 
die schnellen SE einerseits, z.B. bei theoretischen Uberlegungen, haufig 
vernachlassigt werden, andererseits aber z.B. die von RupBERG [5] 
angegebenen Energieverteilungskurven bei 150 V Primarspannung fiir 


den Anteil der SE mit Energien tiber 50 eV den betriichtlichen Wert 
von etwa 30% ergeben. 
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GOBRECHT und SPEER [6] haben in einer fritheren Arbeit eine spe- 
zielle Gegenfeldmethode zur Bestimmung des reflektierten Sekundar- 
anteils angegeben. Diese Methode unterscheidet sich von den bisher 
angewandten hauptsachlich dadurch, daB die durch die reflektierten 
Elektronen am Kollektor ausgelésten Wandelektronen nicht experi- 
mentell mehr oder weniger unterdriickt werden, sondern bei der Analyse 
der Ergebnisse voll beriicksichtigt werden. Die vorliegende Untersuchung 
stellt als Fortsetzung dieser Arbeit eine Anwendung und den Ausbau 
dieser Methode auf Kupfer- und Goldaufdampfschichten dar. 


]. Apparatur. 

Die wesentliche Vor- 
aussetzung fiir die in [6] 
naher beschriebene Me- 
thode besteht in der vélligen 
Gleichheit der Oberflachen 
von Sekundarstrahler und 
kugelformigem Kollektor 
(Kafig) hinsichtlich der SE- 


ee : : Fig.1. Schema der MeBrohre. G Eisengewichte zur magneti- 

Emission. Um dieses Ziel schen Verschiebung; S Sekundarstrahler; W Aufdampfwendel; 

VAbl erreichen , wurde ge- K Kafig; F Beobachtungsfenster; E Elektronenstrahlsystem; 
HA Stromzufitihrung zum Aufdampfen. 


maB Fig. 1 eine magnetisch 

verschiebbare Aufdampfvorrichtung derart angeordnet, daB vor den 
Messungen der gleichfalls magnetisch verschiebbare Sekundarstrahler 
und die Innenseite des Kafigs mit dem zu untersuchenden Metall 
gleichzeitig bedampft werden konnten. Die durch die Stromzuftthrungen 
bedingten ,,Aufdampfschatten‘ lagen in der unbeteiligten linken Kugel- 
halfte. Hier befand sich auch ein Fenster zur Kontrolle des Aufdampf- 
vorgangs, der in zwei Schritten bis zur Undurchsichtigkeit des Fensters 
ausgedehnt wurde. 

Nach beendeter Aufdampfung wurde die Aufdampfvorrichtung aus 
der Kugel zuriickgezogen und anschlieBend der Sekundarstrahler in die 
Kafigmitte gebracht. 

Die Aufdampfungen und Messungen wurden nach mehrsttindigem 
Ausheizen mit einem HF-Sender bis zu schwacher Rotglut bei laufender 
Hg-Diffusionspumpe vorgenommen. Wahrend der Messungen war das 
Vakuum stets besser als 5-10 7 Torr. Der Reinheitsgrad der aufge- 
dampften Metalle betrug je 99,8%. 


2. Die Gegenfeldausbeute von Kupfer und Gold. 
a) Mepergebmsse. 
Unter der Gegenfeldausbeute wollen wir analog zur normalen SE- 
Ausbeute den auf den Primarstrom bezogenen Sekundarstrom in 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 16 
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Abhangigkeit von der Primarspannung V, verstehen, wenn an den Kafig 
statt einer Saugspannung eine Gegenspannung gelegt wird. Fig. 2 und 3 
zeigen je die normale SE-Ausbeute 6* bei einer Saugspannung von 40 V, 
die Gegenfeldausbeuten 6~ bei den Gegenspannungen 30, 40 und 60, 


bei Kupfer auch 80V, 
O38 =i aa a jo a : te 
sowie die aus dem 0*- 
f \ Verlauf berechnete Wand- 
| Bde E ausbeute 6*, auf die 
a ar ee ] 30 5 5 
02-7 i ———20, weiter unten eingegangen 
files, a 
t oo Ciel as : 
mu Al ee He Die. Gegenfeldausbeute 
TS ae i) all ist noch kein  direktes 
OL aN pss aie ia MaB fiir den reflektierten 
re \ ose Si mtr Anteil. Es 1]aBt sich, ins- 
i NS Bye besondere bei héheren V,, 
Se deemesins ett) 0 stets eine Gegenspannung 
0 G5. 70 15 20 25 30W 35 


i angeben, fiir die die Gegen- 


Fig. 2. Ausbeutekurven von Cu. 6+ SE-Ausbeute; 6* Wand- 

ausbeute (berechnet); 5- Gegenfeldausbeuten (beachte den 

OrdinatenmaBstab!) bei verschiedenen Gegenspannungen Ux 
in Abhangigkeit von der Primarspannung Vp. 


feldausbeute zu Null wird 
und fir hdhere Gegen- 
spannungen dann negative 


Werte annimmt. 

Bei beiden Metallen wurden hintereinander je zwei Aufdampfungen 
und zwei Messungen vorgenommen, wobei auch die anfangliche, geringe 
Schichtdicke ausreichte, den Einflu8 der Unterlage auszuschalten. Die 
MeBwerte der beiden Ein- 
zelmessungen fielen bis auf 
unwesentliche Streuungen 
praktisch zusammen. 

Die maximale SE-Aus- 
beute beider Metalle legt 
hdher als die in der Lite- 
ratur nach WARNECKE [7] 
zitierten Werte; und zwar 
Kupfer um 12% und Gold 
um 24%. Diese starken 
Abweichungen sind mehr- 
fach bestatigt worden; als 
Ursache kommt eine Gasbeladung (Getterwirkung) nur teilweise in Frage, 
daneben diirfte die Struktur der Aufdampfschichten eine gewisse Rolle 
spielen. Da die Unterlage poliert war, handelte es sich nach dem 
Bedampfen um optisch glatte Flachen, wahrend bei den iiblicherweise 
untersuchten kompakten Metallproben im allgemeinen eine ausbeute- 
mindernde Oberflachenrauhigkeit zuriickbleibt. 


— 0 
BOW 3S 


jee 


Fig. 3. Ausbeutekurven von Au, Bezeichnungen wie in Fig, 2. 
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Aus dem glatten Kurvenverlauf der Gegenfeldausbeute ist zu 
schheBen, daB die Versuchsgenauigkeit eine VergréBerung der Ordi- 
natenwerte auf das 10fache durchaus zulaBt. 

Im Gegensatz zu der friiher [6] angegebenen Beobachtung stellte 
sich hier einwandfrei heraus, daB die Gegenfeldausbeute, abweichend 
vom Verhalten der normalen SE-Ausbeute, zwar sehr schwach, aber 
auBerhalb der Fehlergrenzen linear vom Primarstrom 1, abhangt. Die 
entstehenden Geraden sind zwar in ihrer 


Lage je nach der Gegenspannung Uy und "(> heme (sa: =| 

der Primarspannung V, verschieden, doch —[---4----- z 

besitzt die Steigung dieser Geraden im Ee. 

gesamten Ux- und V,-Bereich praktisch er (eae 

den gleichen konstanten Wert. 67 pert rae eee 
Es ist daher méglich, fiir jede MeB- 

reihe eine einheitliche Reduzierkurve Mr re a eg rT ME 

(Fig. 4) anzugeben; denn nach dieser eral 

Erkenntnis ist es selbstverstandlich er- Pee ve 

forderlich, die Gegenfeldausbeute stets ie L Au 

beim gleichen Primarstrom zu messen, 0” 02 OF 6 OF RK 10-10? 

bzw. auf einen solchen zu beziehen. Als 7 ema 


verninftigste Lésung bietet sich die Fig. 4a u. b. a Abhangigkeit der 
rs P Z Gegenfeldausbeute vom Primiarstrom 
Extrapolation auf den Wert 1,=0 an. bei Au. 1: Vp—1000, Ug=40; IT: 
In diesem Fall ist von der gemessenen i ae Beer ae ag 
- A “ : /K = 60; + Fp = 2000, i 5 

Gegenfeldausbeute ein von 7, abhangiger, —» Reduzierkurven fiir Cu und Au aur 
Kiemer Wert.abzuziehen. Dies ist:in den, 2***@polation_der Gegenfeldausbeute 


auf ip=0. Die Differenzen sind von 


Fig. 2 und 3 gemaB Fig. 4b geschehen. den MeBwerten abzuziehen,. 


b) Bemerkungen zur Mefmethodtk. 


Wie frither [6] ausfiihrlich begriindet, lagen Kafig und Anoden- 
blendensystem stets beide auf Nullpotential. Es wurde nur das Potential 
des Sekundarstrahlers geandert und die Primarspannung entsprechend 
nachgeregelt. Da Sekundarstrahler und Kafig aus identischem Material 
bestehen, kénnen prinzipiell keinerlei Schwierigkeiten durch etwaige 
Kontaktpotentiale auftreten. Die Elektronenstréme lagen in der GroBen- 
ordnung von 10 § A. Da die gesamte Messung erhebliche Zeit beansprucht 
und die Aufdampfschichten unter der Wirkung des Elektronenbeschusses 
ausbeuteandernde Veranderungen erfahren, ist die Reihenfolge der Einzel- 
messungen nicht gleichgiiltig. Es ist bei der niedrigsten Primarspannung 
zu beginnen; fiir diese sind die SE-Ausbeute und die Gegenfeldausbeute 
bei zunehmender Gegenspannung soweit zu messen, bis 6° anndhernd 
Null geworden ist. Dies ist fiir nicht zu niedrige V, bei Gegenspannungen 
zwischen 50 und 100 V der Fall. Erst dann wird die nachsthéhere Primar- 


spannung eingestellt, und der Vorgang wiederholt sich. 
16. 
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Wird dagegen erst die gesamte SE-Ausbeutekurve bis zu den héchsten 
Primarspannungen durchlaufen und danach entsprechend die einzelnen 
Gegenfeldausbeuten, so ist die Schicht bis zur gréBten Eindringtiefe 
der Primarelektronen bereits verandert, wenn irgendein V,-Wert erneut 
eingestellt wird. Diese Schwierigkeit kénnte prinzipiell durch Verwen- 
dung einer oszillographischen Methode mit kurzen Mefzeiten vermieden 
werden; doch ist die Genauigkeit der Einzelmessungen erheblich gréBer, 
so daB sie in diesem Falle vorzuziehen sind. 

Nach den Hauptmessungen wird die Reduzierkurve (Fig. 4) fur 
mehrere Primarspannungen und Gegenspannungen aufgenommen, wobei 
die Messungen bei groBem 7, genauer sind, die mit kleinerem 2, jedoch 
naher am Nullpunkt liegen, auf den extrapoliert werden soll. Die Extra- 
polation ist nicht schwierig, da die Punkte sehr gut auf einer Geraden 
liegen. Es geniigen vier auseinanderliegende Punkte. 

Die Berechnung der Wandausbeute 6* aus der SE-Ausbeute erfolgte 
durch Anwendung der Srmpson-Regel bei einer Schrittweite von 50 V 
mit ausreichender Genauigkeit numerisch. Der sich fiir ein bestimmtes V, 
ergebende 6*-Wert wird bei (V,+ Ux) eingetragen, da gema8 Gl. (4), 
S. 230 der fiir (V,—U,) errechnete Wert an die StelleV, gehért. In 
den Fig. 2 und 3 wurde die Gegenspannung U, = 50 V zugrunde gelegt. 


3. Berticksichtigung der Kafigraumladung. 

Als Folge eines zunehmenden Gegenfeldes gelangen gema8 der 
Energieverteilung der SE (bei konstantem Primarstrom) SE in stetig 
abnehmender Anzahl zum Kafig. Fir Gegenspannungen U, > 30 V 
definieren wir alle Elektronen mit Energien oberhalb e U, als reflek- 
tierte Elektronen (RE), wahrend alle langsameren Elektronen, deren 
Energie nicht zur Uberwindung des Gegenfeldes ausreicht, weiterhin als 
SE bezeichnet werden. Der Wert e U, bildet also die variable Grenze 
zwischen den langsamen SE und den schnellen RE. 

Die RE lésen am Kafig mit der Ausbeute 6* Wandelektronen aus. 
Wie in [6] naher ausgefithrt, stellt der 6*-Verlauf in Abhangigkeit von V, 
den jeweiligen Mittelwert der SE-Ausbeute von Null bis zu der betrach- 
'teten Primarspannung V, dar, wobei von der oberen Grenze der Betrag 
der Gegenspannung U, abzuziehen ist: 


Vp—|Uz| 
eee 4 7 
tata | one ® 
Die obere und untere Grenze des Integrals in Gl. (1) schlieBen 
den Energiebereich der auf den Kafig treffenden RE genau ein, Diese 
Naherung ist jedoch nur bei annahernder Gleichverteilung der RE tiber 
den gesamten Energiebereich, also oberhalb Ux etwa 30 V zulassig. 


Bestimmung des reflektierten Anteils der Sekundarelektronenemission. I31 


Die Wandelelektronen fliegen unter der Wirkung des Gegenfeldes 
auf den Sekundarstrahler zuriick und schwachen den Strom, der allein 
von den RE her zu erwarten wire: 


Di rt 0) (2) 


(0- = Gegenfeldausbeute, 6, = reflektierter Sekundiranteil). 

Die SE besitzen von Null und untereinander verschiedene Austritts- 
geschwindigkeiten und fliegen daher zunachst ebenfalls auf den Kafig 
zu. Hierbei werden sie jedoch durch das Gegenfeld so stark verzégert, 
daB sie bereits vor Erreichen der Kafigwand ihre Energie verloren 
haben und zum Sekundarstrahler zuriickkehren. 

Dieser Vorgang hat, besonders bei Elektronenenergien in der Nahe 
von e¢ Ux eine relativ groBe Verweilzeit und damit die Ausbildung einer 
negativen Raumladung im Kafigraum zur Folge. Die Raumladung wirkt 
auf das Gegenfeld abschirmend und beeinflu8t dadurch folgende Fak- 
toren: 


1. Die von den RE am Kafig ausgelésten Wandelektronen diffun- 
dieren zum Teil zum Kafig zuriick, da das auf sie im Sinne eines Absaug- 
feldes wirkende Gegenfeld geschwacht worden ist. 


2. Diese zurtickdiffundierenden Wandelektronen verstarken ihrer- 
seits die Raumladung und damit die Abschirmwirkung, da auch bei 
diesem Vorgang groBe Verweilzeiten auftreten. 


3. Die Grenze zwischen den SE und RE, urspriinglich definitions- 
gemaB U,, verschiebt sich zu gréBeren Spannungen hin, da RE mit 
Energien wenig tiber e U, den Kafig infolge der Raumladung tatsachlich 
noch nicht erreichen kénnen. 


Diese Uberlegungen zwingen zu einer Modifizierung der Gl. (2). 
Wahrend zunachst der gesamte Wandelektronenstrom vom RE-Strom 
abgezogen wurde, miissen wir nun durch den Faktor (1 —A) bertick- 
sichtigen, daB ein Teil der Wandelektronen auf den Kafig zuriickkehrt. 
A besitzt die Bedeutung eines Abschirmfaktors; A =1 bedeutet vdllige 
Abschirmung, d.h. kein Wandelektron erreicht den Sekundarstrahler, 
A=0O liefert dagegen als Grenzfall Gl. (2), wenn keine Abschirmung 
auftritt. Zur Vereinfachung setzen wir (1 —A) =a, wollen uns jedoch 
bei allen Uberlegungen auf den anschaulicheren Abschirmfaktor A be- 
ziehen. Gl. (2) andert sich also in: 


esos. |g 4, A. (3) 


Punkt 3 der durch die Raumladung verursachten Anderungen_be- 
einfluBt die Berechnung der Wandausbeute durch die scheinbare Ver- 
groBerung von Ux in Gl. (1). Dieser Punkt soll unten diskutiert werden. 
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Abgesehen davon, da8 der Verlauf der Gegenfeldausbeute in Ab- 
hangigkeit von U, die Einfiihrung des Abschirmfaktors nahelegt, bietet 
die in Fig. 4 gezeigte Abhangigkeit der Gegenfeldausbeute vom Primar- 
strom eine direkte experimentelle Rechtfertigung. Der Zunahme von 
o- mit 7, (d.h. mit der Elektronendichte im Kafig) entspricht cet. par. 
eine Zunahme des Abschirmfaktors. 

Zur Extrapolation der in Fig. 4 aufgetragenen Geraden ist in diesem 
Zusammenhang noch zu bemerken, dai bei verschwindendem Primar- 
stromz, auch der Sekundarstrom und die Ausbeutefaktoren zu Null 
werden. Die beobachtete lineare Abhangigkeit bedeutet, daB 7, von 
einem sehr kleinen Schwellenwert an nur noch eine-geringe und gleich- 
maBige Zunahme der Raumladung und damit von 6~ bewirkt. Bei der 
Extrapolation wird daher nur dieser kleine Einflu8 eliminiert, nicht 
jedoch die gesamte, im wesentlichen von U; abhangige Abschirmwirkung. 

Die Tatsache, daB trotz der von Null verschiedenen Austritts- 
geschwindigkeit der SE bei Verschwinden des Absaugfeldes (Ux =0) 
nie der volle Sekundarstrom gemessen wird, spricht ebenfalls fiir die 
Richtigkeit unserer Annahme. 


Wenn somit ttber den Mechanismus der sich tiberlagernden und ab- 
schirmenden Sekundarstr6me qualitativ Klarheit geschaffen ist, so setzt 
doch die Bestimmung des reflektierten Anteils die Kenntnis des Ab- 
schirmfaktors voraus. 


4, Die Bestimmung des Abschirmfaktors 
und des reflektierten Sekundaranteils. 


Zunachst ist klar, daB der Abschirmfaktor nicht nur von der Gegen- 
spannung, sondern auch von der Geometrie der MeBanordnung abhangen 
wird. Es handelt sich also um einen variablen Apparaturfaktor, der fiir 
jede Messung gesondert zu bestimmen ist. 

Der reflektierte Sekundaranteil ist durch Umformung von Gl. (3) 
gegeben: 

Om 

oe 1 ae*’ (3a) 
Diese Schreibweise macht den Weg zur Bestimmung des Korrektur- 
faktors a deutlich. Bei Primarspannungen oberhalb etwa 700 V 1aBt 
sich durch Interpolation oder Extrapolation fiir jeden V,-Wert die 
Gegenspannung Ux finden, bei der 6~ verschwindet. Dane, Op endlich 
bleibt, mu8 an diesem Punkt auch der Nenner von Gl. (3.a) verschwinden. 
Auf Grund dieser Bedingung ist a fiir jedes V, gegeben: 


—— fir 6° =O. (4) 


Bestimmung des reflektierten Anteils der Sekundarelektronenemission. 233 


Verbindet man die Wertepaare (a, Ux») gemaB Fig. 5, so ergeben 
sich in einem mehr oder weniger groBen Bereich angenahert Geraden. 
Jeder ihrer Punkte gehért zu einer anderen Primarspannung V,,. 

Machen wir nun die zundchst willkiirliche Annahme, daB sich der 
Abschirmfaktor mit der Primarspannung praktisch nicht andert, so ist 
die gesuchte Beziehung zwischen a und U, mit der in Fig. 5 dargestellten 
Geraden identisch. Denn nur dann ist diese Beziehung und damit jeder 
einzelne a-Wert von V, unabhiangig. 

Die oben gemachte Annahme 1laBt sich begriinden. — Der Vorgang, 
der z.B. bei einer VergréBerung von V, auftritt, ist bildlich folgender: 
DieAbszisse derEnergieverteilungs- 
kurve wird gestreckt, und deshalb 
wird die auf einen differentiellen 
Energiebereich entfallende Anzahl 


wo 50° 0)~—= («OC 790 a G5 0 tS 40 BS KV G0 
Fig. 5. Der Korrekturfaktor a=(1—A) in Ab- Fig.6au.b. a Derreflektierte Sekundarteil von Au, 
hangigkeit von der Gegenspannung fiir Cu und bezogen auf die SE-Ausbeute in Abhangigke't von 
Au. Zur Berechnung wurde vorausgesetzt, daB der Primarspannung bei verschiedenen Gegenspan- 
sich a nicht mit Vp andert. nungen. b Der reflektierte Sekundaranteil von Cu. 


von SE bzw. RE geringer. (Die Gesamtzahl SE + RE bleibt als Integral 
uber die Verteilungskurve konstant.) Bei konstanter Gegenspannung U, 
wird also dp wegen der Abnahme der SE zwischen den festen Grenzen 
Null und eU, mit V, schwach zunehmen (vgl. Fig. 8). 

Eine geringe isiaeriae von 6, diirfte aber bei konstanter U, auf 
den Abschirmfaktor praktisch keinen EinfluB ausiiben. Denn wie wir 
gesehen haben, sind fiir die Ausbildung der Raumladung in erster Linie 
solche SE verantwortlich, deren Energie in der Nahe von e Ux, liegt. 
Ihre Zahl nimmt oberhalb U, = 30 V bei der ,, Verzerrung“‘ der Energie- 
verteilung nur in verschwindendem MaBe ab. Dariiber hinaus wird selbst 
diese geringe Abnahme durch eine entsprechende Zunahme der Wand- 
elektronen (Punkt 2, S. 231) kompensiert. 

Mit dieser fiir alle V, giiltigen Beziehung zwischen der Gegenspan- 
nung und dem Korrekturfaktor ist nun der reflektierte Sekundarteil 
in Abhangigkeit von V, mit Ux als Parameter nach Gl. (3a) eindeutig 
gegeben. In Fig. 6 und Tabelle 1 ist fiir beide Metalle der Quotient bp/0", 
d.h. das Verhaltnis des reflektierten Anteils zur Gesamtausbeute in 


Prozent eingetragen. 
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Tabelle 1. 


5. Diskussion. 


Wir haben den reflektierten Sekundaranteil also unter folgenden An- 
nahmen bestimmt: 


1. Die Gegenfeldausbeute beschreibt den Verlauf des reflektierten 
Anteils nur indirekt, da sich ihr in bestimmter Weise die am Kafig 
ausgelésten Wandelektronen tiberlagern. 


2. Die Ausbeute, mit der die Wandelektronen emittiert werden, 
ergibt sich durch einfache Mittelwertbildung der normalen SE-Ausbeute, 
sofern Sekundarstrahler und Kafigwand aus dem gleichen Material mit 
der gleichen Oberflachenstruktur bestehen, und sofern die Gegenspan- 
nung gentigend grof ist. 


3. Die im Gegenfeld abgebremsten und zuriickdiffundierenden SE 
bilden im Kafig eine Raumladung. Diese verhindert die vollstandige 
Aufnahme der Wandelektronen durch den Sekundarstrahler. 


4, Diese Raumladungswirkung wird durch einen geeignet gewahlten 
Abschirmfaktor beschrieben, der aus der Gegenfeldausbeute und der 
SE-Ausbeute unter der Annahme berechnet werden kann, daB seine 
Anderung mit der Primarspannung vernachlassigbar ist. 


Mierzu ist zunachst der Einflu8 der RE auf die normale SE-Aus- 
beute 6° zu betrachten. Da die SE zahlenmaBig stark tiberwiegen, 
ferner im wesentlichen nur die energiereichsten RE zur Auslésung von 
Wandelektronen beitragen und da letztere ein Verzégerungsfeld vor- 
finden, kann auf eine entsprechende Korrektur der 6*-Werte verzichtet 
werden. 

Der Wert des Korrekturfaktors an der Stelle 6- =0 hangt nach 
Gl. (4) ausschlieBlich von der berechneten Wandausbeute 6* ab. Ihren 
Verlauf zeigen die Fig. 2 und 3. Im Sinne von Punkt 3 der auf S. 231 
genannten Raumladungswirkungen verschiebt sich das Minimum der 
Gegenfeldausbeute mit wachsender Ux, d.h. abnehmender Abschirmung 


fast ausnahmslos nach kleineren V, hin und nahert sich der Lage des 
Maximums der 6*-Kurve. 
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Von einer entsprechenden Korrektur der 6*-Werte (Angleichung der 
Extremwerte durch Verschiebung der 6*-Kurv e) ist jedoch abgesehen 
worden, da infolge des flachen Kurvenverlaufs die Auswirkungen auf 
die 6,-Werte nur gering sind, und da die Lage der Extremwerte nicht 
genugend genau zu bestimmen war. 

Um die in Tabelle 1 angegebenen (absoluten) Maximalfehlergrenzen 
einzuhalten, ist es notwendig, die Gegenfeldausbeute 6~ auf +0,002, 
die Wandausbeute 6* auf + 0,02 und den Korrekturfaktor a auf +0,02 
(alle Werte absolut) genau zu kennen. Diese Bedingungen sind hier 
eingehalten worden. 

Als Grundlage fiir die Fehlerabschitzung dient die aus Gl. (3a) 
folgende Fehlergleichung: 


AOR ee AG AO) Ao 
a =a a aye On 6) 


Hierin ist zwar a nach Gl. (4) mit 6* verkniipft, doch macht die graphi- 
sche Bestimmung von a aus den Gegenspannungskurven iiber den Wert 
Ug eine von 6* unabhangige Fehlergrenze sinnvoll. 

Die Fehler sind also stets an den Stellen relativ groB zu erwarten, 
wo 0 nahe bei Null liegt. Ist 6° =0, so wachst der Fehler formell iiber 
alle Grenzen, wobei in diesem Falle wegen a-6*=1 auch der Nenner 
des ersten Faktors von Gl. (5) verschwindet. Wie aus dem glatten 
Kurvenverlauf hervorgeht, sind die tatsachlichen Fehler mit Sicherheit 
geringer als die angegebenen Maximalfehler. 

Der in Fig. 6 gezeigte Verlauf des reflektierten Anteils zeigt fiir beide 
Metalle Werte in der gleichen GréBenordnung, jedoch eine deutliche Ver- 
schiedenheit in ihrem Verlauf. Wahrend im Falle von Gold bei hohen 
Primarspannungen eine Sattigung eintritt und ein ziemlich gleichformiger 
Verlauf vorliegt, ist bei Kupfer der Anstieg im Anfangsteil starker, spater 
wesentlich flacher und besitzt bis 3000 V noch keine Sattigung. Die 
Anfangswerte von Kupfer sind in Ubereinstimmung mit der von Rup- 
BERG [5] angegebenen Reihenfolge héher als die von Gold; bei héheren 
Primarspannungen liegen dagegen die Werte von Gold ein wenig hoher. 
Dies steht in Ubereinstimmung mit PALLUEts Feststellung [/], daB der 
reflektierte Anteil bei hédheren Primarenergien systematisch mit der 
Ordnungszahl des Metalls wachst. 

Der AnschluB an die Werte von RupBERG (I. c.) ist im tbrigen be- 
friedigend, wenn man beriicksichtigt, daB bei RuDBERG im Gegensatz 
zu diesem Verfahren nur eine bestimmte Austrittsrichtung der RE be- 
ay a wurde. Eine rohe Integration seiner Verteilungskurven bei 

V,=150 V liefert fiir Uy =50V die Werte 21 % (Au) und 35% (Cu), 
wahrend sich aus unserer Bestimmung bei der sloppelien Primarspannung 
V,=300 V die niedrigeren Werte 15% (Au) und 23% (Cu) ergeben. 
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Dagegen zeigt ein Vergleich mit den Ergebnissen von STEHBERGER [3], 
der wie wir ebenfalls alle RE unabhangig von ihrer Austrittsrichtung 
beriicksichtigt hat, daB unsere Werte héher liegen. STEHBERGER gibt 
im Falle von Gold fiir V,=1000 bzw. 2000 V bei der Gegenspannung 
U,=060 V die reficktierten Anteile 21 bzw. 28% an, wahrend wir ent- 
sprechend 30 bzw. 39% erhalten (Tabelle 1). Somit liegen unsere Werte 
des reflektierten Sekundiaranteils, soweit sie vergleichbar sind, etwa in 
der Mitte zwischen den nach RupBeERG berechneten und den von STEH- 
BERGER angegebenen Daten. Nach STERNGLASS, FREY und GRANNIS [4] 


20° BO WE 5008 60 TO BIA GO 
yy —- 
Fig. 7. Der reflektierte Sekundaranteil von Cu und Au bei VW» = 1000 Vin Abhangigkeit von der Gegenspan- 
nung. Zum Vergleich darunter die entsprechende Gegenfeldausbeute, ebenfalls auf die SE-Ausbeute bezogen, 
Gestrichelt: dp/d+ von Au bei Vp=1000 V nach STEHBERGER [3]. 


tritt tiberraschenderweise, und von anderer Seite bisher nicht bestatigt, 
im allgemeinen keine Abhangigkeit des reflektierten Anteils von der 
Primaérspannung auf. Diese Autoren erhielten z. B. fiir Kupfer zwischen 
200 und 2000 V den konstanten Wert von 26% bei Ug, = 50 V, der also 
in der GréBenordnung der Werte von STEHBERGER lhegt!. 

Betrachten wir nun den reflektierten Anteil in Abhangigkeit von der 
Gegenspannung (Fig. 7), so miissen wir feststellen, da8 unsere Kurve 
erheblich steiler als die entsprechende Kurve von STEHBERGER (in Fig. 7 
gestrichelt) verlauft. Bei letzterer andert sich 6g zwischen Ux, =30 und 
70 V praktisch titberhaupt nicht. Das bedeutet das fast véllige Fehlen 
von RE in diesem Bereich der Energieverteilung, wahrend nach unseren 
Messungen und denen von STERNGLASS und Mitarbeitern, gestiitzt durch 
die Verteilungskurven von RUDBERG, noch eine merkliche Anzahl von 
RE, insbesondere in der Nahe von U, = 30 V, auftritt. 


+ Die von STEHBERGER ohne Ausheizen und bei Verwendung von Messing im 
Versuchsrohr erzielten Vakuumbedingungen diirften tibrigens den heute als not- 
wendig erkannten Anforderungen nicht genitigt haben, wahrend bei STERNGLASS 
und Mitarbeitern keine Sicherheit dafiir besteht, daB der EinfluB der Wandelek- 
tronen v6éllig ausgeschaltet werden konnte. 
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Fig. 7 zeigt ferner deutlich die Wirkung der vorgenommenen Korrek- 
tur auf die zum Vergleich eingetragene, direkt gemessene Gegenfeld- 
ausbeute. Die Form der Kurve andert sich durch die Korrektur nur 
wenig, doch wird sie soweit angehoben, daB ein Schnitt mit der Abszisse 
und das Auftreten negativer Werte vermieden werden. Die Kurve des 
reflektierten Anteils ist oberhalb U,=40 V nur noch leicht gekrimmt. 
Wir kénnen also einerseits naherungsweise mit einer Gleichverteilung 
der RE rechnen (die exakt bei linearem Verlauf gegeben ware) und sind 
andrerseits berechtigt, den Schnittpunkt mit der Abszisse bei | Ue|=V, 


0 i GO eds Behe 25 KVgo 


Fig. 8. Die von den SE (6*— 6g) und von den RE (6g) herriihrenden Anteile an der Gesamtausbeute von 
Cu und Au in Abhangigkeit von der Primarspannung bei Ug = 40 V. 


anzunehmen, obwohl der Anfangsverlauf scheinbar auf einen bei klei- 
neren U,-Werten liegenden Schnittpunkt deutet. 

Fig. 8 zeigt schlieBlich besonders anschaulich die Aufteilung der 
Gesamtausbeute in die Anteile von den RE (Energie >40 eV) und von 
den SE (<40eV). Es fallt vor allem auf, daB nach Abzug der RE aus 
den beiden recht unterschiedlichen Ausbeutekurven von Kupfer und 
Gold (6* in Fig. 2 und 3) viel ahnlichere Kurven entstehen, deren Maxima 
bei 650 V hegen. 

Das ausgepragte Maximum der Gesamtausbeute in Abhangigkeit 
von der Primarspannung wird durch den Abzug des RE-Anteils kaum 
abgeflacht, ist also im wesentlichen auf die langsamen SE zuriickzu- 
fiihren. Deutlich verschieden hiervon ist der Verlauf des RE-Anteils, 
dem das charakteristische Maximum fehlt und der in erster Linie fiir 
die materialbedingte Verschiedenheit im Verlauf der Gesamtausbeute 
verantwortlich zu sein scheint. 

Zusammenfassend laBt sich sagen, daB diese Methode infolge einiger 
numerischer Rechnungen zwar etwas umstandlich ist, daB sie aber 
gegeniiber der magnetischen Geschwindigkeitsanalyse besonders auch 
deshalb konkurrenzfahig sein diirfte, da hier alle SE bzw. RE ohne 
Riicksicht auf die Verteilung ihrer Austrittsrichtungen erfafBt werden. 
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Die Ergebnisse bestatigen die Vermutung, daB die Zahl der energie- 
reichen Sekundirelektronen gegeniiber der der langsamen auch bei 
mittleren Primarspannungen unter keinen Umstanden vernachlassigt 
werden darf. Die Untersuchungen zeigen ferner, wie notwendig diese 
an den urspriinglichen Gegenspannungskurven vorgenommenen Kor- 
rekturen sind. Der betrachtliche Einflu8 der Wandelektronen und 
der Raumladung zwingt stets zu einer vorsichtigen Beurteilung aller 
der Elektronenenergieverteilungen, die in ahnlichen Anordnungen aus 
Gegenspannungskurven berechnet werden. 


Herrn Professor Dr. H. GOBRECHT, der diese Untersuchung ermog- 
licht hat, danke ich fiir wertvolle Ratschlage und Diskussionen. 
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Ein Beitrag zu den Elektronenkonfigurationen 
im Ru I-Spektrum. 
Von 
ANDREAS STEUDEL und HEINz THULKE. 


(Eingegangen am 21. Juni 1954.) 


Das Ru I-Spektrum wird zwischen 3850 und 5700 A mit einem FABRY-PEROT- 

Interferometer untersucht. Aus der Halbwertsbreite der Linien, die ein MaB fiir 

die Isotopieverschiebung darstellt, wird auf die Elektronenkonfigurationen einiger 
tiefllegender gerader und ungerader Terme geschlossen. 


1, Einleitung. 


Das Bogenspektrum des Rutheniums ist bisher von SOMMER}, 
MEGGERS und LApOoRTE?, MEGGERS und KtieEss?, und HARRISON und 
McNatty? untersucht worden. Fiir die meisten tiefliegenden geraden 
Terme und viele ungerade Terme sind die zugehérigen L- und S-Werte 
bekannt. Dagegen sind die zu den Termen gehorenden Elektronen- 
konfigurationen bisher nur fiir die beiden tiefsten Multipletts a®F und 
a®F (Bezeichnung der Terme hier und im folgenden nach Harrison und 
McNALLy) mit Sicherheit als 4d‘75s angegeben worden} ?. 

Fiir eine Untersuchung der Isotopieverschiebung (Is.V.) des Ru I- 
Spektrums® war die Kenntnis der Elektronenkonfigurationen einiger 
Terme erforderlich. Wir haben diese auf Grund der allgemein fiir den 
Kernvolumeneffekt der Is.V. geltenden GesetzmaBigkeiten bestimmt. 
Hieriiber soll im folgenden berichtet werden. 


2. Messungen. 


Das Ru I-Spektrum wurde in einer mit fliissiger Luft gekihlten 
Hohlkathode angeregt (Tragergas: Ne, Stromstarke: 80 mA) und mit 
einem Fapry-PErot-Interferometer zwischen 3850 und 5700 A unter- 
sucht (Steinheil-Dreiprismen-Spektrograph als Vorzerleger). Die Auf- 
nahmen zeigen zum Teil auBerst scharfe und zum Teil sehr breite Ru I- 
Linien. Ferner gibt es Linien, deren Breite zwischen diesen beiden 
Typen liegt. Diese verschieden groBe Linienbreite ist im wesentlichen 


1 SommeER, L. A.: Z. Physik 37, 1 (1926). 

2 Mrccers, W. F., u. O. Laporte: Phys. Rev. 28, 642 (1926). — J. Washington 
Acad. Sci. 16, 143 (1926). 

3 Mreccers, W.F., u. C.C. Kigss: J. Opt. Soc. Amer. 12, 417 (1926). 

4 Harrison, G.R., u. J. R. McNatty, jr.: Phys. Rev. 58, 703 (1940). 

5 KOPFERMANN, H., A. STEUDEL u. H. THULKE: Z. Physik 138, 309 (1954). 
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auf eine unterschiedliche Is.V. zwischen den nicht aufgelésten Kompo- 
nenten der geraden Isotope zuriickzufiihren!. AuSerdem beobachtet 
man an einigen Linien mehr oder weniger aufgeléste schwache Kompo- 
nenten, die von einer magnetischen Hyperfeinstruktur (Hfs.)-Aufspal- 
tung der beiden ungeraden Isotope herrithren. Wir haben hinreichend 
freiliegende Linien von Aufnahmen, die mit 20 mm Etalon-Abstand her- 
gestellt und mit Intensitatsmarken versehen waren, photometriert und 
die Halbwertsbreite gemessen. Die Ergebnisse der Messungen sind in 
Tabelle 1 zusammengestellt. 


3. Diskussion. 

Eine Deutung der beobachteten Halbwertsbreiten ist in folgender 
Weise modglich. Bei den tiefliegenden geraden Termen kénnen die 
Elektronenkonfigurationen 4d75s, 445s? und 4d8 auftreten. Die un- 
geraden Terme gehéren zu den Konfigurationen 4d75 und 4d® 5s 5. 
Es gibt also Uberginge, bei denen zwed s-Elektronen (d°s*—d’), ein 
s-Elektron (d°s?—d*sp, d’s—d'p, d®’—d*sp) oder kein s-Elektron 
(d?s—d'’sp, d’—d’p) zur Is.V. beitragen*. Danach sollten die unter- 
suchten Ru I-Linien beziiglich der Is.V. und damit ihrer Halbwerts- 
breiten in drei sauber getrennte Gruppen zerfallen. Da aber, wie aus 
der Termlage und den gemessenen g-Werten zu ersehen ist, zum Teil 
erhebliche St6rungen zwischen den Elektronenkonfigurationen vorliegen 
diirften, wird diese Einteilung etwas verwischt?. 


Die beiden Terme / =4 und J =3 des zur Konfiguration d’s geh6renden Tri- 
pletts a*F diirften relativ wenig gestért sein. Die Linie a3F,—2z*P,’ besitzt eine 
Halbwertsbreite von 59-10-3cm™. Da die ungeraden Septett-Terme eindeutig 
der Konfiguration d°sp angehdren (die Konfiguration d’p kann keine Septett- 
Terme bilden), mu diese Halbwertsbreite charakteristisch fiir Ubergange sein, 
in denen ein s-Elektron zur Is.V. beitragt (abgesehen von einer méglichen Stérung 
von z7P? durch Terme der Konfiguration d’, was zu einer VergréBerung der Halb- 
wertsbreite fiihren wiirde). Die noch kleinere Halbwertsbreite (54 - 1073 cm) des 
Uberganges a°F,—z°D} zeigt also, daB die Terme z°D® der Konfiguration d'sp 
zuzuschreiben sind. Dagegen besitzen die Linien a°F, — y°F), a3F, — 2°G}, a3F, — 
2G} und a3F,— y°Fy eine Halbwertsbreite von etwa 74 - 10-3 cm7!. Das laBt sich 


+ Massenzahlen und Haufigkeiten der Ruthenium-Isotope im natiirlichen 
Gemisch: 96 (5,68%); 98 (2,22%); 99 (12,81%); 100 (12,70%); 101 (16,98%); 
102 (31,34%); 104 (18,27%). Nach LANDoLT-BORNSTEIN: Zahlenwerte und Funk- 
tionen, Bd. 1/5, S. 140. Berlin 1952: 

* Die Is.V. von zwei s-Elektronen betragt etwa das Doppelte der Is.V. eines 
s-Elektrons. Massenabhangige Effekte spielen hier gegeniiber der durch s-Elek- 
tronen hervorgerufenen Is.V. nur eine geringe Rolle [vgl. KopFERMANN, H., 
A. STEUDEL u. H. THULKE: Z. Physik 138, 309 (1954)]. 

* Auch die in den einzelnen Linien mehr oder weniger starke magnetische Auf- 
spaltung der ungeraden Isotope fiihrt natiirlich zu Schwankungen in der Linien- 
breite. Ferner nimmt die Linienbreite wegen der Abnahme des Reflexionsver- 


mogens der Silberspiegel des FABRY-PEROT nach kiirzeren Wellenlangen hin etwas 
zu. 


Ein Beitrag zu den Elektronenkonfigurationen im Ru l-Spektrum. 


Tabelle 1. 


Halbwertsbreiten von Ru I-Linien. 
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In den Feldern steht die Wellenlange in A, darunter die Halbwertsbreite in 10-3cm— 
(Fehlergrenze +3.-10-8cm7). 


asF a®*D a5P b°F 
J ae ais 2 x AO area ya i ee Terrie 
a pd cel es I a all) i ie aad a Un a la (M 
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verstehen, wenn man die hier beteiligten ungeraden Terme der Konfiguration d’p 
zuordnet, also annimmt, daB in diesen Ubergangen eine durch eim s-Elektron her- 


vorgerufene Is.V. vorliegt. 


Der Term a3F, diirfte nach Ausweis der g-Faktoren durch die Konfiguration d° s? 
(s. unten) gestért sein. Das bedeutet in den Kombinationen mit d°sp es d'p 
eine VergréBerung der Halbwertsbreite (78+10-*cm™ in a°F, — y°F,, statt 
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73-10-3cm7! in a3,— y®F,), Auf Grund des Uberganges a®F, —z°D3 ist 22D" 
der Konfiguration d’p zuzuordnen, dagegen sollte z°F° wegen der kleineren Breite 
der Linie a3F,—2°Fy zu d®sp gehéren. 

Die gréBten Halbwertsbreiten finden sich in den Ubergangen zu a°D, und 
a°D;, d.h. das Multiplett a°D ist eindeutig der Konfiguration d’s? zuzuordnen}. 
Auch hier zeigt sich in den unterschiedlichen Linienbreiten, daB z°G° und y°F°* 
zu d’ p gehoren, dagegen z°F° der Konfiguration d*sp zuzuschreiben ist. Weiterhin 
kann man y°D° der Konfiguration d’p zuordnen und vermuten, da8 der Term 163 
ebenfalls d’p angehort. Die Terme a°D, und a*D, sind gestért, was notwendig zu 
einer Verkleinerung der Is. V. fiihrt. An den Ubergangena®D, — y®F) und a°D, — z7P) 
wird wieder der Unterschied in der Is.V. sichtbar je nach dem, ob der obere Term 
zu d’ p (y°F)) oder d's p (z7P) gehort. Die Halbwertsbreiten der Linien a?F, — 2°G4 
und a®°D, — z5G® lassen sich verstehen, wenn man annimmt, daB z°G? gemeinsam 
mit z3G zur Konfiguration d’p gehort, der Term z°G, aber durch d®sp gestdrt ist, 
was durch den gemessenen g-Faktor wahrscheinlich gemacht wird. 

Die Halbwertsbreiten der Linien a°P,—z°S}, a®P,—z°S}, a®°P,;—y*®D3 und 
a®P,— y®D} zeigen, daB es sich um Ubergange handelt, bei denen ein s-Elektron 
zur Is.V. beitragt. a® P muB also zur Konfiguration ** d’s, z°S°zur Konfiguration d’p 
gehoren. 

Aus den Halbwertsbreiten der mit 63, , kombinierenden Linien kann ein- 
deutig geschlossen werden, daB b3F der Konfiguration d® zuzuschreiben ist. 

Die visuelle Beurteilung der Halbwertsbreiten der tibrigen von uns photo- 
graphierten Linien bestatigt die Ergebnisse. 


In Tabelle 2 ist die Zuordnung der Elektronenkonfigurationen zu 
den Termmultipletts zusammengestellt. Ein Vergleich mit den bekannten 
Elektronenkonfigurationen der Spektren Fe I, Co IJ, Ru IJ, Rh II, Os I 
stiitzt diese Zuordnung. 


Tabelle 2. Elektronenkonfigurationen im RuI-Spektrum. 
a) gerade Terme. 


| | | 
Termmultiplett 5 2s). | a®°F | a®F | CDN | arr b3F 
Elektronenkonfiguration . | d’s | | 


b) ungerade Terme. 


27D|25p0 
a’ sp \a® sp 


Termmultiplett . 
Elektronenkonfiguration . 


2570 
ak sp 


23G° 


d’p 


z7po 
d®’ sp 


2°S0 


d’p 


y °F 2°G0 2370 
d'p | ap d'p 
Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir die Bereit- 


stellung der Spektralapparate, der Gesellschaft fiir Linde s Eismaschinen, 
Hllriegelskreuth, fiir die Uberlassung spektralreiner Edelgase. 


y>pD° 
d'p 


Heidelberg, I. Physikalisches Institut der Universitit. 


} Von SomMER und Meccers und Laporte bereits vermutet. 

* Die Linie 14361 A a3F, — y°FY besitzt dagegen eine auffallend geringe Halb- 
wertsbreite (~54-107-%cm7). Diese kénnte entweder auf eine Stérung des Terms 
y Be oder auf eine falsche Zuordnung der Bezeichnung ®F zuriickzufiihren sein, 

** Schon von SOMMER und MrGceErs und Laporte vermutet. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 243250 (1954). 


Abbildung von Verdampfungsquellen 
mit dem Lochkameraverfahren*%. 


Von 
Hans Borrscu** und KArr- JOSEPH HANSZEN. 
(Mitteilzng aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt.) 
Mit 12 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 17. Mai 1954.) 


Lochkamera-Abbildungen von Verdampfungsquellen wurden mit Hilfe des Metall- 
dampfs selbst hergestellt. Wenn Gold- oder Aluminiumtropfen von Wolfram- 
drahten /angsam verdampft werden, tritt neben der Verdampfung vom Tropfen 
aus auch eine erhebliche Verdampfung vom angrenzenden Draht aus ein. Dies hat 
in der vollstandigen Benetzung von Gold, bzw. in der Legierungsbildung von Alu- 
minium mit Wolfram seine Ursache. Unvollstandig benetzende Metalle, wie 
Silber, zeigen diese Erscheinung nicht. — Bei der schnellen Verdampfung konnte 
die Ausbildung von Metalldampfwolken, die durch Zusammenst6Be der verdamp- 
fenden Atome unter sich entstehen, unmittelbar durch Lochkamera-Abbildung 
demonstriert werden. 


Im Verlauf einer Vakuum-Verdampfung werden die Gegenstiande, die 
sich innerhalb des VerdampfungsgefaBes befinden, durch den sich bil- 
denden Niederschlag auf den GefaBwanden im SchattenriB abgebildet. 
Die Schatten weisen oft eigenartige Strukturen auf, deren Ursachen in 
dieser Untersuchung wenigstens teil- =i 


weise geklart werden sollen. MG 


70mm 
| Gegenstand 
Beobachtungen an der Schattengrenze [mm 

bei der Verdampfung von Gold. Sohaten 


Zur Veranschaulichung der ge- 
nannten Beobachtungen dient die in ee i edhe ins 
Fig. 1 dargestellte Anordnung. Ein Goldtropfens. 
Goldtropfen hangt an einem U-férmig 
gebogenem, direkt geheiztem Wolframdraht, der parallel zu der langen 
Kante einer Blende mit einspringender Ecke orientiert ist. Auf der Glas- 
platte erzeugt der niedergeschlagene Metalldampf ein Schattenbild der 


Blende (Fig. 2 und 3). Fiihrt man die Verdampfung sehr langsam durch, 


* Vorgetragen auf der Tagung der deutschen Gesellschaft fiir Elektronen- 
mikroskopie am 18. 9. 53 und der Tagung des Verbandes Deutscher Physikalischer 


Gesellschaften am 23. 9. 53 in Innsbruck. ms ' 
** Jetzt I. Physikalisches Institut der Technischen Universitat Berlin-Char- 


lottenburg. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 17 
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dann wird nach Fig. 2 der Schatten der zum Glithdraht parallelen Kante 
scharfer ausgebildet, als es die Ausdehnung des Goldtropfens nach dem 
Strahlensatz erwarten lat. Die zum Gliihdraht senkrechte Kante 
verursacht dagegen ein breites Halbschattengebiet, das sich deutlich 
gegen den niederschlagsfreien Bereich abhebt. 

Im Gegensatz hierzu stehen die Erscheinungen bei der schnellen 
Verdampfung (Fig. 3). In diesem Fall weisen die Niederschlage nach 
allen Seiten breite und diffuse Rander auf, die ohne klar erkennbare 
Grenze in den unbestrahlten Bereich tbergehen. 


7mm 


7mm 


Fig. 2. Schatten bei langsamer Verdampfung eines Fig. 3. Schatten bei schneller Verdampfung eines 

Goldtropfens nach Fig. 1. Der Gliihfaden liegt par- Goldtropfens nach Fig. 1. Der Glihdraht liegt par- 

allel zur langen Kante der Blende, Verdampfungs- allel zur langen Kante der Blende. Verdampfungs- 

zeit 4min. Verdampfte Goldmenge 16 mg. Maximale zeit 10s, Verdampfte Goldmenge 16 mg. Maximale 
Schichtdicke 2000 A. Schichtdicke 2000 A, 


Da die Vermutung bestand, da die Ursache dieser Erscheinungen 
auf Vorgange in der Nahe der Strahlquelle zurtickzufthren ist, wurden 
die folgenden Versuche durchgefihrt. 


Abbildung der Strahlquelle nach dem Lochkameraverfahren. 


Mit der in Fig. 4 dargestellten Lochkamera-Anordnung wurde eine 
Abbildung der Dampfquelle durch den Metalldampf selbst vorgenommen. 
Auflodsungsvermégen und Kontrast der Abbildung sind durch den 
Blendendurchmesser und die gegenseitigen Abstande von Strahlquelle, 
Blende und Auffangflache bestimmt. GemaB Fig. 5 hangt der Durch- 
messer des Scheibchens e,, mit dem ein Gegenstandspunkt auf der Bild- 
seite abgebildet wird, nach der Beziehung 


ee | (1) 


vom Blendendurchmesser d, der Bildweite b und der Gegenstandsweite g 
ab. Daraus ergibt sich fiir die kleinste auflésbare Strecke, bezogen auf 
die Gegenstandsseite 


eA Rome (2) 
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Im vorlegenden Fall wurde als Blende eine Offnung von 0,1 mm Durch- 
messer in einer 0,15 mm dicken Platinfolie gewahlt. Damit durch diesen 
,, Kanal‘ die Randgebiete eines gleichmaBig strahlenden Objektbereichs 
von 5mm Durchmesser relativ zur Mitte mit der halben Intensitat ab- 
gebildet werden, muB die Gegenstandsweite mindestens 10 mm betragen. 
Nach Gl. (2) soll aber das Verhialtnis Bildweite zu Gegenstandsweite 
moglichst groB gewahlt werden. Aus 


: : 70mm roman 
ntensitatsgriinden dart 6 nicht sehr viel Dbjeks bild 
groBer als g sein, da die Starke des Nieder- yp 
schlags andernfalls fiir b->g mit 1/b? oH 
abnimmt. Daher wurde b=g, also 
ein Abbildungsverhaltnis 1:1 gewahlt, gS 
= o 7mm 


das bei dem verwendeten Blenden- pig 4 setstabbildung det Atomstrahl- 
durchmesser ein Auflésungsvermégen elle durch das Lochkameraverfabren. 
von 0,2mm bedingt. Die unter diesen 
Umstanden erzielte Schichtdicke des Niederschlags auf dem Auffang- 
schirm gentigte gerade, um die Erscheinungen in der Umgebung des 
Strahlers mit hinreichendem Kontrast abzubilden. Die maximale 
Schichtdicke betrug unter den gewahlten Umstanden etwa 50 A. 
Die visuelle Beobachtung der Loch- 


kamerabilder 1aBt nur dann eindeutige [essss- a 
Aussagen tiber die Ausstrahlung der G ===---> —— ee Tl, 
Dampfquellen zu, wenn die Lichtabsorp- | tire i Tae 
tion monoton mit der Dicke des Nieder- re 
schlags zunimmt. Tatséchlich ist dieser ~ g a 


Zusammenhang fiir Goldschichten nur pig ¢ gum Auftisungsvermégen der Loch- 
bis zu einer Starke von etwa 50 A, fiir kamera-Abbildung. G GegenstandsgriBe; 
Silberschichten bis zu einer Starke von ee ee moe 
etwa 100A erfillt. Fir gréBere Schicht- ger, lime i oe 
dicken durchlauft die Absorptionskurve |” Gtrecke des Geeenstandes. 
aufeinanderfolgend ein Maximum und 

Minimum, um dann weiter monoton anzusteigen |/|. Diese Erscheinung, 
die auBerdem von der Wellenlange des Lichts abhangt, ist besonders 
bei Beobachtung von Silberschichten mit Gliihlicht sehr auffallig. Bei 
Goldniederschlagen ist sie jedoch so schwach ausgepragt, daB sie in 
photographischen Wiedergaben nur schwer erkennbar ist. Durch ein- 
gehende Untersuchungen vergewisserten sich die Verfasser, daB die er- 
wahnte Anomalie der Lichtabsorption zu keinen Scheinstrukturen in 


den hier wiedergegebenen Figuren fiihrt. 


Lochkamera-A bbildungen bei langsamer Verdampfung. 
a) Silber. Fig. 6 gibt das Lochkamerabild der Silberdampfquelle 


fiir extrem langsame Verdampfung (Verdampfungszeit 30 min) wieder. 
AG 
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Es zeigt einen fast kreisformigen Fleck, dessen Durchmesser sehr genau 
der anfainglichen GréBe des Silbertropfens entspricht und als ein direktes 
Abbild des Tropfens angesehen werden kann. Da Silber den Wolfram- 
draht nur unvollstandig, d.h. mit endlichem Randwinkel, benetzt, 
schmilzt das Silber unterhalb des Gliihdrahts zu einem Tropfen zusam- 
men. Die Haftstelle des Tropfens am Draht ist in der Lochkamera- 
Abbildung als Abplattung des oberen Tropfenrandes zu erkennen. 


b) Gold. Dagegen ergibt die langsame Verdampfung eines Gold- 
tropfens ein véllig anderes Bild. Fig.7 zeigt, dal die Verdampfung in 
diesem Fall nicht nur vom Gold- 
tropfen ausgeht, sondern auch vom 
Wolframdraht in der Nachbarschaft 
des Tropfens, und daB die vom Draht 


Temm 


Imm 
-———_+| 
Fig. 6. Lochkamerabild eines langsam verdampften Fig. 7. Lochkamerabild eines langsam verdampften 
Silbertropfens. Verdampfungszeit 30 min, Goldtropfens. Verdampfungszeit 17 min, 
verdampfte Silbermenge 27 mg. verdampfte Goldmenge 63 mg. 


pro Flacheneinheit emittierte Goldmenge sogar gréBer ist als die vom 
Tropfen. Aus der Figur ist ebenfalls ersichtlich, daB der Goldtropfen im 
Gegensatz zum Silber den Wolframdraht umschleBt. 


c) Aluminium. Extrem langsame Verdampfungen waren mit Hilfe 
des verwendeten Wolframdrahts von 0,3 mm Durchmesser nicht még- 
lich, da der Draht durch Legierungsbildung mit dem Aluminium vollig 
zerfasert und zerstort wurde, bevor eine merkliche Verdampfung statt- 
fand. Durch schnellere Verdampfungen wird der Wolframdraht be- 
deutend weniger angegriffen, so daB mit geringeren Verdampfungszeiten 
als 1,5 s auswertbare Abbildungen erzielt werden konnten. Bis hinab 
zu Verdampfungszeiten von etwa 10s zeigten die Lochkamera-Aufnah- 
men die bevorzugte Verdampfung des Aluminiums vom Draht statt vom 
Tropfen. Dieser Effekt ist schon von STRONG [2] beschrieben und mit 
einer Zeichnung belegt worden}. 


* Der Verdampfungsvorgang des Aluminiums ist sehr komplex. StrRonG und 
GavioLa [3] konnten spektroskopisch im Raum vor der Dampfquelle auch das 
Vorhandensein von Wolfram nachweisen. Dieses Metall wird also zu einem kleinen 
Prozentsatz gleichzeitig mit Aluminium verdampft. Da& sich sein Einflu8 in einer 


Verkleinerung der Gitterkonstanten der Aufdampfschicht bemerkbar macht, 
wurde von K6nie [4] gezeigt. 
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Deutung der Erscheinungen bei langsamer Verdampfung. 

Durch vorzeitige Unterbrechung des Verdampfungsvorgangs wird der 
Zustand des Tropfens bei hheren Temperaturen , eingefroren“ und damit 
eimer direkten Beobachtung zuginglich gemacht. Es zeigt sich, daB der 
Gliihdraht in der Nahe des Gold- und Aluminiumtropfens mit einer 
diimnen Gold- oder Aluminiumschicht iiberzogen ist. Silbertiberziige 


wurden dagegen nicht beobachtet. glihender Urah!—~ ZF, pympfyyelte (Au) 
Die Ausbildung der Uberziige ist auf nt ea 


die vollstandige Benetzung zwischen es dyn Z 
Gold und Wolfram bzw. die Legie- o 
rungsbildung zwischen Aluminium et 
und Wolfram zuriickzufiihren. 

Die Tatsache. daB die Emission Fig. 8. Zum Nachweis der Reflexion an einem 

, : ! ; as benachbarten gliihenden Draht. 

hauptsaéchlich von diesen diinnen 
Schichten aus erfolgt, l48t mehrere Deutungsméglichkeiten zu, die 


wahrscheinlich gemeinsam an dem Zustandekommen der beobachteten 
Effekte beteiligt sind: 


1. Temperaturdifferenz. Infolge des gréBeren Querschnitts und des 
V! fo) c 
geringeren spezifischen elektrischen Widerstands des Tropfens im Ver- 
gleich zu den entsprechenden Daten des Gliih- 
drahts ist die im Tropfen erzeugte JOULE- da 
sche Warme geringer als in den benachbarten ' 
Drahtstticken. AuBerdem ist die vom Tropfen 
pro Langeneinheit durch Ausstrahlung abge- a 
fiihrte Warmemenge infolge seiner groBeren | 
bs ¥ oes Fig.9. Lochkamerabild mit Re- 
Oberflache gréBer als die des Drahts; selbst-  ftexionserscheinungen an einem be- 
verstandiich unter Berticksichtisunme— der  “Pbarten Glihdrabt nach Fig. 8. 
- > Verdampfungszeit 60 min, 

Strahlungskonstanten und der Temperaturen. Verdampfte Goldmenge 63 mg. 
Aus diesen Griinden erlangt der Draht eine 
héhere Temperatur als der Tropfen, so daB die Verdampfungsge- 
schwindigkeit des den Draht benetzenden Metallfilms erhéht wird. 


2. Fremdschicht. Auf der Oberflache von verdampfenden Tropfen 
tritt eine visuell beobachtbare Fleckenbildung auf, die durch Verun- 
reinigungen gebildet wird. Diese Fremdschichten behindern vermutlich 
die Verdampfung. Auf den benetzten oder legierten Drahtteilen seitlich 
des Tropfens wurden solche Schichten bisher nicht beobachtet. 


3. Reflexion. Auf einen heiBen Wolframdraht treffende Atome werden 
_reflektiert‘‘. Dieser Effekt soll im Modellversuch Fig. 8 veranschaulicht 
werden. Parallel zum Tragerdraht mit dem Tropfen wurde ein , zweiter 
Wolframdraht gespannt. Beim Verdampfen des Tropfens unter gleich- 
zeitigem Erhitzen des zweiten Drahtes entstand das in Fig. 9 gezeigte 
Lochkamerabild, auf dem der zweite Draht durch ,,reflektierte“ Atome 
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abgebildet ist. Wegen der geringen Intensitat des Niederschlages, mit 
der sich der zweite Draht abbildet, kann die Reflexionserscheinung nicht 
als Hauptursache der Effekte bei der langsamen Verdampfung angesehen 
werden. 

4. Keimbildung. Auch der Wolframdraht muB sich durch emittierte 
Wolframatome auf der Auffangflache abbilden. Wegen des auber- 
ordentlich niedrigen Dampfdrucks des Wolframs bei den Untersuchungs- 
temperaturen ist dieser Niederschlag jedoch so schwach, dal} seine 
Beobachtung nicht méglich ist. Er kénnte aber ausreichen, um fiir die 
etwa nach dem Bedampfen auf der Auffangflache umherwandernden 
Goldatome die notwendigen Kondensationskeime zu liefern, so daB diese 


7am. 
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Fig. 10. Lochkamerabild eines Goldtropfens, das vom Schattenbild eines zweiten, sehr stark erhitzten 
Wolframdrahts dur shzogen ist. Die durch den zweiten Draht mit Wolfram vorbekeimten Stellen auBerhalb 
des Tropfenbildes weisen keinen Goldniederschlag auf. Wegen des geringen Auflésungsvermégens der An- 
ordnung verschwindet der Niederschlag am Kreuzungspunkt der beiden Drahte in unsrer Abbildung nicht 
vollstandig, 

an den vorbekeimten Stellen bevorzugt festgehalten werden. Die in 
Fig. 9 dargestellte Erscheinung koénnte also auch durch Keimbildung 
zu erklaren sein. 

Zur Uberpriifung dieser Annahme wurde zwischen beide Drahte 
von Fig. 8 ein Schirm gebracht, der die Bedampfung des _ ,,zweiten" 
Drahtes vom Goldtropfen aus verhinderte. Zur Erzielung einer besonders 
starken Bekeimung wurde der zweite Draht auf héhere Temperatur als 
der Tragerdraht gebracht. Unter diesen Umstanden kam eine Abbildung 
des zweiten Drahtes nicht zustande. 

Auch wenn der zweite Draht so zwischen Tropfen und Blende ange- 
bracht war, daB sein Bild das Lochkamerabild des Tropfens senkrecht 
durchkreuzte, wurde im bekeimten Gebiet kein beobachtbarer Nieder- 
schlag erzielt (Fig. 10). 

Diese Versuche beweisen, daB Bekeimungseffekte mit Wolfram 
keine wesentliche Rolle fiir die Entstehung der Abbildungen spielen. 


Lochkamera-A blildung bei schneller V erdampfung. 
Fig. 441 und 12 zeigen die durch schnelle Verdampfung erzielten 
Lochkamerabilder von Gold (15s) und Silber (10s). In beiden Fallen 


' Bringt man den zweiten Draht auf niedrigere Temperatur (etwa die Schmelz- 
temperatur des Goldes), dann geht die Wiederverdampfung von diesem Draht so 
langsam vor sich, da den aufgedampften Atomen Zeit bleibt, an die Unterseite 
des Drahtes zu diffundieren und von dort aus zu verdampfen. In diesem Fall tritt, 
wie erwartet, eine auBerst intensitatsarme Abbildung des zweiten Drahtes ein. 


Abbildung von Verdampfungsquellen mit dem Lochkameraverfahren. 249 
bildet der Niederschlag einen diffusen Fleck von etwa anderhalbfachem 
Durchmesser gegeniiber dem durch langsame Verdampfung erzeugten 
Lochkamerabild. . 

Diese Erscheinung la8t auf eine strahlende ,, Wolke‘! schlieBen, die 
sich um das verdampfende Trépfchen ausgebildet hat. Wahrend der 
schnellen Verdampfung erreicht der Metalldampfdruck in der Nahe des 
Tropfens die GréBenordnung von einigen Torr. Die zugehorige freie 
Weglange liegt in der GréBenordnung von 1 mm. Aus diesen Daten geht 
hervor, daB die im Lochkamerabild festgehaltene Wolke hauptsachlich 
auf ZusammenstéBe der emittierten Atome unter sich zuriickzufiihren ist. 
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Fig. 11. Lochkamerabild eines schnell verdampften Fig. 12. Lochkamerabild eines schnell verdampften 
Goldtropfens. Verdampfungszeit 15s, verdampfte Silbertropfens. Verdampfungszeit 10s, verdampfte 
Goldmenge 63 mg. Silbermenge 27 mg. 


Bei der schnellen Verdampfung von Silber werden nach Fig. 12 kurze 
Stiicke des Gliihdrahts unmittelbar am Tropfen mit sehr geringer Inten- 
sitat erkennbar. Diese Erscheinung ist wahrscheinlich auf die vorher 
isolierte Erscheinung der Reflexion am gliihenden Draht zurtickzu- 
fiihren?. 

Die untersuchten Erscheinungen fiihren also zu einer VergroBerung 
der effektiven Verdampfungsquelle. Im Falle der schnellen Verdampfung 
bildet sich eine diffuse ,,Wolke‘ aus, wahrend bei der langsamen Ver- 
dampfung die Emission hauptsachlich von dem Gliihdraht in Tropfen- 
nahe ausgeht. 

Die anfangs beschriebenen Schattenwiirfe einer einspringenden Ecke 
finden so ihre einfache Deutung: Bei schneller Verdampfung erzeugt 
die strahlende ,,Wolke‘‘ nach allen Seiten breite und diffuse Schatten, 
wie sie in Fig.3 zu sehen sind. Im Falle langsamer Verdampfung 


1 Derartige ,, Wolken“ wurden von STERN und KNAUER [5] am Spalt ihrer 
Molekularstrahléfen vermutet und von KRAtTZENSTEIN [6] durch Ausmessen der 
Intensitat des durch einen weiteren Spalt abgebildeten Ofenspaltes mit Hilfe des 
Taytorschen Manometers nachgewiesen. Eine ahnliche Wolke entsteht beim Aus- 
tritt von Gasstrahlen aus Diisen und wurde von Borrscu [7] mit einer elektronen- 
optischen Dunkelfeldmethode sichtbar gemacht. . 

2 Dieser Effekt macht sich bei der langsamen Verdampfung in Fig. 6 nicht 
bemerkbar, weil sich in diesem Fall das Trépfchen, von der Blende aus gesehen, 
etwas schrag hinter dem Draht angeschmolzen hatte, so dal} eine Reflexion in 


Richtung zur Blende nicht méglich war. 
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dagegen erzeugt der mit Gold benetzte Draht nach Fig. 2 parallel zu 
seiner Langsausdehnung schmale, senkrecht dazu breite Schattenrander. 


Auch die Scharfe schragbedampfter elektronenmikroskopischer Ob- 
jekte wird in entsprechender Weise durch die beschriebene Erscheinung 
beeinfluBt. 
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Die Elektronenlawine im Plattenzihler. 
Von 
K. J. SCHMIDT. 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. Juni 1954.) 


I, Einleitung. 

Eine Elektronenlawine ist dadurch charakterisiert, daB ein Elektron 
beim Durchlaufen eines Gasraumes im homogenen elektrischen Feld 
durch StoBionisation auf das e%*-fache verstakt wird (« = Koeffizient 
der Ionisierung durch ElektronenstoB, + = durchlaufene Wegstrecke), 
also gilt fiir die Elektronenzahl 


WA Kemer, (1) 


Der Nachweis einzelner Lawinen dieser Art wurde von RAETHER und 
Mitarbeitern [7] durch Photographie in der Nebelkammer erbracht. Auf 
diese Weise kann man die Lawinengeschwindigkeit sowie die seitlliche 
Diffusion, verursacht durch die thermische Energie der Elektronen, 
ermitteln. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Elektronenlawine im ebenen 
Feld mittels elektrischer Methoden zu studieren und mit der Absicht, 
ihre Weiterentwicklung bei #d-Werten kleiner als etwa 100 Torr + cm 
zu erkennen, bei der die Nebelkammer nicht mehr anwendbar ist. Um 
eine Lawine elektrisch nachzuweisen, wird man den durch sie erzeugten 
Stromimpuls benutzen. Aus der Form dieses Impulses, den man mit 
Hilfe eines Oszillographen beobachtet, kann man Einzelheiten iiber den 
Entladungsablauf einer einzelnen Elektronenlawine aussagen. 

Um den Impulsanstieg, der sich in einigen 10-® sec vollzieht, unver- 
zerrt wiedergeben zu kénnen, benétigt man einen aperiodischen Verstarker 
von mindestens 8 MHz Bandbreite. Das Eingangsrauschen betragt dann 
etwa 15 bis 20u.V. Mithin ist der kleinste sich tiber die Unruhe erhebende 
Impuls von ahnlicher GréBenordnung, was gleichbedeutend ist mit der 
Tatsache, daB die Lawine eine Mindestverstaérkung von e*%* etwa 10° 
haben muB, um erkannt zu werden. 

Im allgemeinen sind Elektronenlawinen in reinen Gasen bei so 
kleinen pd-Werten und Verstaérkungen von 10% und dartiber nicht mehr 
stabil, da sie durch Erzeugung von Nachlieferungselektronen (sog. 
y-Effekt), sei es durch Ionen oder Photoeffekt, die Entladung bis zum 
Durchbruch weiterentwickeln. Man hat jedoch (nach Trost [2]) in 
dem Zusatz von organischen Dampfen ein Mittel, diesen y-Effekt sehr 
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stark zu reduzieren und dadurch Verstarkungen von 107 und mehr zu 
erreichen. Dieses Verfahren erlaubt es, sowohl im inhomogenen als auch 
im homogenen Feld eine sehr geringe Zahl von Primarelektronen, ja 

2 sogar einzelne, durch StoBverstarkung 
nachzuweisen. Die Versuche wurden bis- 
her im wesentlichen im Hinblick auf die 
Anwendungen ausgefiihrt (Zahlrohr und 
Plattenzahler [3], [4], [4]). 

Im folgenden soll jedoch der Platten- 
zahler zum Studium von Fragen der Gas- 
entladung verwendet werden, da er die 
Méglichkeit bietet, die Vorgange beim 
und nach dem Ablauf einer Elektronen- 
lawine zu erfassen. Dabei ist wesentlich, 


Fig. 1, Apparatur zur Untersuchung von — da} durch Verwendung organischer Dampfe 
Elektronenlawinen, schematisch. Links =e 5 . is 
Plattenzahler mit Hochspannungsquelle als I ullgas die Impulsamplitude so welt 


und! Arbettswidessicndl lk, daneben Ver" er howe werden) kamn cdo Cle yenaliomiias 
starker und Oszillograph. Oberhalb des . 5 a , ; 
Oszillographen der UV-Strahler. pulsform unbeeintrachtigt vom Rausch- 
nebel eindeutig auswertbar wird. 
Den grundsatzlichen Aufbau der verwendeten Apparatur zeigt Fig. 1. 
Die Elektronenlawinen wurden in einem homogenen elektrischen Feld 


erzeugt, das zwischen zwei parallelen, polierten Messingplatten von 


Fig. 2, Ansicht der Entladungsstrecke. Kathode oben, davor die Hochspannungsdurchfthrung, Unter dem 
Flansch die Hochspannungsbuchse, dahinter die erste Verstarkerstufe (Vorverstirker). 


32mm Durchmesser und 8mm Abstand herrschte (s. Fig. 2). Als Gas- 
fillung dienten Alkohol, Methylal und Methan bei Drucken von 5 bis 
40 Torr. Das Startelektron wurde durch UV-Bestrahlung der Kathode 
photoelektrisch ausgelést. Die Bestrahlung war dabei so schwach ein- 
gestellt (etwa 100 Elektronen/sec), daB jeweils nur ein Elektron als 
Startelektron in Frage kam. 
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Die am AuBenwiderstand R infolge des Lawinenstromes abfallende 
Spannung wird nach geniigender Verstérkung dem Oszillographen! zu- 
gefitihrt, dessen Zeitablenkung nach der iiblichen Methode mit einer 
Zeitvorgabe von 1 usec ausgelést wird. Das Schirmbild wird photo- 
graphiert oder visuell beobachtet. 


II. Theorie des Lawinenimpulses. 
1. Zeitlicher Verlauf des Trégerstromes. 
Zunachst berechnen wir die durch die bewegten Ladungstrager 
transportierten Strome. 


a) Elektronen. Wird zur Zeit f=0 ein Elektron an der Kathode aus- 
gelést, so ergibt sich die Anzahl der Elektronen zur Zeit ¢ nach Gl. (1) zu 


(8) =a Oxt 


wenn wir mit v_ die Driftgeschwindigkeit der Elektronen bezeichnen. 
d sei der Plattenabstand und t_=d/v_ die Laufzeit der Elektronen. 

Eine zwischen zwei Kondensatorplatten laufende Ladung influenziert 
nun einen Strom im AuBenkreis, dessen GréBe man leicht durch Be- 
trachtung der aufgewendeten Leistung bekommen kann. Bewegt sich 
die Ladung g mit der konstanten Geschwindigkeit v, so betragt die dazu 
erforderliche Leistung U,-q-v/d, wenn wir die Spannung U, tiber den 
Platten als konstant annehmen. Diese Leistung wird vom AuBenkreis 
geliefert in Form einer elektrischen Leistung U,17, wobei 7 den flieBenden 
Strom bedeutet. Setzen wir beide Betrage einander gleich, so folgt mit 
der Abkiirzung t=d/v (Laufzeit der Ladungstrager) 


i(t) =q(O/r. 


Nun sind wir in der Lage, den ,,Elektronenstrom“ zu berechnen. Die 
Funktion q(t) ist einfach das oben abgeleitete m_(¢), multipliziert mit 
der Elementarladung ¢«. Fiir den Strom folgt also 


tA = & puut Moree 


A (2) 
po wee | 
b) Positive Ionen. Die Zahl der in der Entladungsstrecke zur Zeit ¢ 
vorhandenen positiven Ionen ergibt sich als Differenz der bis zur Zeit ¢ 
gebildeten (e**') abziiglich der in der Zeit ¢ abgewanderten Tonen: 


CO Oe ote 


a es ae a! abet. To: 


1 Philips Impuls-Oszillograph GM 5660. 
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Die Zahl der bis zur Zeit ¢ abgewanderten Ionen betragt e**, wenn % 
die Strecke ist, die in der Zeit ¢ einmal mit v_ (bei der Entstehung der 
Ionen) und einmal mit v, (bei der Abwanderung) durchlaufen wird, 


wenn also 


NTO sere Teme 
aoe ee yk * 


VL Vs 


Fiir v* bekommen wir dann 


Nun ist in praktisch vorkommenden Fallen immer v, =*/199 bis */1000 
von v_, so daB wir naherungsweise v,=v* und t,-+t_=T, setzen 
diirfen. AuBerdem kénnen wir die Jonenabwanderung in der Zeit ¢ < T_, 
also waihrend des Elektronenvorlaufs, noch streichen, denn in praxi ist 
z.B. von 10° entstehenden Ionen noch nicht einmal ein einziges abge- 
wandert. Wir erhalten dann fiir den Strom: 


1, (t) = = ge Ome = ie | 
. (3) 
V, (t) == = ie at ) tbs U4 | 


c) Negative Ionen. Durch ElektronenstoB entstehen in manchen 
Substanzen neben positiven auch negative Ionen. Pro Langenintervall 
moégen «’n_dx positive und f’n_dx negative Ionen entstehen. Die 
Differenz dieser beiden Anzahlen ist die Zahl der gebildeten Elektronen. 
Wir wollen den Koeffizienten der Elektronenvermehrung in Uberein- 
stimmung mit friiherem mit « bezeichnen: 


AnL SON ax =(e —B) max. 


Um die Formeln nicht unnétig zu komplizieren, wollen wir naherungs- 
weise annehmen, daB sich die negativen Ionen alle zur Zeit t=0 an 
ihrem Entstehungsort in der Entladungsstrecke befinden. Diese Nahe- 
rung lauft auf eine Nuancierung des einige 10-8 sec dauernden Impuls- 
anstieges hinaus, der von uns infolge der beschrankten Schreibgeschwin- 
digkeit unseres Oszillographen ohnehin nicht beobachtet werden konnte. 


Die Zahl der negativen Ionen, die auf der Strecke 0... x gebildet 
werden, ergibt sich durch Integration der Tragervermehrungsformel: 


Statt der GréBe p" konnen wir noch den Parameter / einfiihren, f =’ /a’, 
der die physikalische Bedeutung des Verhaltnisses der Wirkungsquer- 
schnitte fiir die Bildung von negativen und positiven Ionen besitzt. 
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Die negativen Ionen wandern nun mit der Geschwindigkeit v, in die 
Anode hinein, ihre Anzahl zur Zeit ¢ betragt folglich 
j ; 
ti \t) = ——-— er, 
si 1 = f 
wobei x =d—v, t, 


und der Strom 
é f 


Ae eg Mt (4) 


i, t—F 


Auch 7, erleidet dadurch eine Modifikation und ist fiir diesen Fall 


i mae, td Xk Unt 
oa exent) (4a) 


d) Dissozationsprodukte. Ein Elektron bildet im Intervall dx durch 
StoBionisation «dx positive Ionen. Entstammen gadx Stiick von 
diesen nicht einer einfachen Jonisation, sondern einem Dissoziations- 
prozeB, wie er in organischen Dampfen unter Umstainden vorkommt, so 
bekommen wir einen Schwarm ionisierter Dissoziationsprodukte von der 
Machtigkeit 

Mg = g (e** — e%¥a") 
mit einem Strom 


ig (t) = — g (e** — 2"). (5) 


Fiir die restlichen positiven Ionen kommt dann 
i ee), (5a) 


vz und tT, stellen wieder in analoger Weise Geschwindigkeit und Laufzeit 
dar. 


2. Spannungsverlauf am Aupenwiderstand. 

Die Tragerstr6me bewirken an dem Arbeitswiderstand F (s. Fig. 1) 
einen gewissen Spannungsabfall, dessen:zeitlicher Verlauf oszillographiert 
wird. 

a) Allgemeines. Zur Berechnung des Spannungsverlaufes betrachten 
wir den Eingangskreis, wobei wir das Netzgerat weglassen (wegen seines 
vernachlassigbar kleinen Innenwiderstandes) und den in der Entladungs- 
kammer flieBenden Strom’ beriicksichtigen. 

Fiir diesen Fall kann man aus dem Energiesatz die Differential- 
gleichung (mit C = Kapazitat des Eingangskreises) 


CU+ 7 =i (6) 


fiir die Spannung tiber R gewinnen (vgl. z.B. Rosst und Straus [6)). 
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Man kann jedoch auch von dem Ersatzschaltbild ausgehen: 


und findet Gl. (6) direkt als Kontinuitatsgleichung fiir den Strom im 
Eingangskreis. 

Der Strom 7 ist ja im allgemeinen auch von U abhangig, denn « ist 
eine Funktion der an der Kammer anliegenden Spannung. In unserem 
Falle ist jedoch die Ruhe-Kammerspannung U, etwa um einen Fak- 
tor 108 gréBer als unsere Impulsamplitude U, so daB wir den Innenwider- 
stand unserer Stromquelle 7 als unendlich groB annehmen diirfen. 

Die Differentialgleichung (6) fiir U hat die Lésung: 


oe t | aes 
=e ee it eRC i(9) dd + C-U(O)/. ee 
0 


Zur Berechnung des Spannungsverlaufes haben wir nun die oben er- 
rechneten Stréme einzusetzen. 

Ganz allgemein bilden 7_ und 7, die Hauptkomponenten der Elek- 
tronenlawine und stellen in vielen Gasen auch die einzig auftretenden 
Stréme dar (z.B. in Edelgasen, Wasserstoff, Stickstoff). 

Wir wollen eine Elektronenlawine, bei der nur diese beiden Kompo- 
nenten merklich zum Strom beitragen, als ,,ideale Elektronenlawine' 
bezeichnen. Im allgemeinen benétigt man zur vollstandigen Beschrei- 
bung der Phanomene jedoch auBerdem noch die Stréme 7,, der negativen 
und 2, der dissoziierten Ionen, die fiir die ,,Feinstruktur‘‘ des Impulses 
verantwortlich sind. 


b) Die ideale Elektronenlawine. Wir integrieren Gl. (6a) zunachst 


von 0 an bis zu einer Zeit ¢, die kleiner als t_ sein soll. Es ergibt sich, da 
EXO) ii8 


und mit den Werten7z_,7, nach Gl. (2) und (3): 


Vernachlassigen wir e ®€ gegen e*“, da dies von der GréBenordnung 
10? bis 108 ist, so bekommen wir fiir den gesamten Spannungshub nach 
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dem Elektronendurchgang (f=t_), wenn wir noch zur Abkirzung 


iG io, == 0 (7) 
setzen, 
€ 1 Pa - 
I ( — = 5a Us a 
OU eer ee a (8) 
i ee 
OvU_ 


Den fiir 9=1 sich einstellenden Wert von U(t_), der also die Drift- 
geschwindigkeiten der Ladungstraéger nicht mehr enthalt, bezeichnen 
war pare LT. : 

r ae 

rarer oe 
Dieser Wert ist fiir 0 =1 exakt und fiir 0,1 <9 <oo naherungsweise 
gultig (Abweichungen von der GréBenordnung Promille), nur fiir sehr 
kleine 90 muB die genaue Gl. (8) benutzt werden. 

Zahlenbeispiel. Mit ed =15 und C=35 pF ergibt sich fiir die Spannung der 
mewmag lin == 4) mV: 

Die Spannung steigt auf diesen Wert innerhalb von einigen 10~8 sec 
exponentiell an, die Zeitkonstante dieses Anstieges ist 1/xv_, also gleich 
der mittleren Zeitdifferenz zwischen zwei ionisierenden St6Ben. 

Wollen wir im folgenden den Effekt der positiven Ionen betrachten, 
also einen Vorgang, der etwa 10° sec dauert, so sehen wir zur Verein- 
fachung der Theorie von der endlichen Laufzeit der Elektronen ab und 
beriicksichtigen ihren EinfluB auf die Impulsform durch folgende For- 
mulierung: 


Zur Zeit t=O springt die Spannung tiber R von U=0 auf U=U_. 
Wir haben also in Gl. (6a) 7, nach Gl. (3) und U(0) = U_ einzusetzen: 


t f ’ 
i) = te RC | : eo e+?) eRC AH4C- u_| ; 
@, | Tat { 
0 
Damit folgt fiir U(¢), wenn wir wieder RC av, =o setzen und geeignet 
zusammenfassen : 
“a F % 


= ad ; t | r ‘ ( oad t r 
= pet bes — oO Ty —* To 2 Ow fz 
OG) = Ue - (1 —e).e om aC é 9 


OS eS ia 


Dabei gibt der erste Term das Verhalten in der Umgebung ¢= 0 an. Der 
Impuls hat fiir ¢=0 den Wert U_ und lauft exponentiell mit der Zeit- 
konstante ot,/xd in den Wert o U_ ein. Insbesondere ist fiir g@=1 dann 
U(t)=const, der Impuls also ,,auf Rechteckform abgeglichen‘’. Der 
dazugehorige Widerstand R,=t,/C ad ist der Abgleichwiderstand, und 
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o = R/R, erkennt man nun als den normierten AuBenwiderstand oder 
, Abgleichfaktor™. 

Der zweite Term von Gl. (9) wird bei e*7=3 - 10® erst von £=0,8T, 
an merklich und regelt den Abfall des Impulses. Impulsformen fur 
o =, 1 und 2 zeigt Fig. 3 mit normiertem Zeit- und Amplitudenmab- 
stab. 

Wie die Gln. (3) und (8a) zeigen, ist im abgeglichenen Fall k = U_/1,. 
Dies erméglicht eine einfache physikalische Deutung: In diesem Falle 
geniigt die Spannungsdifferenz U_ gerade, um den auf die Kathode auf- 

laufenden Ionenstrom tiber R abzu- 
20 fiihren. Daher bleibt die Spannung 
at konstant = U_, solangez, konstant 
bleibt. Ist dagegen z.B.0>1,R>R, 


i und damit 7, > U_/k, so wirdise 
lange Ladung an der Kathode ange- 

iy, ck hauft und damit das Potential dieses 
7 Punktes erhéht, bis die Spannungs- 
a5 LE. differenz uber Rk zureicht, um pro 
Zeiteinheit die Ladung 7,dt abzu- 


fiihren. Dies ist erreicht, wenn 
0 02 G4 “06 08 10 Ye ~yneder k= U2, dh wenn Up Ue 


Fig. 3. Impulsformen der idealen Elektronenlawine Die Spannung uber R lauft folglich 


fiir verschiedene Werte des Abgleichfaktors @, : if ¥ 
theoretisch. KurveIl: @=4, Kurvell: o=1, in den Wert Q U_ <r 


Kurve III: 9 = 2, Zur Messung der Ionenlaufzeit 
ist es wichtig zu wissen, welchen 
Spannungswert der Impuls zur Zeit =r, hat. Setzen wir in Gl. (8) 


ad 
t=t, ein, sokénnen wire ¢ gegen 1 und erst recht gegen e*4 vernach- 
lassigen und erhalten 


<4 Q° 
Ulr,) =U ae (10) 


Im abgeglichenen Fall 9 =1 folgt daraus 
U(r) =3 Ce. (10a) 


Zur Messung der Ionenlaufzeit ist also die Stelle des Oszillogramms zu 
benutzen, wo der abgeglichene Impuls auf die Halfte seiner Amplitude 
abgefallen ist. 

Der horizontale Verlauf des Impulses im Falle ¢ =1 findet sich schon 
bei [| abgeleitet, zu einer einwandfreien Darstellung der Impulsform 
gelangt man jedoch erst durch Lésung der Differentialgleichung (6). 


c) Feinstruktur des Lawinenimpulses. Zunachst betrachten wir die 
Impulsverzerrung durch negative Ionen. Der Widerstand R sei so ge- 
wahlt, daB aus dem Elektronenanteil und dem der positiven Ionen gerade 
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ein Rechteckimpuls entsteht. Nun flieSt ein zusatzlicher, durch negative 
Ionen verursachter Strom, der die Spannung am Anfang unseres Im- 
pulses erhéhen wird. Um den Verlauf dieser Erhéhung AU, zu berech- 
nen, setzen wir den Wert von 7, in Gl. (6a) ein. Da die rechte Seite von 
Gl. (6a) im Strom ? linear ist, geniigt es, zur Berechnung des zusatzlichen 
Spannungsimpulses durch negative Ionen AU, (¢) anzusetzen: 


Die Integration ergibt: 
Aliya tad Ont ein RIC! 
1 (t) eee rap’ : le e i; (act) 
nese 
Vollziehen wir den Abgleich fiir die positiven Ionen, so mtissen wir 


setzen, da ja mehr positive Ionen als Elektronen entstehen und unsere 
Abgleichbedingung 9 =1 somit in 9=1—f tibergeht, wie Gl. (4a) und 
(7a) plausibel machen. Wir verein- Negative lonen 


fachen das Problem durch die Nahe-  ; 

: n AUn 
tung v,—v,, was nach vorliegenden 
Messungen [7] z.B. fiir Alkohol bei 


einem Fehler von 1,5 % gerechtfertigt 
- Dissoziierte lonen 


ist, und erhalten aus Gl. (11) : 
tg Aug 
_ 24 
AU). = ates —¢ tf’), 
Dieser Verlauf hat ein Maximum der Fig. 4. Verformung des Lawinenimpulses, wenn 


es negative oder dissoziierte Ionen am Strom- 
Hohe transport teilnehmen (theoretisch). Die Flache 
unter der zusatzlichen Spannungserhohung 4 U 


AU —U. f (4 == fi", (42) am Anfang des Impulses ist der Deutlichkeit 
‘e etl ai halber schraffiert. 
wofiir bei {<4 mit einem Fehler < 25% gesetzt werden kann: 
epee en te (12a) 
We 1—f e 


Das Verhaltnis f der Wirkungsquerschnitte fiir die Bildung positiver 
und negativer Ionen laBt sich also auf einfachste Weise direkt aus der 
Impulsform, d.h. aus 4U;"**/U_, bestimmen (s. Fig. 4). 

Den Einflu& der Dissoziationsprodukte auf die Impulsgestalt kann 
man auf Grund einer analogen Betrachtung, wie wir sie oben fiir die 
positiven Ionen durchgefiihrt haben, genau erhalten, hier wollen wir uns 


mit einer Abschatzung begniigen. Es entstehen ja neben einfach 1oni- 
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sierten Dampfmolekiilen, die die Driftgeschwindigkeit v, haben, auch 
einige Dissoziationsbruchstiicke, die ebenfalls ionisiert sind und mit 
einer Geschwindigkeit vz > v, laufen. Am Impulsverlauf wird sich das 
so bemerkbar machen, daB dem abgeglichenen Idealimpuls ein von 0 
bis zur Zeit t, naherungsweise konstanter Spannungsanteil tiberlagert 
ist. Ist der Impuls auf die einfach ionisierten Dampfmolekile, dshnautye: 
abgeglichen, so wird seine Front infolge des zusatzlichen Stromes 1g 
leicht wtberabgeglichen erscheinen. 
Selbstverstandlich ist es durch ge- 
eignete Wahl von R méglich, die 
Impulsfront genau rechteckférmig 
verlaufen zu lassen, eine graphische 
Darstellung dieser Verhaltnisse gibt 


Seka. Fig. 4. 


\ 


III. Experimentelle Ergebnisse. 


a) Messungen zur Theorie der 

ree Elektronenlawine. Fig. 5 zeigt eine 
Hh Auswahl von Impulsoszillogrammen, 
i wie sie bei Verwendung von gut 


ss getrocknetem Alkohol beobachtet 
werden. Die verschiedenen Impuls- 


14 


Bil | | bak | 
0 70 20 30 WSec 0 10 20 30 wsec 
Fig. 5. Oszillogramme von Elektronenlawinen- Fig. 6. Oszillogramm einer Elektronenlawine in 
Impulsen in Alkohol, E/p=130 V/cm Torr, pd= wasserhaltigem Alkohol. Man erkennt deutlich den 
9,8cm Torr. Die o-Werte betragen (von oben nach vermutlich durch negative Ionen verursachten 
unten) 0,3; 1,0; 3,0 und gp2~w, Buckel am Anfang des Impulses (Daten wie bei den 


Oszillogrammen der Fig. 5). 


formen entsprechen verschiedenen Ladewiderstanden in voller Uberein- 
stimmung mit Gl. (9) und Fig. 3. Im Falle @ >1 ist die Nachladung 
uber R sehr gering, weshalb der Impuls nach Ablauf der positiven Ionen, 
die fiir einen linearen Spannungsanstieg sorgen, nur sehr langsam auf 0 
abklingt. Die Elektronenkomponente, die bei @ >1 ja nur das (1/«d)- 
fache des Gesamtimpulses ausmacht, wird hier (bei ad 15) von der 
verbreiterten Null-Linie verdeckt. 

Die Amplitude der photographierten Impulse ist von der GréBen- 
ordnung 1mV. Infolge der statistischen Schwankungen der Ionisie- 
rungsausbeute eines Elektrons streut die Impulshdéhe ganz betrachtlich, 
wie dies nach theoretischen Untersuchungen [8] zu erwarten ist. Ge- 
nauere Messungen hiertiber sind in Vorbereitung. 
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Verwendet man zur Fiillung des Plattenzadhlers ungetrockneten 
Alkohol, so ergeben sich unter anderem Impulsformen, wie Fig. 6 sie zeigt. 
Der am Anfang des Impulses aufgesetzte Buckel deutet auf Bildung 
negativer Ionen hin, die vermutlich dem als Verunreinigung im Alkohol 
enthaltenen Wasser zuzuschreiben sind. Der Faktor f (s. S. 254) nimmt 
Werte bis zu ?/,an, was zunachst erstaunlich hoch erscheint. Man bedenke 
jedoch, daB die mittlere Elektronenenergie bei etwa 3 bis 5 eV liegt [9] 
und da8 daher weitaus mehr Elektronen zur Bildung negativer Ionen 
(H,O-Einfangresonanz bei 7 eV [10]) als zur Ionisation (Ionisierungs- 
spannung 11,3 V) zur Verfiigung stehen. Nahere Untersuchungen hier- 
uber sind im Gange. 


Zur quantitativen Priifung der Theorie bestimmten wir in Methan o 
einmal aus Gl. (7), wobei « und v, durch Beobachtung von U_ und 1, 
dem Oszillogramm entnommen wurden, und einmal direkt. (9 U_ = 
Plateauhohe des Impulses.) Das Ergebnis zeigen die Tabellen 1 und 2. 
Bei der Reihe 1 blieben R, C und « konstant und v, wurde durch Varia- 
tion von £/p geandert, wahrend die bei festem E/p aufgenommene MeB- 
reihe 2 die Abhangigkeit des Abgleichfaktors 9 von R und « wiedergibt. 
Im ganzen bestatigen die Messungen die oben erhaltenen theoretischen 
Ergebnisse. 


Tabelle 1. 
| 
Elp | oe | °theor | 2beob ad 
| | 
70 8 0,53 0,5 14,4 
75 8 0,56 0,5 14,4 
91,4 8 0,68 0,65 14,4 
134 8 1,02 1 14,4 
220 8 1,66 4,5 14,4 
Tabelle 2. 
a I ——EEEEEEE———E——EE——— 
R 
E/p (k Q) °theor | beob ad 
a en nee nen a a 
66 8 0,5 0,45 14,4 
66 20 1,0 | sel 12,8 
66 40 | 2,3 | BY 14,4 
66 60 3,0 | 3 12,8 


Abgleichfaktor in Methan. 


E = Feldstarke (V/cm), ~ = Druck (Torr), Rk = AuBenwiderstand, C = 25 pF, 
vy = 2,1- 10% E/p (cm/sec). 
Otheor ist aus den beobachteten Werten von od und tT, nach Gl. (7) berechnet. 
Obeob ist das Verhaltnis der Hohe der Elektronenkomponente zur Plateauhohe 


des Impulses. (Mittelwert aus Beobachtungen, die um etwa + 10% streuen.) 
18% 
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b) Messung der Ionengeschwindigkeit. Wie oben bereits bemerkt, ist 
die Amplitude der Elektronenlawinen starken Schwankungen unter- 
worfen. Die der Jonenlaufzeit korrespondierende Impulslange ist da- 
gegen relativ konstant, irgendwelche Schwankungen konnten von uns 
(bei +2% Genauigkeit) nicht festgestellt werden. Damit hefert diese 
Methode ein genaues MeBver- 
fahren fiir die Ionengeschwin- 
digkeit v, in der Nahe der 
Durchbruchsfeldstarke. 

Die lonengeschwindigkeit 
Be wurde in Methan, Alkohol und 

0.2 4 0 80 10 2 0 Methylal als Funktion von E/p 
Fig. 7. Driftgeschwindigkeit positiver Ionen ee? bestimmt. ; (E = Elektrische 
Feldstarke in V/cm, # = Druck 

in Torr.) Im £/p-Bereich von 


60 bis 140 zeigten sich folgende 
Abhangigkeiten (mit v, in 
cm/sec) : 
Methan: 
or U, = 2100 E}p, 
0 20 WW BO 8% «10 te 10 * : 
LP [Went] Athylalkohol: 
Fig. 8. Driftgeschwindigkeit positiver Ionen in Alkohol. jot 64 ((E/P) = 23 | 
Methylal: 


O33) 2 iP) A 
Die gemessenen Kurven zeigen 
die Fig. 7, 8 und 9. 
Man entnimmt daraus, daB 
‘ — i ee die Ionenbeweglichkeit v, p/E 
Lp(Wemt) 4 Alkohol und Methylal mit 
Fig. 9. Driftgeschwindigkeit positiver Ionen in Methylal. wachsendem E|p ansteigt. Diese 
Erhéhung ist vermutlich auf die 
Anregung von Rotationsschwingtermen des Alkohols und Methylals 
durch TonenstoB zuriickzufiihren. Die mittlere thermische Energie 
der Alkohol-Ionen wiirde bei E/f=100 unter der Voraussetzung, daB 
nur elastische St6Be der Ionen mit Alkoholmolekiilen stattfinden, etwa 
0,1 eV betragen. Von der gleichen GréSenordnung, ndmlich 0,12 eV, 
ist aber die Anregungsenergie einer fiir alle primaren Alkohole charak- 
teristischen Bande [11]. Daher finden unelastische St6Be statt, die be- 
kanntlich den Anstieg der Beweglichkeit mit E/p verursachen [12]. 
Es ist hierbei zu beachten, daB im Entladungsraum infolge Ver- 
wendung eines Hg-Manometers zur Druckmessung immer ein Queck- 
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silberdampf-Partialdruck von etwa 1073 Torr herrschte. Diese Verunrei- 
nigung wird sich jedoch vermutlich wenig auf die Beweglichkeit aus- 
wirken, da in organischen Dampfen zahlreiche Anregungsniveaus sehr 
niedriger Energie existieren. 

Die Genauigkeit unserer Messungen méchten wir mit + 8% angeben, 
doch bezieht sich diese Angabe nicht auf Schwankungen in der Lange 
der Oszillogramme, wie oben schon erwahnt, sondern lediglich auf die 
Ungenauigkeiten bei der Spannungs-, Druck- und Zeitmessung. 


IV. Weiterentwicklung der Elektronenlawine. 


Wie bereits am Anfang bemerkt wurde, tritt bei der Untersuchung 
von Elektronenlawinen in organischen Dampfen die Elektronennach- 
heferung nach einem TowNsEND-Mechanismus bis zu Gasverstarkungen 
von 10’ bis 108 nicht st6rend in Erscheinung. Doch ist auch hier der Gas- 
verstarkung eine Grenze gesetzt, und zwar durch die Umbildung der 
Lawine infolge ihrer eigenen Raumladung. Es erhebt sich die Frage, 
wie weit die durch Eigenraumladung distordierten Lawinen noch als 
Lawinen im TownsenpDschen Sinne (n(x) =e* *) anzusprechen sind. 
Hierzu schatzen wir auf Grund der gebildeten Ladungsmenge die Radial- 
feldstarke am Lawinenkopf ab. 

Unsere Oszillogramme wurden bei «d = 15 aufgenommen, die Lawine 
besteht in dem Falle aus etwa e%“ = 3-108 Ionenpaaren. Denken wir uns 
die gesamte Ladung eines Vorzeichens, z. B. die der Elektronen, in einer 
Kugel vom Radius |/3 D t_ vereinigt (D = Diffusionskoeffizient der Elek- 
trone, tT. — Elektronenlaufzeit), so ergibt sich die Feldstarke F dieser 
Ladungswolke an der Kugeloberflache, dividiert durch die Elektroden- 
feldstairke E,, zu etwa 4%. Das Feld wird also durch den Lawinenkopf 
noch nicht merklich verzerrt, so daB wir 4hnlich wie in der Nebelkammer 
die Impulse als Elektronenlawinenimpulse ansehen kénnen. 


Auch bei weiterer Erhéhung der Verstarkung bis etwa 10% lassen sich 
noch einzelne Lawinenimpulse in organischen Dampfen einwandfrei 
beobachten. Bei diesen Verstarkungen wird sich am Lawinenkopf ein 
anodengerichteter Kanal ausbilden, wie er in der Nebelkammer beobach- 
tet worden ist. Fiir das Impulsoszillogramm bedeutet dies, daB lediglich 
die Elektronenkomponente verdndert wird, auf deren genaueren Verlauf 
hier sowieso nicht Wert gelegt wurde, auBerdem wird die Abklingkurve 
des Ionenstromes (d.h. der Bereich des Impulses, der entsteht, wenn 
die Ionen in die Kathode hineinwandern) auf wenigen Prozent ihrer 
Lange kaum merklich variiert. Im ganzen bleibt also die Impulsform 
die der normalen Elektronenlawine, und die Méglichkeit, einen Impuls 
auf Rechteckform abzugleichen sowie die Ionenlaufzeit zu messen, 


bleibt erhalten. 
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Eine weitere Spannungssteigerung fiihrt zu statistisch verteilten 
Funkendurchbriichen. Im Oszillogramm macht sich das dadurch be- 
merkbar, daB die durch die Elektronen erzeugte Impulsflanke die Aus- 
steuerungsgrenze des Verstarkers innerhalb von Bruchteilen 1 usec 
iiberschreitet. AuBerdem wird ein schwach leuchtender Funkenkanal 
beobachtet. 

In diesen Fallen haben wir es offenbar mit dem Kanalaufbau eines 
Durchschlages zu tun, und zwar mit einem sog. Einlawinenkanalaufbau, 
wie er in reinen Gasen als Durchschlagsform bei Spannungen eintritt, 
die mindestens 5% gréBer sind als die statische Durchbruchspannung. 
Hierbei entwickelt sich aus dem anodengerichteten Kanal der kathoden- 
gerichtete, und in dem hierdurch gebildeten Vorentladungskanal entsteht 
der Funke. 

DaB bei so kleinen pd-Werten wie den vorliegenden dieser Ein- 
lawinenkanalaufbau zustande kommen kann, beruht ganz wesentlich 
darauf, daB der Dampfzusatz die Elektronennachlieferung aus der 
Kathode stark reduziert. Wird der Dampfanteil verringert, so tritt 
zanehmend der Aufbau in Jonisierungsspielen in Erscheinung, d.h. es 
treten Impulsketten auf, die entweder durch Ionen oder durch Photo- 
effekt ausgelést werden. Uber diese Vorginge wird ausfiihrlicher an 
anderer Stelle berichtet werden. 

Die vorliegende Veréffentlichung ist ein Teil einer Diplomarbeit, 
die im Institut fiir Angewandte Physik der Universitat Hamburg unter 
Anleitung von Professor Dr. H. RAETHER angefertigt wurde. Fiir die 
Einfithrung in das Problem und zahlreiche férderliche Diskussionen 
mochte ich Herrn Professor RAETHER herzlich danken. 


Zusammenfassung. 


Die Form des Spannungsimpulses, die ein Plattenzahler beim Durch- 
gang einer Elektronenlawine liefert, wird mit einfachen Ansatzen fiir 
die Stréme, die von den bewegten Ladungstragern influenziert werden, 
berechnet und durch aufgenommene Oszillogramme bestiatigt. Der Im- 
puls besteht demnach aus einer steilen Stirn, die wahrend der Elektronen- 
laufzeit exponentiell ansteigt (ihre Zeitkonstante ist die mittlere Zeit- 
differenz zwischen zwei ionisierenden StéBen), und einem durch die 
positiven Ionen hervorgerufenen Anteil, dessen Amplitude vom Lade- 
widerstand der Kammer abhangt und dessen Lange in enger Beziehung 
zur Laufzeit der positiven Ionen steht, so daB diese leicht daraus er- 
mittelt werden kann. Eine an den Impulsen beobachtete Feinstruktur 
kann als EinfluB von negativen Ionen gedeutet werden. 

Nach dieser Methode wird die Ionengeschwindigkeit in Abhangigkeit 
von E/p im Bereich 60 bis 140 V/cm Torr in Methan, Alkohol und 
Methylal bestimmt. In Methan nimmt v. proportional mit E/p zu, in 
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Alkohol und Methylal macht sich die Erhdhung der Beweglichkeit durch 
unelastische StdéBe geltend. 

Infolge Verwendung organischer Dampfe tritt bis zu Gasverstarkun- 
gen von etwa 10% durch Unterdriickung des y-Effektes keine Weiter- 
entwicklung der Lawine durch TowNsEeNnp-Aufbau ein, die Entladung 
entwickelt sich bei weiterer Steigerung der Gasverstarkung auf dem 
Wege des Einlawinen-Kanalaufbaues zu einem Funken. 
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Elektronen-Nachlieferung bei Lawinenentladungen 
in Gas-Dampf-Gemischen. 


(Ein Beitrag zum Mechanismus des Plattenzahlers.) 


Von 
Ke]. ScCuMIDE: 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. Juni 1954.) 


I. Einleitung. 


In einer fritheren Arbeit [7] wurde die Elektronenlawine im homo- 
genen Feld des Plattenzahlers durch Aufnahme von Stromoszillogram- 
men untersucht. Als Ergebnis dieser Experimente stellte sich heraus, 
daB bei geeigneter Wahl der Zeitkonstanten des Entladungskreises die 
Elektronenlawine einen Rechteckimpuls lefert, dessen Hohe ihrer 
mittleren Elektronenzahl proportional und dessen Lange gleich der 
Ionenlaufzeit t, ist. Damit die Impulse dieser Elektronenlawine das 
Eingangsrauschen des Breitbandverstarkers wesentlich tibersteigen, muB 
der Zahler mit organischen Dampfen gefiillt werden. In reinmen Gasen 
gestaltet der sog. y-Effekt die Entladung um, sobald bei # - d-Werten 
von etwa 10! Torr:cm die Lawine auf etwa 10° Tragerpaare ange- 
wachsen ist: Durch die vom Lawinenkopf emittierte Strahlung werden 
an der Kathode Photoelektronen und durch die zuriicklaufenden Ionen 
Sekundarelektronen ausgelost, wodurch die Entladung selbstandig wird 
und in eine andere Entladungsform umkippt. In organischen Dampfen 
hingegen sinkt der Koeffizient der Elektronennachlieferung, das ist die 
Zahl [’ der von einer Lawine erzeugten Nachfolgelektronen, dividiert 
durch die Elektronenzahl e*“ dieser Lawine, auf Werte <10~8 ab, so daB 
einzelne Elektronenlawinen von 107 und mehr Tragern ohne irgendwelche 
Nacheffekte erhalten werden kénnen. 

Die Frage der Elektronennachlieferung (abgektirzt EN) in Dampfen 
wurde hinsichtlich ihrer Anwendung beim selbstléschenden Zahlrohr 
intensiv bearbeitet und von KorrF [2] zusammenfassend dargestellt. 
Es ergab sich, daB die hierbei wesentliche Eigenschaft organischer 
Molekiile ihre Fahigkeit zur Dissoziation ist. Einmal wird namlich die 
vom Lawinenkopf ausgesandte Strahlung unter Dissoziationserschei- 
nungen absorbiert und kann (bei hinreichend hohem Fiilldruck) nicht 
auf die Kathode gelangen. Ferner neutralisieren sich die positiven Ionen 
vor der Kathode und verbleiben in einem angeregten Zustand, der 
pradissoziationsfahig ist, wenn das angeregte Niveau, charakterisiert 
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durch den Energiewert: Ionisierungsenergie abziiglich Austrittsarbeit 
der Kathode, im Dissoziationskontinuum des Dampfspektrums hegt. 

Bei geeigneter Auswahl von Fiillgas und Kathodenwerkstoff werden 
also die neutralisierten Ionen pradissoziieren, ohne zu strahlen, d.h. sie 
sind nicht imstande, Nachlieferungselektronen zu erzeugen. Die Wahr- 
scheinlichkeit, daB es einem angeregten Molekiil gelingt, vor der Dis- 
soziation durch Photoeffekt oder direkten StoB aus der Kathode ein 
Sekundarelektron auszulésen, ist nach einer von KORFF durchgefiihrten 
Abschatzung von der GréBenordnung 107). 

Um fir das folgende eine eindeutige Terminologie zu haben, wollen 
wir Substanzen wie O,, N,, H,, Edelgase usw. als ,,Gase“ bezeichnen, 
wahrend die Stoffe, die durch ihre Fahigkeit zur Pradissoziation die EN 
in dem oben geschilderten Sinne unterdriicken, ,,Dampfe‘ genannt 
werden sollen (so z.B. auch CH,). 

Auch in Gas-Dampf-Gemischen beobachtet man bei geeigneter 
Zusammensetzung ein Ausbleiben der EN bis zu hohen Gasverstarkun- 
gen. Dies fiihrt Korrr darauf zuriick, daB das Licht wieder — wie im 
Fall reinen Dampfes — von den Dampfmolekiilen absorbiert wird, wah- 
rend die entstehenden Gasionen sich auf dem Wege zur Kathode durch 
StoB mit Dampfmolekiilen umladen, so daB nur Dampfionen die Kathode 
erreichen. 

Das ist jedoch nur méglich, wenn die Ionisierungsarbeit des Dampfes 
kleiner ist als die Ionisierungsenergie des Gases. Im umgekehrten Fall 
sollte keine Umladung stattfinden. AuBerdem sollte bei abnehmendem 
Dampfpartialdruck die loschende Eigenschaft des Dampfes allmahlich 
verschwinden, da die Umladungswahrscheinlichkeit fiir Gasionen ab- 
nimmt. 

Diese beiden Folgerungen der Theorie wurden im Zdhlrohy qualitativ 
gepriift. Korrr konnte zeigen, daB ein methangefiilltes Zahlrohr 
(Ionisierungsspannung 13,1 V) betrachtliche Zugaben von Argon (Loni- 
sierungsspannung 15,6 V) vertragt, ohne daB sich an den selbstloschenden 
Eigenschaften des Zahlrohres etwas andert. Setzt man hingegen Xenon 
(Ionisierungsspannung 12,1 V) zu, so zeigt sich schon bei spurenweiser 
Zugabe eine deutliche Verschlechterung des Plateaus, ein Xenongehalt 
von 3% paralysiert das Plateau véllig, und jeder registrierte Impuls zeigt 
sich auf dem Oszillographen als Kette von Einzelimpulsen. 

FRIEDMAN [3] zeigte, daB in einem mit 200 Torr Argon gefiillten 
Zahlrohr 0,25% CH,Br, fiir den Léschvorgang noch ausreichen, bei 
0,05% treten haufig Mehrfachimpulse auf und bei 0,01 % wird die Ent- 
ladung praktisch kontinuierlich. 

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die EN im ebenen ( Platten-)Zahler 
genauer zu untersuchen. Der apparative Aufbau ist der gleiche, wie er 
bereits frither zur Untersuchung von Elektronenlawinen herangezogen 
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worden war [1]. Es werden Elektronenlawinen erzeugt und oszillo- 
graphisch sichtbar gemacht. Lésen nun bei Steigerung der Gasverstar- 
kung die vom Lawinenkopf zuriicklaufenden Ionen, die fast alle zur 
Zeit t, an der Kathode ankommen, Nachfolgeelektronen aus, so wird 
sich an den Impuls ein zweiter, dritter usf. anschlieBen. Fur die Unter- 
suchung dieser Lawinenfolgen gleicht man die Impulse zweckmaBiger- 
weise nicht auf Rechteckform ab, sondern benutzt den sog. unter- 
abgeglichenen Fall, da sich hierbei der Beginn eines neuen Impulses 
durch eine aufgesetzte Spitze bemerkbar macht und daran leicht kennt- 
lich ist. Fig. 1 zeigt einen unterabgeglichenen Impuls und den theoretisch 
zu erwartenden Impulsverlauf bei drei aufeinanderfolgenden Lawinen. 


to SISer —————— 


Ty 5 A = iO 2 
oo dau. < Fig. 2. 


Fig. 1au.b. a Impuls einer Elektronenlawine, unterabgeglichener Fall. +, ist die lonenlaufzeit. b Impuls- 

verlauf dreier, im Abstand der Ionenlaufzeit aufeinanderfolgender Elektronenlawinen (theoretisch). Die 

erste Lawine ist durch ein Photoelektron der yon auBen kommenden Strahlung erzeugt, die zwei folgenden 
durch die zurticklaufenden Ionen der vorhergehenden Elektronenlawinen. 


Fig. 2. Oszillogramm einer Mehrfachlawine (Lawinenkette). Eine Einfachlawine ist zufallig nachtraglich 
dartibergeschrieben. Zur Deutung der Aufnahme vel. Fig. 1. 


Fig. 2 zeigt als Beispiel das Oszillogramm eines solchen Mehrfach- 
impulses. Erhoht man durch VergréBerung der Verstarkung die EN- 
Wahrscheinlichkeit noch weiter, so treten schlieBlich lange Ketten von 
Impulsen auf, die zur selbstandigen Entladung itiberleiten. Die dazu 
notige mittlere Verstarkung wurde durch Beobachtung der Impuls- 
amplitude auf dem Oszillographen abgeschatzt und als ,,Grenzverstar- 
kung Vg, notiert. Diese ist noch von anderen Parametern der Gas- 
entladung abhangig, in erster Linie vom Dampfpartialdruck und der 
Ionenlaufzeit. Eine quantitative Formulierung dieser Abhangigkeit er- 
laubt es, die oben zitierten Vorstellungen iiber den Entladungsablauf 
experimentell zu _ priifen. 


II. Berechnung der EN-Wahrscheinlichkeit in Gemischen. 


Nach Ablauf der Elektronenlawine bewegen sich die Gasionen zur 
Kathode zuriick. Hierbei stoBen sie mit Dampfmolekiilen zusammen, 
von denen sie mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit umgeladen werden. 
Da die Dampfionen vor der Kathode prdadissoziieren, scheiden sie fiir 
den Nachlieferungsvorgang aus und wir haben unser Augenmerk lediglich 
auf die die Kathode erreichenden Gasionen zu richten. 
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ize) 


Es" sei 

S = Zahl der gaskinetischen StéBe eines Gasions mit Dampfmole- 
kutilen auf dem Weg Anode—Kathode, 

S = Mittlere Zahl der zur Umladung erforderlichen gaskinetischen 
StdBe. 

V = Tonenzahl der Lawine. 

x = Relative Anzahl der Gasionen pro Lawine. 

y = Zahl der von der Kathode emittierten Elektronen pro auf- 
treffendes positives Ion. 

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ion, nach S-StéBen noch nicht um- 
geladen zu sein, betragt (1 —1/S)S xe‘. 

Folglich ist die Zahl der auf der Kathode ankommenden Gasionen 
angendhert gleich der Zahl der entstehenden, x -V, multipliziert mit dem 
Absorptionsfaktor = 

wV ests 
Diese lésen insgesamt 
D=yxVeS, (1) 


Nachfolgeelektronen aus. Wahlt man die Parameter der Gasentladung 
(z.B. Feldstarke und Druck) so, daB etwa gerade jeder Impuls einen 
Nachimpuls besitzt (Auftreten langer Impulsketten), dann ist /’=1 und 
die eingestellte ,,Grenzverstarkung“ V, gehorcht der Gleichung 


nVe=o+ S/S, (2) 
wobei 
In i rie (3) 
gesetzt war. 
Gl. (2) ist der Ausgangspunkt unserer weiteren Untersuchungen. Wir 


wollen sie fiir den Plattenzahler und fiir das Zahlrohr spezialisieren. 


a) Plattenzahler. 
d = Plattenabstand, 
P = Partialdruck des Gases, 
p = Partialdruck des Dampfes, 
V;n—= thermische Geschwindigkeit der Ionen (ungerichtet), 
v, = Driftgeschwindigkeit der Ionen (in Feldrichtung), 
2 = freie Weglange eines Gasions im Dampf von 1 Torr. 
Die Gesamtzahl S der StéBe bekommen wir, indem wir die StdBe 
pro Sekunde mit der Ionenlaufzeit multiplizieren: 
Vin” Pod 
= eer 
Naherungsweise (p< P) nehmen wir an, dab wir uns bei E/P-Werten 
von 100 bis 200 V/cm « Torr im Gebiet des elastischen StoBes der Ionen 
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mit den Gasmolekiilen befinden, dafiir gilt (vgl. z.B. [4]): v,=22,. 
Also ist im Plattenzahler 


InV,=o+2pa/as 


und die Grenzverstairkung bei kleinem p/P nur vom Dampfdruck, nicht 
vom Totaldruck abhingig. Man kann damit die beiden den Nachliefe- 
rungsvorgang kennzeichnenden Parameter, namlich die kathoden- 
abhingige Ausbeute yx und die gemischabhangige StoBzahlS durch 
eine einzige MeBreihe unmittelbar erfassen. 
Mit der Abkiirzung 

2) AS (4a) 
lautet die Gl. (1) 

T= el cme (4) 


die damit die Form einer Absorptionsbeziehung annimmt. Der Dampf 
wirkt wie ein Absorber fiir Gasionen, vergleichbar etwa der Absorption 
von Lichtquanten in einem Gas. 


b) Zahlrohr. 
Nach STEVER |5| betragt die Ionenlaufzeit im Zahlrohr gendhert 
(mit d = Kathodenradius und V = Ladung pro cm Zahldrahtlange) 
IP Gh 
CONS =n 
V 
wobei1 const hauptsachlich die Beweglchkeitskonstante enthalt. Man 
darf im Zahlrohr in guter Naherung mit konstanter Beweglichkeit rech- 
nen, da die E/p-Werte auf dem groBten Teil des Ionenweges < 20 sind. 
Die StoBzahl pro sec ist wieder pv,,/A, so daB Gl. (2) lautet: 
. const U4, s f 
Spater zu diskutierende Messungen mit dem Zahlrohr [6] sind unter 
der Voraussetzung V; ~ const gemacht worden, fassen wir alle in Gl. (5) 
enthaltenen Konstanten, die also nur von der Art des Gemisches und 
der Kathodenbeschaffenheit abhangen, zu einer (Q) zusammen, so folgt 


Pd-pd=Q (6) 
Q = (nV —o)-VeAS/const - v4. (Oa) 


Wir sehen, dab infolge der komplizierten Beweglichkeitsformel die 
Verhaltnisse beim Zahlrohr weit weniger tibersichtlich sind als im Platten- 
zahler. 

Der sinnfalige Zusammenhang mit einem Absorptionsvorgang wird 
in der Formel fiir das Zahlrohr véllig verdeckt, und die GréBen S und o 
sind nur sehr umstandlich aus den gemessenen Werten zu bekommen. 
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III. Experimentelle Ergebnisse. 


Vor dem Beginn jeder MeBreihe wurde die Entladungskammer 
mehrere Stunden lang auf Hochvakuum evakuiert und dann mit der 
Dampfkomponente gefiillt, je nach dem beabsichtigten Mischungs- 
verhaltnis mit Drucken von 5 bis 10 Torr. Ferner wurde ein mit dem 
Rezipienten durch einen Hahn verbundenes VorratsgefaB mehrfach mit 
dem zur Mischung verwendeten Gas gespiilt und schlieBlich auf den 
durch das Mischungsverhaltnis vorgeschriebenen Druck aufgefiillt. Die 


Mischung wurde durch Offnen 
des Verbindungshahnes zwischen 
Rezipient und Vorratsvolumen 
hergestellt. 

Wahrend einer MeBreihe blieb, 
um Verunreinigungseffekte weit- 
gehend auszuschalten, das Mi- 
schungsverhaltnis konstant und 
der Totaldruck wurde durch Ab- 
pumpen mit der Diffusionspumpe 
schrittweise erniedrigt. Aus dem 
bekannten Mischungsverhdltnis 
und dem gemessenen Totaldruck 
ermittelten wir dann den Dampf- 
partialdruck. 


o 70 72 yy 16 78\n Vg 


Fig. 3. Umladung von Argon-Ionen in Methan (J) und 
Alkoholdampf (JZ). Cu = Kupferkathode, 
WO = Wolframoxydkathode. Diskussion im Text. 


a) Messungen mit dem Plattenzahler. 


Fig. 3 zeigt den Verlauf InV, gegen fd fiir die Gemische Argon— 
Alkohol und Argon—Methan. Als Kathodenmaterial wurden Kupfer 
und oxydiertes Wolfram benutzt. Zundchst zeigt sich im Rahmen der 
MeBgenauigkeit der geforderte lineare Zusammenhang mit InV, und pd. 

Zur Messung von V;, ist zu sagen, daB dieser Wert infolge der Streu- 
ung der Lawinen in ihrer Amplitude nur bis auf einen Faktor 3 sicher 
angegeben werden kann, was aber doch noch zu einer befriedigenden 
MeBgenauigkeit fiihrt, da V,; in unser Problem nur logarithmisch eingeht. 

Fiir den ,,Absorptionskoeffizienten“ s (s. S. 270) ergibt sich als Mittel 


aus sechs MeBreihen 


Argon—Alkohol s = 40 Torr cm™ + 20%, 
Argon—Methan s = 14 Torr4cm™ + 20%. 


Fiir S folgt daraus nach Gl. (4a) mit aus vorliegendem Tabellenmaterial 


[7] berechneten Werten fiir /: 


Argon—Alkohol A = 3,6 10°?cm 
Agon—Methan A= 5,9 10°-?cm 


14 StoBe, 


S= 
Si 24 St6Be: 
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Nach 14 bzw. 24 StéBen ist also die Menge der vorhandenen Gasionen 
im Mittel auf den e-ten Teil reduziert. 

Aus den Kurven der Fig. 3 laBt sich auch die GréBe o gewinnen 
und daraus y x, die Ausbeute der Kathode multipliziert mit der relativen 
Anzahl der entstehenden Gasionen. Man erhalt 


Argon—Alkohol—Cu-Kathode 
Argon—Alkohol—WO-Kathode 
Argon—Methan—Cu-Kathode 
Argon—Methan— WO-Kathode 


Auffallend ist, daB zwischen den verschiedenen Kathodenmaterialien 
trotz der groBen Differenz der Austrittsarbeiten (Cu: 4,5 eV, WO: 9,2eV) 
kein Unterschied in der Ausbeute besteht (x ist vermutlich bei gleicher 
Gemischzusammensetzung und etwa gleicher Gasverstarkung konstant), 
daB aber eine deutliche Abhangigkeit von der Dampfart zu erkennen ist. 
Es ist daher wohl anzunehmen, daB sich die Kathodenoberflache mit 
einer Schicht von Dampfmolekiilen beladt, die im wesentlichen die Aus- 
beute bestimmt. 


wee AO? 


yx =1,2°1074. 


b) Diskussion der vorliegenden Zahlrohrmessungen. 

Diese wurden von KRUMBEIN [6] durchgefiihrt. Er erniedrigte bei 
festem Totaldruck den Partialdruck des Dampfes so lange, bis das 
- Plateau des Zahlers noch vorhanden, aber kirzer als 5 V war (von der 
gleichen Gréfenordnung war seine Unsicherheit in der Spannungs- 
messung). KRUMBEIN betont, daB er bei seinen Beobachtungen ganz 
kurz unterhalb der Koronaschwelle der Zahlrohrentladung gearbeitet 
habe, daB also (in unserer Formulierung) /’nahe bei 1 war. Da auBer 
diesem tiber J’ nichts weiteres aus der KRUMBEINschen Messung hervor- 
geht, schatzen wir es durch /’=1 ab und benutzen Gl. (2) zu ihrer Dis- 
kussion. Fir diesen Fall hat KRUMBEIN die Zahl M,, der gaskinetischen 
StéBe berechnet, die ein Gasion auf seinem Weg zur Kathode von den 
Dampimolekiilen erleidet, dies entspricht unserer StoBzahl S. Mj, tragt 
dort die Bezeichnung ,,average least number of collisions to assure 
electron transfer“, eine Definition, der wir uns nur bedingt anschlieBen 
kénnen. Eine kleinste StoBzahl fiir sichere Umladung gibt es nicht, da 
die Wahrscheinlichkeit von S exponentiell abhangt. Man kann nur eine 
Schranke fiir die EN-Wahrscheinlichkeit annehmen, unterhalb der sie 
nicht stért. Die GroBe dieser Schranke ist aber gar keine Gaskonstante, 
sondern hangt ganz wesentlich von der Gasverstérkung ab. LaBt man 
z.B. '=107 zu, so wird dieser Wert bei V = 104 mit einem anderen 
S-Wert realisiert als bei V= 108. Dagegen ist der Wert von S nur eine 
Funktion der verwendeten Gase und Dampfe und daher geeignet, den 
Einflu8 der Gemischart auf den Nachlieferungsproze8 darzustellen. 


Elektronen-Nachlieferung bei Lawinenentladungen. 273 

Um von den KrumBEINschen Werten M,, auf S zu schlieBen, be- 

notigen wir nach Gl. (2) InV; und a. Die Verstarkung am Anfang des 

GEIGER-Bereiches liegt bei einigen 108, weshalb wir InV,=20 setzen. 

o ist nach unseren Messungen etwa 10 (KRUMBEIN gibt hieritber nichts 
an). Demnach ware 


S = M,,/10. 


Nun ist die Abschétzung J’ = 1 
sicher zu ungiinstig, nehmen wir statt 
dessen J7=1% an, dann wird 

S= i,./45. 
Uber die Giite des Plateaus gibt Krum- ' 
BEIN ebenfalls nichts an, es ist jedoch p 
zu vermuten, daB J” zwischen den oben ” 
gegebenen Grenzen hegt. 

Fig. 4 zeigt, daB auch hier das aus 
unseren Uberlegungen folgende allge- 
meine Gesetz #d- Pd =const der Gl. (6) 
naherungsweise erfiillt ist. Eine bessere 
Darstellung der Messungen ware durch 
pd(Pd)?® = const gegeben, doch kann ae Ti a 
dieser Zusammenhang vorlaufig nicht P-d — 
theoretisch gedeutet werden. AuBer- Fig. 4. Umladung von Argon-Ionen in Athyl- 

: : - , 3 azetatim Zahlrohr. MeBpunkte nach Krum- 
dem ist es fraglich, wie welt die p- BEIN. Ausgezogene Linie: pdad- Pd = const, 
Werte fiir extrem kleine Dampfanteile geriesene, Linien pi -(Pid)fs® =aonst., 
(einige 10°°) noch zuverldssig sind. 

Fiir die mittlere StoBzahl, die zur Umladung notwendig ist, ergibt 
sich durch Auswertung der KRuMBEINschen Messungen: 


Areon—Athylazetat S = M,,/10=14, S=M,,/15= 9, 
Argon—Methan SSM MO= 53, & = )15 = 35 
in gréBenordnungsmaBiger Ubereinstimmung mit den beim Platten- 
zahler ermittelten Werten. Eine nahere Diskussion ist leider mangels 


Kenntnis der von KRUMBEIN benutzten Werte fiir die freie Weglange 
und die Gasverstérkung nicht durchfiihrbar. 


70°*\-© 


Ma 


ac 


c) EinfluB des Photoeffektes im Plattenzahler. 


Wir haben bisher bei unserer Betrachtung der EN-Wahrscheinlich- 
keit den Photoeffekt véllig ignoriert. Tatsachlich stért er auch die 
Messungen der Argon—Alkohol—Cu-MeBreihe nicht. Bei allen anderen 
Kombinationen tritt bei sehr hohem Dampfanteil (entsprechend hohen 
Verstairkungen ab etwa e!8) laut Fig. 3 eine charakteristische Veranderung 
der Impulse auf: Die Oszillogramme zeigen statt der charakteristischen 


274 K. J. SCHMIDT: 


Mehrfachimpulse der Ionen-EN Durchschlage mit einer Anstiegs- 
Zeitkonstante von gréBenordnungsmaBig 10° sec. Die beobachteten 
Anstiegszeiten lassen eine Deutung als Einlawinen-Kanalaufbau oder 
Aufbau in Ionisierungsspielen durch positive Ionen nicht zu, weshalb 
wir vermuten, da in diesem Falle durch Photoeffekt ausgeléste Lawinen- 
ketten das Selbstandigwerden der Entladung herbeifithren (Mehr- 
lawinen-Kanalaufbau [8}). 

Die MeBwerte, bei denen dieses Verhalten beobachtet wurde, sind 
als Kreuze in die Fig. 3 eingetragen worden. Man sieht deutlich, wie sie 
aus dem Zusammenhang der iibrigen Punkte herausfallen. Fir den 
Photoeffekt gilt ja in erster Naherung, da die Strahlung des Lawinen- 
kopfes vom Dampf absorbiert wird, ebenfalls fiir die Zahl der Nach- 
folger Gl. (4) mit anderen Konstanten y’, x’ und s’. Fir die Grenz- 
verstarkung, bei der die Entladung durch Photoeffekt selbstandig wird, 
erhalten wir also auch eine Beziehung der Art InV;=o'+s’: pd. Be- 
stimmen wir die Neigung der durch die gekreuzten Punkte gelegten 
Geraden, so werden wir fiir s’, den Absorptionskoeffizienten fiir Lawinen- 
strahlung, auf die GréBenordnung 1 Torr+cm™? gefiihrt. Dies stimmt 
groBenordnungsmaBig tiberein mit dem von ALDER u. a. [9] angegebenen 
Wert fiir den Absorptionskoeffizienten der Strahlung einer Zahlrohr- 
entladung in Alkoholdampf, s’= 0,84 Torr-+ cm. Ausfithrlichere Unter- 
suchungen hieriiber sind im Gange. 

Von allgemeiner Bedeutung ist noch die Frage nach der EN, wenn 
das lonisierungspotential des Dampfes das des Gasanteils tibersteigt. 
Aus energetischen Griinden kann dann, wie oben schon erwahnt, keine 
Umladung wie in den bisher betrachteten Fallen stattfinden, die kritische 
Verstarkung miiBte also in gewissen Grenzen unabhangig von der GréBe 
des Dampfzusatzes werden. Wir untersuchten daraufhin das eingangs 
angefiihrte Gemisch Xenon—Methan auf Ionen—EN. Die Oszillo- 
gramme zeigten entweder einzelne Lawinen oder (bei hGherem Xe-Anteil) 
Impulse, die durch Photoeffekt erzeugten Lawinenketten, wie oben aus~ 
gefiihrt, entsprachen. Bei Steigerung der Verstaérkung traten Kanal- 
durchschlage auf. In keinem Falle wurden durch positive Ionen ver- 
ursachte Impulsketten beobachtet, d.h. beim Aufbau dieser Entladung 
tritt die EN durch positive Ionen gegeniiber dem Photoeffekt um 
GréBenordnungen zuriick. 

Dies ist nicht im Widerspruch zu den frither angezogenen Messungen 
von KorrF [2], denn im Zahlrohr laufen die durch Photoeffekt erzeugten 
Nachfolgelawinen in den Ionenschlauch hinein und beeintrachtigen den 
Entladungsverlauf nicht, da sich das Zahlrohr dann gerade in der Tot- 
zeitperiode befindet. Diese ist sicher beendet, wenn die positiven Ionen 
an der Kathode ankommen, d.h. dieses MeBverfahren erfa®t nur deren 
Nachlieferungselektronen. 
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Die vorliegende Arbeit wurde als Teil einer Diplomarbeit im Institut 
fur Angewandte Physik der Universitat Hamburg ausgefithrt. Dem 
Institutsleiter Professor Dr. H. RAETHER, der die Anregung zu dieser 
Untersuchung gab, méchte ich dafiir und fiir sein stetes Interesse am 
Fortgang der Arbeit meinen besten Dank sagen. 


Zusammenfassung. 


Es werden Stromimpulse von Elektronenlawinen im Plattenzihler, 
der mit einem Gas-Dampf-Gemisch gefiillt ist, oszillographiert. Beim 
Uberschreiten einer gewissen maximalen Amplitude erzeugen die zur 
Kathode zuriicklaufenden positiven Ionen eine Kette von Nachfolge- 
lawinen. Diese Grenzamplitude ist vom verwendeten Gasgemisch und 
vom Kathodenwerkstoff abhangig und kann als Funktion der tibrigen 
Parameter der Gasentladung theoretisch gewonnen werden. 

Die Theorie fuBt auf den herrschenden Vermutungen iiber den 
Mechanismus bei selbstléschendem Zahlrohr und wurde im Plattenzahler 
bestatigt. Auch die vorhandenen Messungen mit dem Zahlrohr lassen 
sich damit erfassen. 

Danach ist die maximale Gasverstarkung (Grenzverstaérkung) von 
der StoBzahl eines Gasions gegen Dampfmolekiile exponentiell abhangig. 
Diese Beziehung vereinfacht sich im Plattenzahler dahin, da8 die Wahr- 
scheinlichkeit fiir die Erzeugung von Nachfolgeelektronen vom Dampf- 
partialdruck exponentiell abhangig wird, wahrend der Gasanteil nur die 
Beweglichkeit beeinfluBt und (bei kleimem Dampfzusatz) nicht in die 
Grenzverstarkung eingeht. 

Bei gewissen Kombinationen von Gas und Kathodenwerkstoff ma- 
chen sich Abweichungen von der Theorie bemerkbar, die unter der An- 
nahme eines kathodischen Photoeffektes verstanden werden kénnen. 
Der daraus zu gewinnende Zahlenwert fiir den Absorptionskoeffizienten 
von Lawinenstrahlung in Dampf stimmt gréBenordnungsmaBig mit den 
Resultaten anderer Autoren tiberein. 
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Zur Begriindung der wellenmechanischen 
Elektronentheorie. 


Von 
WALTER GLASER*. 


(Eingegangen am 4. Juni 1954.) 


Das Verhalten des Elektrons im elektrisch-magnetischen Feld wird vom Standpunkt 

der Wellenmechanik am pragnantesten durch die Diracsche Wellengleichung 

beschrieben. P. Dirac hat seine beriihmte Wellengleichung durch einen genialen 

Linearisierungsproze8 aus der relativistischen SCHRODINGER-GoRDON-Gleichung 

auf formal-mathematischem Wege gefunden. Eine physikalisch einleuchtende Be- 

griindung und Interpretation dieser Wellengleichung gehért daher zu den noch 
offenen Problemen der modernen Physik. 


Im folgenden méchte ich zu zeigen versuchen, daS man auch im Rahmen gewohnter 
Vorstellungen durch eine natiirliche Erweiterung der MAxweri-Lorentzschen 
Elektronentheorie zu einer wellenmechanischen Elektronentheorie gelangen kann. 
In einer bestimmten Interpretation ist diese im kraftefreien Fall mit dem D1rRaAc- 
schen Gleichungssystem aquivalent. Wenn man aber die Betrachtungen in einer 
Richtung weiterfiihrt, die von derjenigen der konventionellen Deutung verschieden 
ist, so scheint es, da man auf diese Weise zu einem Verstandnis der inneren Struk- 
tur des Elektrons gelangen kann. Der Grundgedanke unserer Theorie besteht darin, 
da8 wir im Vakuum eine (verborgene) Magnetisierung annehmen, die so bestimmt 
wird, daB sie in den makroskopischen LorRENtTzschen Bewegungsgleichungen nicht 
in Erscheinung tritt. Dies ist die eigentliche Wurzel des Elektronenspins. Als ein 
wesentliches Ergebnis werden wir eine endliche Ruhenergie des Elektrons und einen 
damit in Zusammenhang stehenden ,,Elektronenradius‘‘ sowie den (anomalen) 
Faktor e/mec zwischen Eigendrehimpuls und magnetischem Moment erhalten. 
Elektronenradius, Bourscher Radius, DE BROGLIE- und Compron-Wellenlange er- 
scheinen in unserer kovarianten Fassung der Wellenmechanik des Elektrons in 
einheitlicher Weise jeweils als eine ,,charakteristische Lange‘ einer Ladungsvertei- 
lung bzw. genauer als reziproker Betrag eines Vierervektors von der Dimension 
einer reziproken Lange. Die Theorie ergibt fiir das Elektron ein kleines, zusatz- 
liches magnetisches Moment zu dem vom Spin herriihrenden Moment, das gleich 
ist dem Produkt aus Elektronenladung und Elektronenradius. Um unseren Ge- 
danken auszufiihren, wollen wir zunachst die Grundlagen der LorEentzschen 
Theorie so fassen, daB sie eine geeignete Ausgangsbasis fiir ihre wellenmechanische 
Erweiterung bilden. 


1. Die Definition der FeldgriBen. 


Die elektrische Feldstarke © definieren wir durch die an der Einheits- 
ladung hervorgebrachte mechanische Leistung: 


CoS = oe (1) 


Zur Begriindung der wellenmechanischen Elektronentheorie. 2F 


Mierbei bedeuten g und w Impuls und Energie pro Ladungseinheit, » ist 
die Geschwindigkeit. Denkt man sich eine Impulsverteilung q(x, y, z, 2) 
und eine Energieverteilung (x, y, z, t) gegeben, so gilt auf Grund des 
Energiesatzes (1) 


a Ou. Og 
du=vdq, Tie (2) 
und (4) kann in der Gestalt 
ee Cu og 
& v = vgradu + ai = veted wey (3) 


geschrieben werden. Die Auflésung dieser Gleichung nach & ergibt 


© = gradu + “84 Cx, (4) 


wobei © (x, y, z, f) ein willkiirliches, vom Ort und der Zeit abhangiges 
Vektorfeld bedeutet. Wenn wir speziell ©=0 annehmen, haben wir 


= 


co ag 
© = gradu + Bic (5) 
Wir bilden von (5) den Rotor 
— es 
rot & 5p 10t G (6) 


und definieren mit der Dimensionskonstante c von der Dimension einer 
Geschwindigkeit eine weitere FeldgréBe 8 durch die Gleichung 


| B= —crotg|. (7) 


Die Konstante c wurde in (7) eingefiihrt, damit die ,, magnetische Feld- 
intensitat 6‘ die gleiche Dimension erhalt wie die elektrische Feld- 
starke. Aus (6) und (7) folgt die zweite MAxwe.tische Gleichung 


rot E +B =0 |. (8) 


Ferner gilt nach (7) a eee 
| div 3 = 0 re (9) 


2. Die LoRENTZschen Bewegungsgleichungen. 


Wir wollen zeigen, daB in den Definitionen (5) und (7), die wir auf 
Grund des Energiesatzes erhalten haben, bereits die LoRrENtTZschen Be- 
wegungsgleichungen implizit enthalten sind. Man hat zunachst die 


Vektoridentitat 


dg _ 9 a 
a, = oe t otad (v9) Doarot ¢.. (10) 


19* 
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Durch Unterstreichen ist hiebei angedeutet, daB der entsprechende Vek- 
tor bei der Differentiation konstant zu halten ist. Aus dem Energie- 


satz (2) 
pdg =d(v q) = grad (bg) dr+ b <8 dé = gradudr-+ a: (11) 


folgt 
grad (b g) = gradu. (12) 
Die Gl. (10) geht damit tiber in 
Gh as fee ee 
Tae grad u + apes rot g. (13) 


Auf Grund der Definitionen (5) und (7) ist (13) mit 


ag ae nN 
# = E+ — (0x8) (14) 


gleichbedeutend. Durch (14) werden aber die LORENTZschen Bewegungs- 
gleichungen wiedergegeben. 


3. Das Vakuum als Medium nut verborgener Magnetisierung. 
Ersetzt man in den LORENTZschen Bewegungsgleichungen (14) den 
Vektor 6 durch 


B= hHh—R+xd, (45) 
so gehen sie tiber in 
CM gs 1 S 
ee S : (p< Jt) ++ = (Op) 5 (16) 
Schreibt man 
D=E-- (vx 2), (47) 
so ergibt sich 
dg 1 . 
a= D+ FOX) |. 18) 


Die Substitutionen (45) und (17) kénnen als die Einfiihrung einer 


Magnetisierung It 
4x M=N— xv, (19) 


bzw. einer dazugehérigen elektrischen Polarisation % 
cana 
4a B = — (Mx »v) (20) 


angesehen werden. Durch Vergleich von (14) mit (18) erkennt man, 
daB durch diese Magnetisierung und Polarisation die LorENTzschen 
Bewegungsgleichungen nicht verandert werden. 
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Versuche im Vakuum, die allein auf den Lorentzschen Bewegungs- 
gleichungen beruhen, z.B. e/m-Bestimmungen mittels Ablenkung im 
elektrisch-magnetischen Feld werden uns daher veranlassen, im Vakuum 
allgemein 

DS=C€ wd B= (21) 


zu setzen |und zwar bei Verwendung eines der absoluten MaBsysteme, 
in denen ©, D, 8 und § dimensionsgleich sind. Im praktischen Mab- 
system werden wir entsprechend zu (21) 

a, Oe oi, (21 a) 
setzen |. 

Im Rahmen der geometrischen Elektronenoptik, die allein auf den 
LORENTZschen Bewegungsgleichungen beruht, ergeben sich trotz dieser 
(falschlichen) Gleichsetzung (21) bzw. (21a) von € und D bzw. B und § 
richtige Ergebnisse?. 

Wir miissen aber darauf gefafit sein, daB sich bei gewissen anderen 
Untersuchungen die Wesensverschiedenheit von € und D bzw. 8 und § 
bemerkbar macht. Derartige Versuche werden also die im allgemeinen 
auch im Vakuum mdglicherweise vorhandene Magnetisierung in 


B= H—4nM (22) 
und die dazugehorige Polarisation in 
D=C€+4n7E (23) 


offenbaren. Wir werden zeigen, daB hierin die Wurzel fiir den Elektro- 
nenspin liegt. Eine auf (18) und (20) konsequent aufbauende Elektronen- 
theorie wird namlich in nattirlicher Weise zu einem Gleichungssystem 
fiihren, das mit dem Diracschen dquivalent ist. 

In (45) und (17) wollen wir die Geschwindigkeit » durch den Impuls g 
und die Energie w pro Ladungseinheit ersetzen. Auf Grund von 


g = md, “= me (24) 
gilt 
— An (25) 


Die Gl. (17) und (19) gehen dadurch iiber in 
» 2 
D=E-c(gx™), snm=n—*~K yg. (26) 


1 Dies steht in einer gewissen Analogie zu den auf ganz anderen Grundlagen 
beruhenden Betrachtungen von N. Bour, N. F. Mort, C. G. Darwin und W. PAULI, 
die sich mit der Unméglichkeit, den Elektronenspin durch Ablenkversuche nachzu- 
weisen, befassen. Vgl.z.B.L.pE BrocuiE, L’électron magnétique, Paris 1934, S.272 
und die dort angefiihrte Literatur; ferner N. F. Morr und H. S. Massry, Theory 
of atomic collisions, Oxford 1949, S. 61. 
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§ ist ein willkiirlicher ortsabhangiger Vektor; ebenso ist x ein beliebiger 
ortsabhangiger Skalar. Fiir den Vektor %t/w schreiben wir weiterhin $ 


an CH . CH : 
und fiir —~ setzen wir o =——. Wir erhalten so 
Uu Uu 


©) 
| 


= €—cgx3 
=)—u3+cog 


a 


(27) 


3 
| 


Man erkennt, daB der Vektor 8 die Dimension einer reziproken Lange 
besitzt. Das gleiche gilt fir o. 
(Zwischen dem Impuls g der Ladungseinheit und der Strémungs- 


geschwindigkeit » kénnten wir statt der Beziehung (25), welche in der 
Gestalt 


| 


q v (28) 


die Aquivalenz von u/c? mit einer tragen Massendichte bedeutet, all- 
gemeiner die Relation 


2 ry 
PE Ae Beech g (29) 


u a4 Uu oO 


voraussetzen, wobei y eine zunachst beliebige Ortsfunktion darstellt. 
An Stelle von (27) treten dann die etwas allgemeineren Gleichungen 


D=C—cgxs$ 


O 
B= H— 1 —y) us eog. (30) 


Man tiberzeugt sich unmittelbar, daB die Invarianz der LORENTZschen 
Gln. (14) auch bei der Substitution (30) gewahrt bleibt. Wir wollen 
jedoch weiterhin y=0O setzen]. 

Bei einer LORENTZ-Transformation transformieren sich bekanntlich 
& und B, D und § wie schiefsymmetrische Tensoren zweiter Stufe. 
Der Impuls g und die Energie w bilden zusammen einen Vierervektor. 
Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, daB der Zusammenhang (27) 
relativistisch invariant ist, wenn § und o zusammengenommen sich wie 
ein Vierervektor transformieren. 


4, Die Feldgleichungen des kraftefreien Elektrons. 


Die einfachste Annahme, die wir iiber den Vierervektor 8, 0 machen 
k6énnen, ist die, daB wir ihn als konstant voraussetzen. Wir werden er- 
warten, da8 dadurch das kraftefreie Elektron dargestellt wird. Auf 
Grund der Vektorbeziehung (3 konstant) 


rot (g X$) = grad (8 g) — 8 x rot g — 3divg (31) 
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erhalten wir aus (8) und (9) auf Grund von (27) Feldgleichungen fiir 
® und §. Mit den beiden relativistischen Invarianten 


G=cdivg+ tte, F=cg3—uo (32) 
: ‘ 
lauten sie 
rot +oD=— + §+49x3+G63—eradF (33) 
div6+cG=9s——F . (34) 


Cc 


Das zweite Gleichungspaar, das uns zum System der Feldgleichungen 
noch fehlt, kénnen wir aus Symmetriegriinden in der Gestalt 


rot §-—o = | D+Dxs+ Fs —gradG (35) 


iv S) ae ele Ay: 
div2—cF= 84 ae (36) 


annehmen. 

Gegeniiber (33) und (34) ist in (35), (36) lediglich der Vorzeichen- 
wechsel bei den zeitlichen Ableitungen und der zeitlichen Komponente o 
zu beachten. Es sei bemerkt, daB das Gleichungssystem (33) bis (36) 
gegentiber LoRENTZ-Transformationen invariant ist, somit dem Rela- 
tivitatsprinzip geniigt. Einen direkten Beweis werden wir spater kennen- 
lernen. 


5, Die SCHRODINGER-GORDON-Gleichung. 

Aus dem System der Feldgleichungen (33) bis (36) kénnen wir alle 
FeldgréBen bis auf eine eliminieren. Wir wollen die Differentialgleichung, 
denen jede FeldgréBe einzeln geniigen muB, bestimmen. Die Elimination 
geht in ganz ahnlicher Weise vor sich wie im analogen Fall bei den Max- 
weLlschen Gleichungen. Durch Anwendung der Divergenzoperation 
auf (33) erhalten wir mit Bentitzung der anderen Gleichungen: 


AF — F(#—o*) — F =0. (37) 


Wenn wir den invarianten Betrag des konstanten vierdimensionalen 
Vektors 8,0 mit k bezeichnen 


327 og? =k? |, (38) 
wobei k eine reziproke Lange bedeutet, geht (37) in die SCHRODINGER- 


Gorpon-Gleichung 
AF—F—-BF=0 (39) 
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iiber. Analog ergibt sich durch Anwendung der Divergenzoperation 
auf (35) be 

AG—{G—PG=0. (40) 
Durch nochmalige Anwendung der Rotation auf (33) erhalt man mit 
Riicksicht auf die anderen Gleichungen 


AD— D-H D=0 (44) 
und analog aus (35) . 
A$—{§—FPH=0. (42) 


Alle unsere FeldgréBen gentigen also der kraftefreien SCHRODINGER- 
Gorpon-Gleichung. Das System unserer verallgemeinerten MAXWELL- 
LorentTzschen Feldgleichungen (33) -bis (36) leistet also insofern das 
gleiche wie die Drrac-Gleichung, als es eine Linearisierung der SCHRO- 
DINGER-GORDON-Gleichung darstellt. Gegeniiber den Drrac-Gleichun- 
gen, welche wesentlich komplex sind, stellt es aber ein reelles Gleichungs- 
system dar. Man kann zeigen, daB die Dirac-Gleichungen tatsachlich 
nichts anderes als eine komplexe Zusammenfassung dieses Gleichungs- 
systems in einem bestimmten LORENTZschen Bezugssystem darstellen. 
Wir wahlen ein LORENTZ-System derart, daB in ihm die zeitliche Kom- 
ponente o des Vierervektors $= (s,, s,,S,,0) verschwindet. Wir brau- 
chen dazu nur ein in der x-Richtung fortschreitendes System einzu- 
fiihren, dessen Translationsgeschwindigkeit v durch 


Gee 
¢=———_=0; dh w=e2 (43) 
/ v Sy, 
-3 
bestimmt ist. Ferner legen wir die z-Achse dieses Koordinatensystems 
in die Richtung des konstanten Vektors 8. Schreibt man fiir diese 
Koordinatenwahl die Feldgleichungen (33) bis (36) in Komponenten an, 


so 1aBt sich das entstehende Gleichungssystem in komplexer Gestalt 
zusammenfassen, wenn man setzt: 


W=iD,—F, Y%=iD,—D,, YW=H,+1G, Yi,=H,+71H,. (44) 
Durch diese Zusammenfassung erhdlt man 


Eg ran+ (td —Ams | Bao 


c Ot ane ay - 
os ee ac ae 
Ce yee | ve 
ree ace ay) te pe =O: 


Zur Begriindung der wellenmechanischen Elektronentheorie. 283 


Diese Gleichungen stellen das System der Drrac-Gleichungen im 
kraftefreien Fall dar, wenn man die reziproke Lange k = = (rezi- 
v 


proke CompTon-Wellenlange) setzt, (was wir jedoch spater im allgemeinen 
nicht tun werden). Man erkennt also, daB8 die Drrac-Gleichungen als 
eine bestimmte komplexe Darstellung unserer Feldgleichungen in einem 
speziell gewahlten LorRENTz-System angesehen werden kénnen. Real- 
und Imaginarteil der Drracschen Wellenfunktionen ¥Y4, und Y%4, bestim- 
men dabei nach (44) die elektrische Felderregung D, wahrend der Real- 
und Imaginarteil von ¥% und Y, die magnetische Felderregung liefern. 

LaBt man den Vierervektor 8, o und damit auch & gegen Null gehen, 
so erhalt man in (33) bis (36) die MAXweEttschen Gleichungen des Lichtes 
(bei der speziellen Normierung G=0). DaB sich die MAxwettschen 
Gleichungen in einer Art von Drrac-Gleichung formal zusammenfassen 
lassen, darauf ist zuerst von C. G. DARWIN! hingewiesen worden. Wir 
wollen aber wegen der spater zu erérternden Forderung der relativisti- 
schen Kovarianz unserer Feldgleichungen auf den formalen Zusammen- 
hang (44) und (45) kein zu groBes Gewicht legen. 

In ganz analoger Weise wie in der MAXweEttischen Theorie kann aus 
den Gln. (33) bis (36) das Analogon zum Poyntincschen Satz herge- 
leitet werden. Man braucht dazu nur Gl. (33) mit § zu multiplizieren 
und davon die mit D multiplizierte Gl. (35) zu subtrahieren. Mit Riick- 
sicht auf (34) und (36) erhalt man so 

Ort tae Saar es ; 
dive(Dx$+FH-G2)+1 2 aig r+ e | es 
= 2co(FG — Df). | 


Fir den Fall o=0 findet man so den Erhaltungssatz 
divS +“ =o, (47) 


wobei die ,,Dichte der Energiestrémung S‘‘ und die ,,Energiedichte w" 
durch 
S=c(DxH+FH-GD), w=t(P+H+R4C6) (48) 


gegeben sind. Auf Grund der Korrespondenz (44) kann man zeigen, dali 
(48) mit den Drracschen Strom- und Dichtedefinitionen tibereinstimmt. 

Die vorhergehenden Betrachtungen kénnte man als einen zur DIRAc- 
Gleichung fiihrenden physikalischen Weg auffassen. Dagegen erheben 
sich aber sogleich eine Reihe kritischer Bedenken, vor allem vom Stand- 
punkt der Relativitatstheorie. Unsere Feldgleichungen erscheinen von 
vornherein in relativistisch invarianter Gestalt. Der Poyntincsche 


1 Darwin, C. G.: Proc. Roy. Soc. 118, 654 (1928). Vgl. hiezu auch CL. SCHAE- 
FER, Einfiihrung in die theoretische Physik, Bd. III/2, Berlin 1951 und die auf 
S.456 stehenden Bemerkungen. 
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Vektor G, zusammen mit der Energiedichte w, aber stellen in diesem 
Rahmen keinen Vierervektor dar. Bereits in der urspriinglichen Max- 
WELL-LORENTzschen Theorie gehorchen beide GréBen als zeitliche Kom- 
ponenten des Energie-Impulstensors einem komplizierteren Transfor- 
mationsgesetz!. Dies ist daher um so mehr in unserer erweiterten 
Theorie der Fall. AuBerdem ist die Bedingung o=0 fiir die Giiltigkeit 
von (47) relativistisch nicht invariant. Bei Drrac aber wird (48) als 
Vierervektor angesehen. Dies kann allerdings nur dadurch erreicht 
werden, da8B man die ¥%4,%, %, ¥% als GréBen von eigentiimlichem 
Transformationscharakter, namlich als sog. Spinoren auffaBt. 

Wenn man unseren Standpunkt, der von einer ,,verborgenen“ 
Magnetisierung ausgeht und von vornherein zu relativistisch invarianten 
Feldgleichungen fiihrt, als richtig annimmt, so bezégen sich die DIRAc- 
schen Gln. (45) auf ein spezielles LoRENTZsches Bezugssystem, sie 
stellten also sozusagen in relativistischer Hinsicht schon ein verstiimmel- 
tes Gleichungssystem dar. Die Korrespondenz (44) kann daher auch 
keinen invarianten Charakter besitzen. Man kénnte auf diesem Stand- 
punkt zu der Ansicht gefiihrt werden, daB der in Gl. (48) gegebene 
Stromausdruck gar nicht die wahre Ladungsstr6mung bestimmen kann. 
Tatsachlich werden wir im Rahmen unserer Betrachtungen in konse- 
quenter Weise zu einem (anderen) Viererstrom gefiihrt, der dem Er- 
haltungssatz gentigt und von vornherein eine bestimmte physikalische 
Bedeutung hat. 


6. Der Viererstrom. 

Die beiden Feldgleichungen (33) und (34) stellen nichts anderes als 
das zweite Paar der MAXWELLschen Gln. (8) und (9) dar. Die beiden 
anderen Feldgleichungen (35) und (36) mtssen daher, wenn man sie 
auf © und % umschreibt, dem ersten Paar der MAxwettschen Glei- 
chungen entsprechen und daher Strom- und Ladungsdichte liefern. 


Wenn wir daher in (35) und (36) aus (27) fiir D und § einsetzen, 
erhalten wir 


rot B— 1G = 0g (s—o%) — grad (edivg + “| (49) 
und 


div © = u (# —o%) + divg+— 4. (50) 


Entsprechend den Maxwettischen Gleichungen 


tol Bi Se a (54) 


div © = 4x 0 (52) 


1 Vel. z.B. Lauz, M.v.: Die Relativitatstheorie, Bd. I, Braunschweig 1952, 
S. 92, Gl. (13.14) und Gl. (43.144). 
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k6énnen wir daher die rechten Seiten von (49) baw. (50) als Strom- und 
Ladungsdichte ansehen: 


Acadia 2 as ; oot 
b= SOR § — grad (edivg +) (53) 


und 


(54) 


Indem man 8 und € in (51) nach (5) und (7) durch g und w ausdriickt, 
erhalt man fir den Impuls g mit Riicksicht auf (53) die grundlegende 
SCHRODINGER-GORDON-Gleichung 


[4o~ S8- Ha =o]. (55) 


Ebenso folgt aus (52) und (54) dieselbe Gleichung fiir w: 


| Au a ru=0 (56) 


Die Strom- und Ladungsdichte (53) bis (54) kann auch in der Gestalt 


<i =ch*g—gradG (57) 


geschrieben werden, wobei G die relativistische Invariante (32) bedeutet. 
Hieraus folgt, da sowohl — gradG, —G wie auch cq und uw zusammen 
je einen Vierervektor darstellen, daB die in (57), (58) definierte Strom- 
und Ladungsdichte einen Vierervektor bilden. Daraus ergibt sich, daB 
die Gl. (51), (52) relativistisch invariant sind. Da diese Gleichungen aber 
nur eine Umformung von (35), (36) darstellen, ist somit die relativistische 
Invarianz auch fiir dieses Gleichungspaar erwiesen. 
Selbstverstandlich hatten wir durch Einfiihrung eines Polarisations- 


tensors M**: . 
Ht =F * 445M", (59) 


wobei H‘* den Tensor der Felderregung! und F’* den Feldtensor bedeutet, 
yon vornherein vierdimensional rechnen kénnen und so die relativisti- 
sche Invarianz unserer Feldgleichungen unmittelbar zum Ausdruck 
bringen kénnen. 


1 Siehe z.B. BECKER, R.: Theorie der Elektrizitat, II. Bd., S. 330. Leipzig 1933. 
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Der Erhaltungsatz 
3 4 divi=0 (60) 


ist auf Grund der beiden SCHRODINGER-GORDON-Gleichungen (55) und 
(56) fiir g und w identisch erfiillt. Wenn man Gl. (56) mit 8, CL (55) 
mit co multipliziert und die zweite von der ersten subtrahiert, erhalt 
man wegen (27), d.h. 

4 MN = us—cag (61) 


die SCHRODINGER-GORDON-Gleichung auch fiir {t, dann folgt sie wegen 
(22) und (42) auch fiir 8; ebenso gilt sie auch ftir € und %. 
Wenn man (57) und (58) in der Gestalt 


; ( G 
= vor [3 — grad = (62) 
und 
CG. 
4ng=B(u+ 5) (63) 
schreibt, erkennt man folgendes: ersetzt man g und w durch 
G= 9 —grad'W, (64) 
——. aw 
4=u+t =a (65) 
wobei W durch 
1 ate diets 
Wi a C= os [div q+ a") (66) 


isch g (67) 
4nz0 = hu (68) 


und die durch t= ev definierte Strémungsgeschwindigkeit » ergibt sich 
daraus zu 


nw 


— (69) 


$1] 


Diese Gleichung stellt aber gerade den relativistischen Zusammenhang 
zwischen Impuls und Geschwindigkeit dar. Die Substitution (64), (65), 
(66) kann aber stets vorgenommen werden, da sie — ausgefithrt mit einer 
beliebigen Funktion W — nach (5) und (7) das Feld © und 8 ungeandert 
laBt. (Eichtransformation.) Zu ein und demselben Felde gehoért also 
eine ganze, die willkiirliche Funktion W enthaltende Mannigfaltigkeit 
von Energie- und Impulsverteilungen w und g. Wenn wir daher von 
einer beliebigen, der SCHRODINGER-GORDON-Gleichung gentigenden 
Energie-Impulsverteilung ausgehen, so kénnen wir stets mittels der 
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Substitutionen (64) bis (66) zu einer neuen Verteilung #@ und @ iiber- 
gehen, fiir welche die Strémungsgeschwindigkeit » durch die relativi- 
stische Formel (69) definiert ist. Mit w und g gentgt dann auch wegen (40) 


vs di rss: = Avs 2 1 1A 5 = 
I Gare g—kg=Agq ad hq _pgrad( AG al iG) =0 (70) 
und analog # der SCHRODINGER-GoRDON-Gleichung. 

Im allgemeinen Fall ware » durch 
_ 2(g — grad [ch 


v : 
u+G/ck? 


(71) 
gegeben. Wir kénnen uns aber w und g stets im obigen Sinne normiert 
denken, so daB die Relation (69) gilt und Strom und Dichte durch die 
einfachen Formeln (67) und (68) gegeben sind. 

Der Erhaltungssatz besagt dann, daB zwischen wu und g die Bedingung 


“+ cdivg=0 (72) 


besteht oder mit anderen Worten, daB die relativistische Invariante G 
verschwindet. 


7. Die charakteristischen Gripen des Elektrons. 

Mit der Kenntnis der Ausdriicke (53), (54) bzw. (67) und (68) fir 
Strom und Ladungsdichte, die einer bestimmten Energie-Impulsvertei- 
lung entsprechen, kénnen wir alle interessierenden Eigenschaften des 
Elektrons berechnen. Wir nehmen dabei an, daB das Elektron in unserer 
feldmaBigen Auffassung eine gewisse, mit der SCHRODINGER-GORDON- 
Gleichung vertragliche Energie-Impulsverteilung darstellt, zwischen der 
wir noch die Normierungsbedingung (72) voraussetzen kénnen. Zu 
dieser Energie-Impulsverteilung gehért dann die Strom- und Ladungs- 
dichte (67) und (68). 

Die Gesamtladung wird nach (68) 


C= qa feat 


4 


(73) 


Da u die Energie pro Ladungseinheit ist, findet man die Energiedichte 
durch Multiplikation mit der Ladungsdichte @ aus (68). Die Gesamt- 
energie U ist daher: 


(Cf = Dia — vs [rear 


Analog ergibt sich der Gesamtimpuls ©: 


(74) 
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Der Drehimpuls wird 


[i= fixenar=— fucxoar| (76) 


und der Ladungsschwerpunkt t, wird durch 


(77) 


é 


oe 1 2 k2 i? 
ee t dt= | udt 
| @ 4me, 


definiert. a 
Der Massenschwerpunkt bzw. Energieschwerpunkt tf,, ist dagegen 
durch 


t= 4 fruedt = [ eutdr (78) 


cae G an U , 


gegeben. Ladungs- und Massenschwerpunkt fallen also im allgemeinen 
nicht zusammen}. 

Das magnetische Moment einer Stromverteilung wird nach einer all- 
gemeinen Beziehung der klassischen Elektronentheorie? 


ti ~ [ (exi) ar. (79) 
Aus (67) folgt somit? 
ch i . ej 
Moe | (exo) az (80) 


Zu diesem magnetischen Moment kommt noch das von der Magnetisie- 
rung Yt herrithrende Moment 


fudr— <2 [gar (81) 


hinzu. 


8. Die statische Lésung. (Eigenschajten des Elektrons.) 


Eine zeitunabhangige Lésung der Feldgleichungen verlangt nach (55) 
und (56), da Energie- und Impuls pro Ladungseinheit den beiden 


+ Das Auseinanderfallen von Ladungs- und Massenschwerpunkt ist gerade die 
kennzeichnende Eigenschaft des Dipolteilchens, wie es von H. HOnNtL, A. PAPAPE- 
Trou und F. Bopp als klassisches Modell des Diracschen Elektrons behandelt 
worden ist. Siehe z.B. Ergebn. exakt. Naturw. 26 (1952). H. Hont: ,, Feldmechanik 
des Elektrons und der Elementarteilchen‘‘ und die dort angefiihrte Literatur. 

* Vel. z.B. Becker, R.: Theorie der Elektrizitat, Bd. II, S. 116, Gl. (2a) 
Leipzig 1933. 

* Man kann sich iiberzeugen, da® fiir die Giiltigkeit von (80) die Normierung 
(72) nicht notwendig ist. 
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Differentialgleichungen 
Au— ku=0o0 82 
und a 
Ag—kg=0 (83) 


gentigen. Da die Gesamtladung (73) und das magnetische Moment (80) 
endlich bleiben miissen, hat man die Differentialgleichungen (82) und 
(83) unter den Randbedingungen 


J uwdt = endlich; J (t x 9) dt = endlich (84) 
zu losen. 
Die allgemeinen Lésungen von (82) und (83) lauten: 
fone) i 
“= we ee (cos ®) (a;" cos mp + 6” sin m q) - y(tkr), (85) 
1=0 m=0 
ate 
q = a 2B (cos #) (a;" cos m + bf' sin m p) —— Hy. , y(vkr). — (86) 
-—f 7s — ji Ry 
Hiebei bedeuten "(cos #) Kugelfunktionen, Ay, (tkv) HANKEL- 
Funktionen der angegebenen Ordnung und «", 7", aj" und bj” beliebige 
skalare bzw. vektorielle Konstanten. 
Die Berechnung von (84) mit Hilfe von (85) und (86) zeigt, daB 
wegen der Singularitat der HANKEL-Funktionen im Nullpunkt nur die 
Werte /=0 und /=1 in Frage kommen. Wir erhalten so 


by ++ by y+ b2z | 1 e—kr 
u 4 + —-|| —— 8 
U ic kyr ) y ? ( 7) 
a 4 ] p—kr : ‘ 
Be = |, Aes Ree + ail a (88) 
und entsprechend die anderen Komponenten. f, by, ...; dy, ++.) Uys +>: 


sind beliebige Konstanten. 
Die dem Elektron entsprechende Ladungs- und Stromverteilung ist 
also nach (53) und (54) auf Grund von (87) und (88) gegeben durch 


} e—kr (89) 


V ? 


Ano = |B + * ee =| 


ome kr ia) Cisse 
= (div q). (90) 


a, +27 (1+ 2))- 


4m - 2 
= ee 


Fir die Elektronenladung —e erhalt man 


AS 


* f [p+ Ee (4 + ret ae ar, (91) 


=i, 
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wobei dQ das Raumwinkelelement bedeutet. Wegen 


(2dO=6, fyi 0, (242 0 (92) 
und 
| Oe i e (93) 
folgt 
|bB=—e): (94) 


Die Gesamtenergie U fiir das kugelsymmetrische Elektron (6 =0) wird 


= [owdt= Ff trdrdQ = Re fe** ar, 


0 


also 
| Cee (95) 
und der Gesamtimpuls & ergibt sich nach (75) zu 
© = —teka. (95a) 
Da U und c® zusammen einen Vierervektor bilden, ist 
U2 072 Us, (96) 


wobei wir mit U, die Ruhenergie des Elektrons, also fiir & =0 bezeichnet 
haben. Nach (95) haben wir 

Uy =4e hy (97) 
zu schreiben; 1/k) bedeutet somit fiir das ruhende Elektron eine charak- 


teristische Lange. Aus dem Energiesatz folgt mit (96) die Elektronen- 
geschwindigkeit b zu 


ere 
eo. (98) 
Nach (95) ist also 
Rileae m= ol ko 
& = e yee (99) 


Wenn man aus (95), (97) und (99) in (96) einsetzt, erhalt man 


= 
ke (1 — 7 =k, (100) 
so daB (99) in der Gestalt 
Gee 104 
ee (104) 
Ps ah 


geschrieben werden kann. Die Konstante 


Ro e? 
2c2 


My = (102) 
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in (101) stellt also die Ruhmasse des Elektrons gemaB 


ee ee 
| noes (103) 
Cc 
dar. Aus (102) folgt der ,,Elektronenradius‘‘ > Say Al 
0 
elec 
hee Be Dery | we 


Seine eigentliche Definition ist in der dem ruhenden Elektron ent- 
sprechenden kontinuierlichen Ladungsverteilung 


{ Tr 
€ => 
-eé r 


Chini Gan 5 4 (105) 
bzw. in 
pee (106) 
0 fodt é 


enthalten. Mit (102) erhalt man fiir die Ruhenergie (97) des Elektrons 
den Wert 
Uy = Ih 07. (107) 


Damit hat die Elektronenmasse ihre feldmaBige Deutung gefunden. Es 
ist bemerkenswert, daB sich in unserer Theorie ein endlicher Wert fiir 
die Ruhenergie ergeben hat. Sie kann nach (104) und (107) auch durch 
2 
U,= + - (108) 
ausgedriickt werden, also als iibliche elektrostatische Energie einer 
Ladung e angesehen werden, die auf der Oberflache einer Kugel vom 
Radius 7, gleichmaBig verteilt ist. Dies ist jedoch nur eine fikitive 
Deutung sowohl der Elektronenladung wie des Elektronenradius. Die 
eigentliche Bedeutung liegt in (105) und besagt, daB die dem Elektron 
entsprechende kontinuierliche Ladungsverteilung wesentlich auf eine 
Kugel vom Radius der GréBenordnung 7, beschrankt ist. 
Die Energie des (bewegten) Elektrons wird nach (95), (100) und (102) 


U=me2 mit m=? _, (109) 


v2 
Rae 


Fiir das magnetische Moment des Elektrons erhalt man nach (80) 
und (88) 


mM, = (a A ie (110) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 20 
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Fiir den Drehimpuls (76) ergibt sich 


1 
== ; (azy — G2) + (by a, — 8, ay)». (411) 
Mit Riicksicht auf (110) und in Vektorform geschrieben gilt also 
ek 
§=-m (112) 


als Zusammenhang zwischen Drehimpuls § und magnetischem Moment m. 
Setzt man fiir k aus (95) und (109) ein, so erhalt man 
$=———m, (113) 

also gerade den magneto-mechanischen Parallelismus, wie er dem Spin 
entspricht und durch das Fehlen des Faktors 2 im Nenner der rechten 
Seite von (113) gekennzeichnet ist. [Nimmt man z.B. fiir den Dreh- 
impuls den der Erfahrung entsprechenden Wert h/2, so folgt nach (113) 
fiir |m| gerade — wie es die Erfahrung verlangt — ein ganzes BouRsches 
Magneton. | 

Zu dem oben bestimmten magnetischen Moment des Elektronenspins 
kommt aber noch das von der Magnetisierung herriihrende magnetische 
Moment (81). Wir werden sogleich sehen, daB sein Wert gegentiber dem 
Bourschen Magneton | m,| lediglich eine relativistische Korrektur dar- 
stellt, d.h. daraus durch Multiplikation mit der Feinstrukturkonstanten 
hervorgeht. 

Wegen (95a) erhalt man zunachst 


. 4x 8% ¢ 
womit sich fiir my nach (81) 
= Eat Sie aie & 
i, leer ae 8=—B(3-7—] (115) 


ergibt. Denkt man sich mittels einer LORENTZ-Transformation ein der- 
artiges Bezugssystem eingefiihrt, da8 in ihm o verschwindet, so wird 
wegen 3% — g* = 32 = 


Saree (116) 


Nun ist : ; 
Verte eee pre eee a = ital 


1 
ae) Pps Ae 
2m ¢ 2mc he 


Sie 


(117) 


womit die Behauptung bewiesen ist?. 


1 Fin zusatzliches magnetisches Moment dieser GroBenordnung ist von P. Kuscu 
und H. M. Forry [Phys. Rey. 74, 250 (1948)] gemessen worden. Der experimentelle 
Wert stimmt bis auf den Faktor 1/2” mit (117) iiberein. Uber eine theoretische 
Begriindung aus der Quantenelektrodynamik vgl. SCHWINGER, YjoS Wathyss Ike 7153, 
416 (1948). 
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9. Das Feld des Elektrons. 
Aus den Feldgleichungen 


rot E+ + % =o, div 8 =0 | 


Cc 


; ee , er (118) 
rot) —— C=. hq, div E = ku | 


¢ 


erhalten wir wie in der MAXweEttschen Theorie 


B rot € — Erot B= div (Ex BV) =— 1 (EE+ BH) —ck QA. (419) 
Mit dem Strahlvektor 
S == (Ex) (120) 
und der Energiedichte 
1 2 Ae TZ 
w= 8x (Se = 8?) (121) 
erhalt man so 
ae Ow Cra ie 
div S + Sealer Rg (122) 


oder, wenn man uber das Volumen integriert, wegen (68) und (69) 


Listens). sibiK Re : , . 
[Sai+ F= az_{ uP Ede =— fovGdr, (123) 
wobel 
eT a gee 
ae | (© + B?) dt (124) 


gesetzt worden ist. Auf Grund der Definition von © nach Gl. (1) wird 


x oW a "du a du 
f Sat+ Lee [oe dt a (125) 


Diese Gleichung besagt, daB jede Anderung (Abnahme) der mechanischen 
Energie U des Elektrons (Verzégerung) eine Zunahme der Feldenergie W 
bzw. eine Ausstrahlung durch eine das Elektron umgebende Oberflache 
bewirkt. Das Glied auf der rechten Seite (welchem in der MAXWELtLschen 
Theorie die JOoULEsche Warme in einem Leiter entspricht), gibt in 
unserem Falle die Koppelung der mechanischen Energie des Elektrons 
mit der Strahlung. 

Das zum Elektron gehoérende elektrische Feld kann man nach zwei 
verschiedenen Standpunkten ermitteln. Man kann dazu die Losungen 
(87) und (88) der SCHRODINGER-GORDON-Gleichungen bentitzen und 
daraus nach (5) und (7) das Feld bestimmen. Man kann aber auch un- 
mittelbar fiir die aus (55) und (56) bzw. (82), (83) berechneten u- und 
q-Funktionen die Gln. (118) nach € und 8% auflésen. Das zweite Ver- 
fahren ist insofern allgemeiner, als zu jeder Lésung G;, ¥;, die einer 

20* 
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a 


bestimmten Energie-Impulsverteilung entspricht, stets noch eine Lésung 
fiir den ladungs- und stromlosen Fall (g=0, w=0 bzw. k=O) hinzu- 


gefiigt werden kann. 
Wir wollen das rotationssymmetrische elektrische Feld, welches der 


statischen Lésung (87) [fiir b=0] entspricht, bestimmen. Aus 


e—kr 


divE=4 7 (AE) = 4n9 =— He (126) 
folgt 
E,=-—3+- [z a = en kr (127) 
Man sieht, dab fir 7 7, = > E, mit dem Coutomsschen Feld 
Le 5 (128) 
tibereinstimmt. Das zu (127) gehdrende Potential ist durch 
g=— < (4 — e—**) (129) 


gegeben. Es geht fir r > 7, = 5 in das CouLomBsche Potential tiber. 


Wahrend dieses fiir y—0O unendlich wird, erhalt das Potential (129) 
in der Nahe des Ladungsmittelpunktes (y~0) die Gestalt 


é 


é 
aa he RCT. (130) 
und bleibt somit fiir 7=0 endlich. Das Feld (127) wird fiir r<r, = . 
durch 
Ee tek? titer (131) 


dargestellt. Man sieht, daB es ebenfalls im Mittelpunkt regular bleibt. 
Das bedingt, daB auch die elektrostatische Feldenergie endlich bleibt. 
Sie betragt: 


[oe] 


ay ) ven (Eten halted latin anal BE 
We= sf @dr= 2 fe (et tjem[ dr (aa) 


y 
0 


oder nach (95) 
We 9 e (133) 


TiW27) iste ie > die Lésung der homogenen Gleichung div = 0; 
der zweite Term entspricht dem inneren Feld ©; nach Gl. (5). Es wirkt 
nicht nach auBen, bewirkt aber die Aufhebung der Singularitat des nach 
auBen wirkenden Feldes im Mittelpunkt der Ladungsverteilung. Im 
allgemeinen Fall kann bei gegebenem wu und g das Feld © und %, das 
(118) geniigt, mittels retardierter Potentiale bestimmt werden. Man 
konnte auf diese Weise das Feld einer gleichférmig, aber beliebig schnell 
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bewegten Ladungsverteilung (89) ermitteln. Wir wollen auf diese, nach 
bekannten Methoden vor sich gehende Feldberechnung? nicht eingehen. 
Es ist aber zu erwarten, daB sie in unserem Falle einen endlichen Wert 
fiir die Feldenergie (124) ergibt, auch wenn die Integration bereits von 
y =O begonnen wird. 


10. Das Elektron im auBeren elektrisch-magnetischen Feld. 


a) Die makroskopischen Bewegungsgleichungen. Bevor wir das Verhalten 
der das Elektron darstellenden inneren Ladungsstrémung in einem 
dauBeren Feld untersuchen, wollen wir zeigen, wie in unseren Betrach- 
tungen die makroskopische Elektronenbewegung entsprechend den 
LorenTZschen Bewegungsgleichungen enthalten ist. 


Die Beziehung 


dg an 1 R. ¢ 
7 or C4. == 5 x B; (134) 
stellt mit 
©, = gradu+gq, 8, = —crotg (135) 


eigentlich nur eine tautologische Umformung der linken Seite in die 
rechte Seite dar, wenn man die Geschwindigkeit » auf Grund des Energie- 


satzes 
pdg=—du (136) 


definiert. ©; und 8; kénnen wir als das innere Feld des Elektrons an- 
sehen, das — wie wir gesehen haben — fiir seine Tragheitseigenschaften 
maBgebend ist. 

Das auBere (von entfernten Ladungen herriihrende) Feld sei durch 
die Potentiale p und & gegeben. Ersetzt man in (5) und (7) # durch u + 
und g durch g+%, so erhalt man das Gesamtfeld 


© = gradu + 4+ gradg + XY, 8 =-—crotg—crotX. (137) 


Schreibt man fiir das 4uBere Feld 


€, = —gradp — Y, B, = cxot. J, (138) 
so ist also 
¢= &, — &,, B= B;— B, (139) 


und die vom Gesamtfeld als Summe von Tragheitskraft und auBerer 
Kraft ausgeiibte Gesamtkraft soll (entsprechend dem b’ALEMBERTschen 


Prinzip) verschwinden: 


€++(xB)=0, dh E&++4(0xB)=E+—(vxB,). (140) 
c c 


1 Vgl. z.B. BEcKER, R.: Theorie der Elektrizitat, Bd. II, S. 45. Leipzig 1933. 
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Auf Grund von (134) haben wir so fiir die vom duBeren Feld an der 
Ladung 9 bewirkten Impulsanderung 


“8 — 0, + ~£ (vx ¥,). (141) 


Die in einem bestimmten Zeitmoment an der gesamten Ladung bewirkte 
Impulsanderung d@/dt ergibt sich daraus durch Integration. Ist der 
Bereich, in dem o merklich von Null verschieden ist, so klein, daB inner- 
halb dessen die Anderungen des 4uBeren Feldes ©, und B, vernachlassigt 
werden k6nnen, und ist 


= Sailyonigs (142) 
die Gesamtladung dieses Bereiches, so folgt 


2 == e&,— : (Dx %,). (143) 


Gl. (143) ist die Lorentzsche Bewegungsgleichung fiir das Elektron, 
wenn man es als Einzelteilchen auffaBt. 
Unter der Voraussetzung eines zeitunabhangigen auBeren Feldes 


(¢=0, &=0) erhalt man aus (143) mit Riicksicht auf (138) 


Dd® = d(eq). (144) 
Wegen (103) folgt daraus durch Integration 


— = ep + myc?, (145) 


wobei die Integrationskonstante C (= my c?) so festgelegt worden ist, daB 
fir p=0 v=0 ist. Daraus berechnet sich der Impulsbetrag || 


| = =|/2emoo(1 +5239). (146) 
I'-5 
b) Einflup eines duperen Feldes auf die innere Ladungsstromung. Nun 
wollen wir versuchen die Feldgleichungen aufzustellen, welche die innere 
Ladungsstrémung eines Elektrons bestimmen, wenn auf diese ein auBeres 
Feld einwirkt. Wir kénnen uns auf ein rein elektrisches Feld beschranken, 
da infolge des kovarianten Charakters unserer Gleichungen das Magnet- 
feld mittels einer LorENtTz-Transformation eingefiihrt werden kann. 
Wie aus dem obigen hervorgeht, haben wir jedenfalls w in den Aus- 
gangsgleichungen durch w + zu ersetzen. Da die inneren Eigenschaften 
der Ladungsstr6mung durch den Vierervektor 8,0 bestimmt sind, ist 
die natiirlichste, durch die Relativitatstheorie nahegelegte Annahme die, 
da8 wir die Zeitkomponente m des Viererpotentials mit der zeitlichen 
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Komponente o linear kombinieren. Wir ersetzen also bei vorhandenem 
auBerem Potential die Zeitkomponenten « und o durch 

uU>u+p und o>o+eq, (147) 


wobei ¢ einen noch naher zu bestimmenden konstanten ,, Koppelungs- 
faktor’’ bedeutet. Damit gehen die Gln. (27) iiber in 


Ge Sta xs. B=H—(u+q)3icl(ot+eg)g. (148) 


Wenn man diese Ausdriicke in die Feldgleichungen (8) und (9) einsetzt, 
erhalt man 


rot D+ (+ eg)D | 
SEM ee Aah Eg oe ays a  @ (449) 
oo 8 Gs — grad F — e(u + ¢) gradg, | 
div § + (o + eg)G=D8—— F — ecqgradq, (150) 
wobei die Invarianten G und F durch 
G=cdivg+—t (151) 
und 
F=cg$—(o+e9g)(u+ @) (152) 


definiert sind. Aus Analogiegriinden folgen die zu (149) und (4150) ge- 
horenden anderen Feldgleichungen. Wir miissen nur das Vorzeichen der 
zeitlichen Ableitungen und der zeitartigen Komponenten umkehren: 


D + Dx $+F3—gradG—e(u+q)gradm, (153) 


roth —(o+eq)H= 


o_o = 


divD—(o+eqg)F=H3+ : G— ecqgrad@. (154) 


Aus dem letzten Gleichungspaar erhalten wir die MAXWELtschen Glei- 
chungen, wenn wir darin D und § nach (148) durch © und & ausdriicken, 
Die Strom- und Ladungsdichte wird mit Riicksicht auf (38), wenn man 


yp=uto (155) 
setzt: 


471 2 |= 
i = c(h? — 20 eg — eg") q — grad(cdiv g + A | (156) 


— epgradg + ecgradgxg, 


4x20 = (h? —20ep —&’ ep") yp div g + . ecqgrad@. (157) 


Der Erhaltungssatz (60) ist natiirlich fiir diese beiden Ausdriicke iden- 
tisch erfiillt. Wenn man fiir © und % die Ausdriicke 


© = grad (u +g)+q, B= —crotg (158) 
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in (51), (52) einfiihrt, erhalt man fiir Impuls und Energie der Ladungs- 
stromung die Gleichungen 


Ay—Sp+|—# + 20e9(1+ oe 


c o 


y= —ecggradg, (159) 


* E Se 
Ag— ai + [= k? +206 e (1 oe #)| ios [cgradpxXg— pgradq@]. (160) 
Durch Multiplikation von (160) mit 3 erhalt man unmittelbar die 
Wellengleichung fiir F: 


AF—<F +| ke 4 2oep(1+5-9)|F 
=egradgy[c(o+e) g—2grad y] + (161) 
+ ¢3[cgradg xX g — peradg] — epApg. 


Analoge Gleichungen findet man fiir die anderen Feldfunktionen G, 9, 
§ usw. 

Vergleicht man (156), (457) mit den Ausdriicken (53) und (54) fiir to 
und @) ohne auBeres Feld, so erkennt man, da das auBere Feld fiir die 
Strom- und Ladungsdichten die zusatzlichen Terme tg und 0, 


t=t) + tr, © = 0o + Or (162) 
hervorruft, welche durch 


tip = — e2aco(t +39) g—eypgradm+ecgrady xg, (163) 


4x op =p —2e09(1 + 5-9) p— ecg gradp—Ap (164) 


gegeben sind. Die Wellengleichungen kénnen dann in der Gestalt 


Au— ii — Bu = Amor, (165) 
Ag—3§—-BPg=ip (166) 


geschrieben werden. Die Gln. (165) und (166) geben die Méglichkeit, 
den Einflu8 eines auBeren Feldes als Stérung der urspriinglichen inneren 
Elektronenstré6mung zu behandeln. Man braucht dazu nur fiir w und q 
in iy und g- die Energie- und Impulsverteilungen, wie sie dem urspriing- 
lichen, ungestérten Vorgang entsprechen, einzusetzen. Die mittels 
Quellenintegralen leicht mégliche Auflésung von (165) und (166) nach 
w und g ergibt dann die modifizierte Energie-Impulsverteilung. 

Die Konstanten o und ¢ in({59) und (160) sind zunachst unbekannt 
und der Erfahrung zu entnehmen. Vergleicht man aber den Ausdruck 
in der eckigen Klammer auf der linken Seite von (159) und (160) mit 
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dem Ausdruck fiir &? nach GI. (146), so wird man vermuten, daB e/20 
mit dem relativistischen Korrekturglied e/2 mc? identisch ist. Wir setzen 
also (versuchsweise) 
é é 


Soa ‘myc (167) 
In Gl. (1459) kénnen wir dann @ durch |G} ausdriicken: 
Ly | as aS fel 
Ay+ kh? 4 cade y ecqggrady. (168) 
Wir schreiben weiter zur Abkiirzung: 
Ge 1 
= ete 16) 


Da k die Dimension einer reziproken Lange besitzt, hat # die Dimension 
Impuls mal Lange, d.h. die einer Wirkung. Aus (167) und (169) kénnen 
wir ¢ und o durch die Konstanten e, myc und # ausdriicken. Man erhalt 
so unmittelbar fiir die reziproke Lange o 


eo 
o= (170) 
und fiir den Koppelungsfaktor e 
é 
Slee (1741) 


Statt go und ¢ haben wir damit nur mehr eine unbekannte Konstante h 
in unseren Gleichungen. Die Wellengleichungen (159) und (460) er- 
halten damit die Gestalt 


Ay— 4 p+[/—#+ rept SP ly=— Geaeradp, (172) 
Y a? qe OPT ana ch ie i 


5 2 : 
; (173) 
= a5 [c gradp xg — pegradg]. 


Die GréBen cg und wu bilden einen Vierervektor. Es ware daher natir- 
licher fiir cg einen neuen, mit w dimensionsgleichen Vektor g* einzu- 
fiihren. Denkt man sich in (172) und (173) q* eingefiihrt und vollzieht 
man in den Gleichungen den Grenziibergang c-> oo, so bedeutet dies 
den Ubergang zur klassischen Mechanik. Man erhalt so 


2M 


Ay+|—# + aa oP 


2M, 


Ag+|—# + = ep] 5 = 0. (175) 
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Die Koppelung zwischen den beiden Differentialgleichungen (172) und 
(173) ist damit aufgehoben. Schreibt man 


Ea Sb) eV Se (176) 
so wird (174) die SCHRODINGER-Gleichung 


Ay + =3° (E—V)y=0 (177) 
fiir die stationare Bewegung eines Massenteilchens m, im Potentialfeld V. 
Im klassischen Grenzfall von (172) und (173) gibt es impulslose L6- 
sungen (g=0). Im allgemeinen Fall (172) und (473) sind derartige 
Lésungen nicht méglich, so daB sich in diesem Falle im Feld nach (80) 
im allgemeinen ein magnetisches Moment der Elektronenstromung 
ergibt. [Da 

e2 


ere (178) 


die Feinstrukturkonstante bedeutet, wird man die rechten Seiten von (472) 
und (173) als eine (relativistisch-magnetische) Spinkoppelung ansehen. | 


c) Die Ladungsstromung im CouLoMB-Feld (Wasserstoffproblem). 
Wenn die Ladungsstr6mung des Elektrons 1m Kernfeld des Protons 
erfolgt, so haben wir in (172) und (173) fiir @ 

Li 
aan (179) 
zu setzen. Konsequenterweise allerdings ware das Kernfeld, ebenso wie 
das Elektronenfeld, durch 
Wai eee gine a 
Cees ike Bate nee (180) 
gegeben und somit in (172), (173) einzusetzen. Wegen der Kleinheit 
von 7p wird man aber approximativ an Stelle von (180) Gl. (179) setzen 
diirfen. Wegen Zeitmangel sind wir nicht mehr dazugekommen, das 
vorliegende Problem ausfiihrlicher zu untersuchen, welches uns durch 
Vergleich mit der Erfahrung gleichzeitig das wichtigste Entscheidungs- 
mittel in die Hand gibt, ob die obige Art der Einfiihrung eines auBeren 
Feldes in unsere Gleichungen schon die richtige ist. 

Rechnet man mit der approximativen ,,SCHRODINGER-Gleichung“ 

(174), so ergibt sich in bekannter Weise 


yp =e ry! LOD (2k, 7) B™ (cos 8) (a cosma + pr sinmg), (181) 
wobei die ,,Lange‘' 1/k,, die diskrete Folge von Werten 


ky, =e Se (182) 


nw n 
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ae 
besitzt. Die Ladungsdichte nimmt also im wesentlichen wie e ” ab, 
wobei 1/k, den Bourschen Radius bedeutet. Die Energieterme des 
Wasserstoffspektrums stimmen mit (176), dh. 
E, = ——— (hk,)? (183) 
2M 
iberein. Da fiir Eigenfunktionen die aus (157) bestimmte Gesamtladung 
verschwindet, ist diese Formel nicht unmittelbar auf den Fall eines vor- 
handenen Feldes, wenigstens nicht fiir die betrachtete Naherung, zu 
verwenden. Um den AnschluB an das kraftefreie Elektron herzustellen, 
wirde man erwarten, daB man solche Lésungen von (172) und (173) 
zu suchen hat, welche fiir Z=0 in die Lésungen (87) und (88) fiir das 
kraftefreie Elektron iibergehen. Diese Fragen kénnen nur durch weitere 
Untersuchungen geklart werden. 


Meine beiden Mitarbeiter F. Putz und P. ScHISKE haben mich bei 
der Abfassung dieser Arbeit in wirkungsvoller Weise unterstiitzt, woftir 
ich ihnen hiermit bestens danke. 


Wien, Institut fiir Angewandte Physik der Technischen Hochschule. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 302—308 (1954). 


Zur Integration des Planckschen Strahlungsgesetzes. 


Von 
M. CZERNY. 
Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 14. Juli 1954.) 


Wenn man von dem bekannten PLrancxkschen Strahlungsgesetz in seiner Integral- 

form einen Faktor ° T4, der dem STEFAN-BoLtzmaNnschen Gesetz entspricht, 

abspaltet, bleibt ee rere B(v) iibrig, die eine reine Zahl ist und nur von einer 

Variablen v = Lae abhangig ist. Es wird gezeigt, daB sich B(v) zu einer ausfihr- 
c 


Ba ; 

licheren Tabellierung eignet und da8 man im Besitze von B (v) andere im AnschluB 

an das Prancksche Strahlungsgesetz auftretende Integrale relativ leicht und tiber- 
sichtlich auswerten kann. 


Das Prancksche Strahlungsgesetz in der Form 
a as 
Data) [ere Ams (RUAN (1) 
tet ie 
bietet bekanntlich fiir die praktische Anwendung die Schwierigkeit, daB 
es sich nicht in geschlossener Form integrieren laBt. Nur wenn man die 
Integration tiber den gesamten Wellenlangenbereich von AO bis 
A= oo erstreckt, ergibt sich der einfache Ausdruck des STEFAN-BOLTz- 
MANNschen Gesetzes 
P=" ASA Tt a2 74. (2) 
ANS Cs Rt 

Selbst wenn man die Integration tiber ein so kleines Wellenlangen- 
Intervall ausfiihrt, daB man den Integranden als konstant ansehen und 
daher das Integralzeichen weglassen kann, so bleibt noch die unbequeme 
Berechnung des Integranden. 

Wenn man daher an eine Tabellierung des Integrals denkt, so liegt 
es nahe, eine der beiden Integrationsgrenzen fest anzunehmen, etwa 2 =0 
zu setzen, um dann nur noch eine Funktion der beiden Variablen 4 und T 
zu haben. Es bestehen dann aber immer noch zwei Schwierigkeiten: 
Erstens ist die Tabellierung einer Funktion zweier Variablen immer 
unbefriedigend und zweitens kommt hinzu, daB die beiden Konstanten c, 
und c, des Gesetzes noch nicht mit ganz hinreichender Sicherheit fest- 
gelegt sind. Man ist z.B. erst kiirzlich vom Werte c,= 1,432 cm Grad 
auf den Wert c,=1,438 tibergegangen. Bei dieser Sachlage ist eine 
Tabellierung natiirlich in der Gefahr, durch Veraltung wertlos zu werden. 
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Von diesen beiden Schwierigkeiten kommt man frei, wenn man das 
PLANckKsche Gesetz so umformt, daB man unter dem Integral ¢ = sak 
3 
als neue Variable einfithrt und” 74 vor das Integral zieht. Das Gesetz 
Mi 


nimmt dann die folgende Form an 


p= | — da= © T*B(v) (3) 
5 AL { 
A 
anes (4) 
s=7 
Ree eee a 
Bis) = oi 1 dt. (5) 


Das Gesetz zerfallt also jetzt in einen Faktor, der die Gesamtstrah- 


lung o/a - T* kennzeichnet und in die Funktion B(v), die man als Bruch- 
Aa 


teilfunktion bezeichnen kann. Wenn man in B(v) einfiihrt v = , SO 


gibt B den Bruchteil der Gesamtstrahlung an, der bei der Temperatur ti 
des Strahlers auf das Wellenlangenintervall A=0 bis A=A* entfallt. 
B ist gleich Null fiir v=0 und gleich 1 fir v=o. 

Diese Zerlegung bringt den Vorteil mit sich, daB man in B eine Funk- 
tion erhalten hat, die fiir eine umfangreiche Tabellierung geeignet ist. 
Denn erstens ist B eine Funktion nur einer einzigen Variablen v, die 
eine reine Zahl ist, und zweitens ist die Funktion unabhangig von physi- 
kalischen Konstanten, kann also nicht veralten. 

AuBer B(v) miBte man auch noch B’(v) tabellieren, denn mit seiner 
Hilfe kann man das Prancxksche Integral fiir einen kleinen Wellen- 
langenbereich 4/ berechnen entsprechend der Beziehung 


CA gop tS Al = RAs, (6) 


AT —74 ‘ 
Mit B’(v) ist also direkt der Verlauf einer sog. PLANCKschen Isothermen 
gegeben. 

Vielleicht lohnt sich auch noch die Aufnahme von B’’(v) in eine Ta- 
belle, um fiir eine Reihenentwicklung der Funktion B(v) die ersten drei 
Glieder bereit zu haben. 

In den Tafeln elementarer Funktionen von EmMDE ist eine Tabellierung 
mittleren Umfanges fiir die Funktion B’(v) abgesehen vom Faktor 15/24 
gegeben, dagegen fehlt eine Tabelle der Funktion Biv). 
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In dem Taschenbuch fiir Chemiker und Physiker von D’Ans-LAx 
findet man Tabellen, die im wesentlichen B und B’ geben!, doch ist 
dort in der Tabelle fiir B als Argument AT genommen und nicht AT/cy. 
Das hat zur Folge, daB die Werte der Tabelle von dem gewahlten c,-Wert 
abhingig sind. In einer darauffolgenden Tabelle des gleichen Buches, 
die im wesentlichen B’ gibt, ist die Darstellung so getroffen, daB die 
Werte von c, und c, abhangig sind, wobei leider auch noch ein anderer 
c.-Wert zugrunde gelegt wurde als in der ersten Tabelle. Gerade dieses 
Beispiel zeigt die Bedeutung einer von c, unabhangigen Tabellierung. 


Eine kurze Ubersicht iiber den Werteumfang von B und B’ ist in 
der folgenden Tabelle 1 gegeben. 


Tabelle 1. B(v) ist definiert durch Formel (5), B*(v) durch Formel (12). 


B’(v) = a B(o) a AT 2 
a Ge 

v | B(v) B’(v) B*(v) 

O 0,000 0,000 

0,04 Bonn | 2,090 10~-° 

0,05 2960) 10=* 1016) 10-2 

0,06 4,955 10~° Aaa One 

0,07 | 35483) 40m ie yell Om 

0,08 1,436) 0m? | AeA Si AKO 4,939 1073 
0,09 AS 7i/aet Ome 3,897) 10a. 15205 04On- 
0,10 9,550 10-3 O,991 10m 2,703 107-2 
0,12 ZANDO) Ore 1,488 7,584 1072 
0,14 6,896 10° 2,265 0,1482 
0,16 0,1204 2,840 0,2340 
0,18 0,1809 3,163 Oe2e2 
0,20 0,2455 3,265 0,4088 
0,22 0, 3104 3,206 0,4867 
0,24 0,3730 3,046 0,5558 
0,26 0,4318 2,829 0,6157 
0,28 0,4860 2,588 0,6672 
0,30 0,5354 2,344 On7A4i2 
0,35 0,6382 1,786 0,7945 
0,40 0,7160 1,345 0,8505 
0,45 0,7745 1,014 0,8886 
0,50 0,8189 77 Ase Om 0,9153 
0,60 0,8789 4,612 104 0,9481 
0,80 0,9390 1538 7e Ome 0,9767 
1,00 0,9654 8,962 10-2 0,9878 
12 0,9786 4,757 10°? 0,9928 

2,0 0,974707 7,418 1073 

4,0 0,982707 53295 10-4 

10 0,945057 1,464 10-5 

100 0,974886 1532) Ome 

co 1,000 0,000 | 


: Nach Lowan, A.N., u. C. BLanck: J. Opt. Soc. Amer. 30, 70 (1940). 
* Bei T = 2000° K ist beispielsweise v = 0,1 fiir 2 = 0,724 und v=1 fir 7,2 u. 
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Erwunscht ware eine ausfiirliche Tabellierung der Funktionen B (v), B’(v) und 
vielleicht auch noch B’’(v). Da man zur Festlegung der Intensitat in einem end- 
lichen Wellenlangenintervall nach der Formel (1) immer die Differenz zweier 
B-Werte bendtigt, sollte B mit mindestens vier, méglichst mit fiinf zuverlassigen 
Dezimalen tabelliert seint. Die Unterteilung der unabhangigen Variablen v sollte 
soweit getrieben werden, da man bei linearer Interpolation iiberall mindestens vier 
zuverlassige Zahlen erhalt. 

Fur v kame etwa der Wertebereich von 0,04 bis 100 in Betracht. Dem entspricht 
fir B der Bereich von 4- 10-8 bis 0,99999995 = 1—5- 10-8. 

Fur die Funktion 6’(v) werden die Angaben von vier zuverlassigen Stellen 
wohl in allen Fallen geniigen. Falls man B” noch tabelliert, so wiirden drei Stellen 
genugen. 

Der Umstand, daB die Bruchteilfunktion B(v) nur von dem Produkt 
AT abhangig ist, driickt die allgemeine Aussage des WiENschen Ver- 
schiebungsgesetzes aus, das gewohnlich in der Literatur nur auf die Lage 
des Maximums von B’ bezogen wird. Man kann diesem Verschiebungs- 
gesetz gewissermaBen mechanische Gestalt verleihen, in der Form eines 
Spezialrechenschiebers, der die Werte von B fir einen groBen Bereich 
von A und T abzulesen gestattet. Eine solche Konstruktion ist vom 
Verfasser wahrend des letzten Krieges angegeben worden?. 

Wenn man nicht nach der Intensitat der schwarzen Strahlung im 
energetischen MaBe fragt, sondern nach der Zahl der Quanten, die den 
betreffenden Strahlungsstrom darstellen, so erhalt man einen dem 
PrLanckschen Integral ahnlichen Ausdruck. Er unterscheidet sich von 
ersterem insofern, als vor dem Integral eine andere Konstante und unter 
dem Integral A~4 statt A~® steht. Auch in diesem Falle kann man einen 
fiir die gesamte Quantenzahl maBgeblichen Ausdruck const + T? vor 
das Integral ziehen und wieder eine Bruchteilfunktion abspalten, die 
sich aber um eine Einheit im Exponenten des Zahlers von der fritheren 
Funktion unterscheidet. 

Die Einfithrung der Bruchteilfunktion B(v) erweist ihre Nitzlichkeit 
noch in folgendem Falle: Nicht selten wird man vor die Aufgabe gestellt, 


den Ausdruck 
je 


an lene 
Ais 


LS en 


As 
Bails [PWze. T) da (7) 
1 ve 


zu berechnen, wobei D(A) eine empirisch gegebene Funktion, z.B. die 
prozentische Durchlassigkeit eines Strahlungsfilters ist. Das Integral 
gibt in diesem Falle den Strahlungsstrom an, der im Intervall Az bis Ay 
von dem Strahler der Temperatur T durch das Filter hindurchgeht. 


1 B geht von 0 bis 1. Fir B>0,5 miiBte 1-B die erforderliche Zahl zuver- 
lassiger Stellen besitzen. 

2 CzERNY, M.: Phys. Z. 45, 205 (1944). Hersteller des Rechenschiebers Firma 
Dennert & Pape, Hamburg-Altona, JuliusstraBe 10. Nach dem Kriege sind auch 
in USA. von anderer Seite entsprechende Modelle in den Handel gebracht worden. 
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Da D(A) als empirisch gegeben angenommen ist, wird eine numerische 
oder graphische Integration erforderlich sein, d.h. man wird das Produkt 
D(A) E(A, T) fiir eine hinreichende Zahl von A-Werten ausrechnen und 
itber einer Abszisse mit gleichmaBiger A-Teilung auftragen miissen. Es 
laBt sich nun zeigen, da man auch dieses Integrationsproblem etwas 
geschickter erledigen kann, wenn man tiber eine Tabellierung der Bruch- 
teilfunktionen verfiigt. Das Verfahren mége an einem Beispiel erlautert 
werden: In der untenstehenden Fig. 1 ist die empirisch gegebene Funk- 
tion D(A) iiber einem systematisch verzerrten /-Ma8stab auigetragen. 


0 G2 O# Q6 08 10 


Fig. 1, Beispiel der Berechnung eines Integrals nach Formel (8). 


Dieser MaBstab ist giiltig fiir eme Temperatur T = 2400° C des Strah- 
lers. Der schraffierte Flacheninhalt / gibt dann das gesuchte Integral 
zwischen den Grenzen A, =1u und A,=2u nach der Beziehung 


[DAE T)dA=2 TF. (8) 
Ay 


Fiir die numerische Auswertung muB die Festsetzung getroffen werden, 
daB die Gesamtlange der Abszisse (v=0 bis x=1) als Langeneinheit 
gelten solle und da8 fiir die Ordinate die gleiche Langeneinheit gewahlt 
wird. F ist in diesen Langeneinheiten auszudriicken, 


Der A-MaBstab ist so verzerrt, daB alle Werte von A=0 bis A= auf 
dem endlichen Stiick von «=0 bis x =1 untergebracht sind. Die Inte- 
gration kann also ohne jede Schwierigkeit von A=0 bis A =o oder fiir 
ein beliebig: kleineres Intervall ausgefiihrt werden. 


Die Festlegung der verzerrten A-Skala fiir irgendeine Temperatur T 
erfolgt folgendermaBen: Unter der A-Skala ist eine gleichmaBige x-Skala 
eingezeichnet. Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Skalen wird 
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durch die Bruchteilfunktion gegeben in der Form 


a a) a) ens 4 (9) 


Cy 


Um festzustellen, an welcher Stelle x eine Wellenlange J einzuzeichnen 
ist, suche man also den Wert der Bruchteilfunktion fiir das Argument 
AT/c, auf. Dieser Wert ist mit x identisch. In Fig. 2 sind ftir drei ver- 
schiedene Temperaturen die zugehérigen A-Skalen eingetragen. 


: gn_2e “ = 0 
6 a7 0 nr sr) re 20 730 40 o X fir T =3000°K 


a Ra a, aS SR PR Dara i = ° 
0 10 15 20 30 40 60 © A fur T= 2000°K 


a “” io & 
0 20 30 40 60 100). 00 A fur T= 1000°K 


OO 
0 02 04 06 08 ilies 


Fig. 2. Weitere Beispiele verzerrter A-Skalen fiir die Berechnung eines Integrals nach Formel (8). 


Die mathematische Begriindung des Verfahrens liegt in folgendem: 
Differentiiert man in der Definitionsformel (3) der Bruchteilfunktion 


nach /, so ergibt sich 


BY ye gs LA eee, 


I adv an 
daraus folgt 
As 2 X»y 
fPMEY, (ny vee T* { D(a) 2 ot ee T [ D(x)dx, (10) 
7s re Pa 


wenn man B= x setzt. 
Kiirzlich ergab sich bei anderen Untersuchungen die Notwendigkeit, 


das zu (7) analoge Integral 


[D0 NEN 9 (11) 


zu berechnen. Man kann hier ganz entsprechend vorgehen. Aus der 
Definition (3) der Bruchteilfunktion folgt nach Differentiation nach T 


Biv) v 
dv Ts 


2 
OE (A, T) AiO; 3 Oo ay d 
“ ag ah = ATP BW) +2T 
0 


=< 473 (Biv) + | B'(v)); 
setzt man daher 
B(v) + = BY()= B*(v), (12) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 21 
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so wird in Analogie zu (3) 


A 
GET: SA, 
[- Mn ah = 4 Tt BY), (13) 
0 
B* (v) erweist sich als eine neue Bruchteilfunktion, denn es ist B* (0) =0 
und B* (oo) =1. Man kann daher wieder eine verzerrte A-Skala zeichnen, 
wenn man x= B*(v) setzt und erhalt 


[D@) ee diate, (14) 


wobei 
Fa (DGajda 


ist. 


Frankfurt a.M., Physikalisches Institut der Universitat. 


Zeitschrift fir Physik, Bd. 139, S. 309—317 (1954). 


Die Temperaturabhangigkeit der Lumineszenz 
der Alkalipolysulfid- und Uranylsalzphosphore. 
Von 
H. GOBRECHT, DIETRICH HAHN und B. GRETZINGER. 

Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. Juni 1954.) 


Es wird gezeigt, daB die Abklingung der Alkalipolysulfid- und Uranylsalzphosphore 
bei allen Temperaturen exponentiell verlauft und daB die Zeitkonstante t der Ab- 
klingung bei allen Phosphoren mit héherer Temperatur abnimmt. Das Emissions- 
spektrum von vier Uranylverbindungen wird bei + 20° C und — 180° C angegeben. 
Der Temperaturverlauf der Quantenausbeute ist bei allen Phosphoren von der 
Erregungsintensitat unabhangig, eine Thermolumineszenz konnte nicht entdeckt 
werden. Die MeBergebnisse bestatigen den monomolekularen Leuchtmechanismus 
beider Leuchtstoffgruppen, die als Reinstoffphosphore viele Gemeinsamkeiten 
aufweisen. Bei den Polysulfiden wird dariiber hinaus auf einen Zusammenhang 
der Abklingkonstanten % mit dem Emissionsbandenschwerpunkt hingewiesen. 


1. Einfiihrung und Problemstellung. 


In einer friiheren Arbeit (GOBRECHT und HAHN [/]) wurde die Pra- 
paration von Alkalipolysulfidphosphoren durch Reduktion der Alkali- 
sulfate beschrieben. Die so erhaltenen Leuchtstoffe lumineszieren alle 
rot bei Anregung mit langwelligem Ultraviolett (UV), wobei der Schwer- 
punkt des Emissionsspektrums sich mit zunehmendem Atomgewicht des 
Alkaliatoms vom Kalium zum Caesium etwas nach Rot verschiebt. 
Samtliche Polysulfide zeigen auBerdem eine Rotverschiebung ihrer 
Emissionsbande bei Abkiihlung auf —180°C. Die exponentielle Ab- 
klingung verlauft langsamer bei den schwereren Alkalipolysulfiden, und 
die Temperaturausléschung beginnt bei diesen erst bei héheren Tem- 
peraturen. Es wurde aus diesen und weiteren MeBergebnissen damals 
der SchluB gezogen, daB die Polysulfide Reinstoffphosphore mit mono- 
molekularem Leuchtmechanismus seien, wie z. B. die Uranylverbindungen. 


Beziiglich der Polysulfidleuchtstoffe sollen die vorliegenden Ergeb- 
nisse eine Liicke schlieBen, die bei den damaligen Messungen offen bleiben 
muBte, und die den monomolekularen Leuchtmechanismus bestatigt: 
Es wurde in [1] gefolgert, daB bei den schwereren Polysulfiden (Cs,S, und 
Rb,S,) bei Zimmertemperatur eine geringere Temperaturausléschung 
vorliegt, daB also weniger strahlungslose Ubergange vorhanden sind als 
bei den leichteren Polysulfiden (K,S, und Na,S,), weil die Zeitkonstante t 
der exponentiellen Abklingung [J =, exp (—¢/t) ]vom Na,S, zum Gs) 
stetig wachst und eine merkliche Temperaturausléschung auch erst bei 

24% 
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desto hdheren Temperaturen einsetzt, je schwerer das Polysulfid- 
molekiil ist. Diese Annahme setzt aber voraus, daB der Kehrwert der 
Zeitkonstanten t, die Abklingkonstante «, zusammengesetzt ist in der 
Form a=a,-+a, (KROEGER, HOOGENSTRAATEN, BoOTTEMA und Bot- 
DEN [2]), wobei a, ein Ma fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit der 
unter Lumineszenzstrahlung verlaufenden Elektroneniibergange ist und 
a, ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit der strahlungslosen Uberginge. 
Ferner setzt es voraus, daB a, stark temperaturabhangig ist, und folg- 
lich auch « mit Zunahme der Temperatur anwachst, so da} ein weniger 
stark temperaturausgeléschter Phosphor langsamer abklingt als ein 
starker ausgeléschter. In der vorliegen- 
den Arbeit wird der Nachweis erbracht, 
ig ae daB die Abklingung der Polysulfidphos- 
element  Phore tatsachlich mit wachsender Tem- 
peratur schneller erfolgt, so daB « in 
der Tat mit der Temperatur anwachst. 
Zugleich zeigt sich, daB die Abklingung 
bei allen Temperaturen exponentiell 
Heigwicklung bleibt, so daB der bereits nachgewiesene 
monomolekulare Leuchtmechanismus er- 
i neut bestatigt wird. 
Leuchtstoftrager ; ; ; 
HT. Appardnis Alt Vem beratkthaerane An vier Uranylverbindungen wird 
an Leuchtstoffschichten. nachgewiesen, daB diese ein sehr ahn- 
liches Verhalten sowohl untereinander 
wie gegeniiber den Polysulfiden zeigen. Es lhegt bei beiden Phosphor- 
gruppen offenbar ein ahnlicher monomolekularer Leuchtmechanismus 
vor. Die Messungen bestatigen an zwei Uranylverbindungen die Er- 
gebnisse anderer Autoren (KROGER, HOOGENSTRAATEN, BOTTEMA und 
BOTDEN [2], RANDALL und WILKINS [3]) oder erganzen sie. 


—=zur Pumpe 


2. Experimentelles. 

Die Leuchtstoffe wurden auf einen Kupferblock, der an ein evakuier- 
bares DEwar-GefaB angeschmolzen war, gebracht (Fig. 1). Die Tem- 
peratur konnte von —180°C bis +300°C meBbar variiert werden, 
indem entweder flissige Luft in den hohlen Kupferblock gegossen wurde, 
oder eine darin eingebaute Heizwicklung mit Strom beschickt wurde. 
Dieser Apparat wurde sowohl fiir die Messungen der Temperaturabhan- 
gigkeit der Abklingung und der Strahlungsstarke der Lumineszenz 
(im folgenden abgektirzt Lumineszenzintensitaét genannt) als auch fiir 
die Untersuchung der Thermolumineszenz benutzt. 

Fir die Messung der Abklingung wurde in [J] ein Drehscheiben- 
phosphoroskop verwendet, bei welchem die Temperatur des Leucht- 
stoffs kaum geandert werden konnte. Fiir die vorliegenden Messungen 
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benutzten wir daher ein nach einer Idee von Dipl.-Ing. K6sEr in un- 
serem Institut konstruiertes Topfphosphoroskop. Es besteht aus einem 
rotierenden zylindrischen Topf, der am unteren Rand drei Lécher im 
Winkelabstand von 120° besitzt, durch welche der Phosphor mit UV- 
Licht erregt wird; am oberen Rand des Topfes befinden sich drei klei- 
nere Beobachtungslécher, die um 60° gegen die Anregungslécher versetzt 
sind. Wahrend einer Umdrehung wird der Leuchtstoff in der Mitte des 
Topfes, aufgebracht auf dem oben beschriebenen Apparat, dreimal an- 
geregt. Zwischen den Anregungspausen wird seine momentane Helligkeit 
wahrend der Abklingung photometrisch in einem Beobachtungstubus 
ausgemessen. Dieses Phosphoroskop hat gegeniiber dem BECQUEREL- 
schen den Vorteil, daB der MeBvorgang nicht unterbrochen zu werden 
braucht, um Verstellungen der Anreg- und Beobachtungséffnungen 
gegeneinander vorzunehmen. Es kann kontinuierlich eine Abklingkurve 
ausgemessen werden, wobei Drehzahl und Verschiebung des Beobach- 
tungstubus die Abklingzeit ergeben. 

Die Anderung der Lumineszenzintensitat mit der Temperatur wurde 
gleichfalls mit Hilfe desselben Leuchtstofftragers bestimmt. Zur An- 
regung der Leuchtstoffe diente das langwellige UV-Licht einer Hg- 
Hochdrucklampe (vorwiegend die Linie 366my, ausgesondert mit 
Schott-Filter UG 2 und Kupfersulfatfilter). Die Lumineszenz wurde mit 
einer Photozelle mit Sekundarelektronenvervielfachung (Multiplier) 
gemessen. Ein fiir die Emission der Lumineszenz durchlassiges Filter 
(Griin- bzw. Rotfilter) sorgte fiir die Ausschaltung des reflektierten 
UV-Lichtes. Die Erregungsintensitat wurde, wenn erforderlich, durch 
Verschiebung der Hg-Lampe variiert. Dieselbe Anordnung konnte nach 
Abkiihlen des Leuchtstoffs und Abschalten der Erregung fiir Thermo- 
lumineszenzmessungen verwendet werden, wobei eine maximale Er- 
warmungsgeschwindigkeit von etwa 1°/sec erzielbar war. 


3. Die Messungen an Alkalipolysulfidleuchtstoffen. 


Nach der vorstehend beschriebenen MeBmethode wurde die Ab- 
klingung der Alkalipolysulfide bei verschiedenen Temperaturen gemes- 
sen. Die Fig. 2 gibt am Beispiel des Rubidiumpolysulfid die Ergebnisse 
wieder. Man erkennt deutlich, daB die Abklingung bei allen Tempera- 
turen exponentiell verlauft und da die Zeitkonstante t, wie zu er- 
warten, mit steigender Temperatur abnimmt. Die Abklingkurven sind 
alle durch den Diagrammnullpunkt gelegt, um die Anderung der 
Geradenneigung — d.h. die Abnahme von t mit der Temperatur — 
deutlicher zu machen. 

Fig. 3a gibt den Verlauf der Abklingkonstanten « = 1/t in Abhangig- 
keit von der Temperatur mit den aus den Messungen ermittelten Werten 
wieder. Darunter ist (Fig. 3b) der Verlauf der Lumineszenzintensitat 
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(Quantenausbeute) in Abhangigkeit von der Temperatur aufgetragen, 
um erkennen zu lassen, daB der starke Anstieg von « etwa mit dem Beginn 
der Temperaturausléschung der Lumineszenzintensitat zusammenfallt. 
Es wurden fiir alle diese Messungen andere Praparate als in der fritheren 
Arbeit [1] verwendet und man kann eine recht befriedigende Uberein- 
stimmung der MeBergebnisse beobachten. Bei einer Wiederholung der 
Messung der Quantenausbeute bei verschiedenen Erregungsintensitaten 


700 & 7 === T = 


050 }-- 


0,07 


— 70° *sec 
Fig. 2. Fig. 3a u. b. 
Fig. 2. Die Abklingung von Rubidiumpolysulfid bei verschiedener Temperatur. 


Fig. 3au.b. Der Verlauf der Abklingkonstanten « (a) und der Lumineszenzintensitat (Quantenausbeute) (b) 
in Abhangigkeit von der Temperatur bei den Alkalipolysulfiden. 


in Abhangigkeit von der Temperatur zeigte sich erneut, daB keine Ab- 
hangigkeit von der Erregungsintensitat vorliegt. In [7] war bereits das- 
selbe Ergebnis gefunden worden, die Wiederholungsmessungen konnten 
jedoch mit gréBerer Genauigkeit durchgefiihrt werden. 


In Tabelle1 sind die wichtigsten Eigenschaften aller Polysulfid- 
leuchtstoffe nochmals zusammengefaBt. Thermolumineszenz konnte bei 
den Polysulfiden weder visuell noch mit einem rotempfindlichen Multi- 
plier entdeckt werden. 


In der friiheren Arbeit [7] wurde neben der roten Lumineszenz der 
Polysulfide bei Anregung mit langwelligem UV noch eine blaue Lumi- 
neszenz der Alkalisulfate bei Anregung mit der Hg-Linie 254 mu. be- 
schrieben. Als Nachtrag zu diesen Ergebnissen sei hier erwahnt, daB 
die Abklingung dieser blauen Lumineszenz, die dem alkaliaktivierten 
Alkalisulfat zugeschrieben wurde, und die auch bei Anregung mit 
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Tabelle 1. Alkalipolysulfidleuchtstoffe. 


Die Abklingkonstanten a und t=1/x und der Emissionsbandenschwerpunkt 
bei verschiedenen Temperaturen T, sowie die Temperaturen, bei denen 50%ige 
Temperaturausléschung auftritt. (T in °C, t in 10-4sec und « in SeCgs3) 


Zeit- 
konstante tT 


und Abkling- 5817, J — 70 | 8,5] 1175 
konstante « 23 | 7,0) 1430}+ 22 | 7,6] 1315 
bei: 73 | 6,0} 1670]-+ 70 | 6,8] 1470 
22 | 4,7| 2130] + 132 | 6,0] 1670 
Maximum 7780 A sooo A 
derEmissions- 7640 A 7860 A 
bande! bei: = = 
Tiiaieeta 7470 A 7680 A 
Temperatur- 
ausloschung 
der Lumines- ve J 
zenzinten- + 100 + 160 
(+ 80°) (+ 160°) 


sitat auf 50% 
des Maximal- 
wertes? bei: 


Kathodenstrahlen auftritt, bei K,SO,-K exponentiell verlauft. Der 
K,SO,- K-Phosphor wurde als Prototyp der alkaliaktivierten Alkali- 
sulfate ausgewahlt und mit Kathodenstrahlen von 8 kV Anodenspan- 
nung angeregt. Die exponentielle Abklingung besitzt eine Zeitkonstante 
tT=2,5 usec. Dieses Ergebnis konnte jetzt erhalten werden, da die in 
einer friiheren Arbeit (GOBRECHT, HAHN und DAMMANN ([4}]) beschriebene 
Apparatur fiir Messungen der Abklingung bei Kathodenstrahlanregung 
jetzt so weit verbessert wurde, daB die Abklingung der relativ schwachen 
Lumineszenz gemessen werden konnte. Der blauleuchtende K,SO, - K- 
Phosphor entsteht, wie in [7] beschrieben, bei der Reduktion des Kalium- 
sulfats, indem sich das bei der Polysulfidbildung entweichende Kalium 
in das Sulfat einbaut. Unabhangig von der Polysulfidpraparation laBt 
er sich auch dadurch herstellen, daB man Kaliumsulfat mit Kalium bei 
300° C im Vakuum erhitzt. 


4, Die Messungen an Uranylverbindungen. 
In gleicher Weise wie die Polysulfide wurden auch vier Uranyl- 
phosphore untersucht, namlich Uranylfluorid-Fluorammonium, Uranyl- 
perchlorat, Uranylnitrat und Uranylacetat. Eine fiinfte Verbindung 


1 Nach Messungen aus [/]. 
2 Die eingeklammerten Werte sind den Messungen aus [/] entnommen. 
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Uranylformiat, lumineszierte nur bei der Temperatur der fliissigen Luft 
merklich und konnte daher nicht naher untersucht werden. Die Uranyl- 
salze zeigten durchweg das bekannte griine Emissionsspektrum, das aus 
fiinf Banden besteht, welche bei tiefer Temperatur eine deutliche linien- 
hafte Struktur aufweisen. Die Lage der Banden ist bei den verschiedenen 
Verbindungen nicht identisch, bei allen Verbindungen verschieben sich 
Uronylfluorid—Fluorammonium bei der Abkihlung die 
ih BandenmaximaauBerdem 
deutlich nach kiirzeren 
Wellen, wie Fig. 4, die die 
von uns aufgenommenen 
vier Emissionsspektren 
wiedergibt, erkennen laBt. 

Fig. 5 zeigt die Ab- 
klingung von Uranylnitrat 
bei verschiedener Tem- 
peratur. Man erkennt, 
daB die Abklingung stets 
exponentiell verlauft und 
die Zeitkonstante tT wie- 
derum mit steigender 
Temperatur abnimmt. 
Auch hier sind wieder alle 
Abklingkurven durch den 
Nullpunkt gelegt, um die 
2) k Neigungsanderun der 

0 800 *‘5ad~—~«SMD~S~S~«S i ae Geriden aGietniarea 

ig 

Fig. 4. Die Emissionsspektren von Uranylfluorid-Fluorammonium, Fig.6a und b zeigen den 

el acini cand 80s € (eucasioasee tislcn) eee ip ee eae 

stanten « und der Lumi- 

neszenzintensitat (Quantenausbeute) mit der Temperatur. Es ist auch 

hier zu erkennen, daB die wesentliche Zunahme von « dann einsetzt, 

wenn die Temperaturausléschung der Lumineszenz beginnt, wie von 

KROEGER, HOOGENSTRAATEN, BoTTEMA und BorTpEN [2] fiir Uranyl- 
fluorid-Fluorammonium bereits angegeben wurde. 

Die Tabelle 2 stellt die MeBergebnisse an allen Uranylverbindungen 
zusammen. 

Die Absolutwerte fiir « und t beim Uranylfluorid-Fluorammonium 
befinden sich in befriedigener Ubereinstimmung mit den von KRoEGER, 
HOoGENSTRAATEN, BoTTEMA und BoTDEN [2] gefundenen Werten. Die 
MeBwerte fiir Uranylnitrat stimmen gleichfalls mit dem «-Wert, den 
RANDALL und WILKINS [3] fiir Zimmertemperatur zu 1390 sec™! an- 
geben, recht gut tiberein. Weitere MeBergebnisse anderer Autoren sind 


Yronylocetat 
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uns nicht bekannt. Man erkennt aus Tabelle 2, daB die verschiedenen 
Uranylverbindungen sich bei aller Ahnlichkeit doch etwas verschieden 
verhalten: einmal differieren die «-Werte der einzelnen Substanzen 
erheblich, dann ist aber auch die Temperaturabhangigkeit von « bei 
den einzelnen Stoffen unterschiedlich. 

Thermolumineszenz lieB sich bei den Uranylverbindungen nicht fest- 
stellen. Der Verlauf der Quantenausbeute in Abhangigkeit von der 
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}----- | 60 af is a ee 
= | Urany!nitrat | 
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Fig. 5. Fig. 6a u. b. 


Fig. 5. Die Abklingung von Uranylnitrat bei verschiedener Temperatur. 


Fig. 6a u. b. Der Verlauf der Abklingkonstanten « (a) und der Lumineszenzintensitat (Quantenausbeute) (b) 
in Abhangigkeit von der Temperatur bei den Uranylsalzphosphoren, 


Temperatur zeigte sich gleichfalls als nicht abhangig von der Erregungs- 
intensitat. Fig. 7 gibt die Messung an Uranylfluorid-Fluorammonium 


Tabelle 2. Uvanylsalzphosphore. 
Die Abklingkonstanten « und t = 1/x bei verschiedenen Temperaturen (T in °C, 
t in 10-*sec und @ in sec7}). 


Uranylfluori d- Uranylperchlorat Uranylnitrat Uranylacetat 
Fluorammonium 
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wieder, das deshalb gewahlt wurde, weil es die temperaturbestandigste 
der hier untersuchten Uranylverbindungen war. 


5. Diskussion der Ergebnisse. 


Das Ergebnis der Abklingmessungen, das Fehlen eines Einflusses der 
Erregungsintensitat auf die Temperaturabhangigkeit der Quantenaus- 
beute sowie jeder Thermolumineszenz lassen es bei den Polysulfid- und 
Uranylsalzphosphoren wohl als gesichert erscheinen, daB es sich um 
Reinstoffphosphore mit monomolekularem Leuchtmechanismus handelt. 
In friiheren Untersuchungen (GOBRECHT, HAHN und K6sEr [4]) wurde 

E zudem praktisch keine Photoleit- 
eee fahigkeit gefunden. Seit langem 
ee K nimmt man ja an, daB das UO,- 
7A Z ; Radikal bei den Uranylsalzphos- 

phoren als Leuchtzentrum fiir 

is das bei tiefer Temperatur nahezu 

> EPREGUNISIMEn SGP (a linienhafte |Emissionsspektrum 

Pe el al ‘ as Ta | anzusehen ist. Immerhin zeigt 

® | sich ein nicht unerheblicher Ein- 

; [pe ___‘} fluB des Anions bzw. allgemein 

IE Bi Ne 2 doe Umpebunie des UO eRaditals 

Fig.7. Die Temperaturabhangigkeit der Quanten. auf die Lumineszenzcharakteristi- 

shee vee ideet pmmemestnstten req, Wie schon Langer bekannt [6], 

beeinflussen Anion, Krista]lwasser 

und Kristallform die Lage der Emissionsbanden (Fig. 4), und, wie unsere 

Messungen zeigen, werden auch die Werte fiir die Ubergangswahr- 

scheinlichkeiten der unter Strahiung verlaufenden und strahlungslosen 
Ubergiinge hierdurch verandert. 

Bei den Polysulfiden spricht alles dafiir, daB auch bei ihnen ein 
Leuchtzentrum vorhanden ist, das wir im Polysulfidmolekiil selbst ver- 
muten. Der EinfluB der Umgebung wirkt sich hier — wie schon in der 
Einfiihrung erwahnt — so aus, daB die Polysulfide mit steigendem Atom- 
gewicht des Alkalimetalls ihre Lumineszenzcharakteristika andern. Der 
Schwerpunkt der Emissionsbande verschiebt sich mehr nach Rot, die 
Zeitkonstante t wird gréBer, die Ubergangswahrscheinlichkeit also 
kleiner, und die Temperatur, bei der merkliche Temperaturausléschung 
einsetzt, steigt. Es besteht offenbar eine Beziehung zwischen « und der 
Lage der Emissionsbande in dem Sinne, daB zu einem kleinerem « eine 
energiedrmere Emission gehért. Mit der Abkithlung verschiebt sich 
namlich bei allen Polysulfiden die Emission nach langeren Wellen und « 
nimmt ab. Aber diese Beziehung scheint auch zu gelten, wenn man die 
einzelnen Polysulfide untereinander vergleicht (wobei Na,S, offenbar 
eine Ausnahme macht). Deshalb wurde schon friiher [1] vorgeschlagen, 
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die schwereren Polysulfide, die eine langerwellige Emission haben, als 
weniger temperaturausgeléscht zu betrachten, weil zudem ihr «Wert 
kleiner, der Anteil der strahlungslosen Uberginge also geringer ist. 
Die vorliegenden Messungen haben die innere Berechtigung zu dieser 
Annahme erwiesen. So gehort z.B. (s. Tabelle 1) der Wert « =1700sec~! 
bei Cs,5, 20 1=135°C und A.z=—7580A, bei Rb,S, zu T=80°C 
und A,3x= 7540 A, bei K,S, zu T= 20° C und Amax = 7500 A. Bei jedem 
Polysulfid gehért also die gleiche Lage des Emissionsbandenschwer- 
punktes zu demselben «-Wert und ohne Ausnahme gehort der gleiche 
«-Wert stets zu einer héheren Temperatur, wenn sich das Atomgewicht 
des Alkalimetalls im Polysulfid erhdht. Den Grund hierfiir méchten wir 
darin sehen, daB mit zunehmendem Alkalimetall-Atomgewicht das Poly- 
sulfidmolekiil stabiler wird, da das elektrochemische Potential des 
Alkalimetalls starker negativ wird. Die Tendenz zur Polysulfidbildung 
nimmt ja auch bei den schwereren Alkalien zu. Mit dieser Stabilitats- 
zunahme ware die bessere Temperaturbestandigkeit der Lumineszenz bei 
den schwereren Polysulfiden ohne weiteres verstandlich. Je starker die 
,, Kopplung“ innerhalb des Molekiils ist, desto geringer ist der Anteil an 
strahlungslosen Ubergdngen (kleinerer «-Wert), desto energiearmer aber 
auch die Emissionsstrahlung. Zufiihrung von Warmeenergie erhoht die 
Energie der Emissionsstrahlung, die als eine Art ,,Molekiilschwingung“ 
aufzufassen sein mag und gleichzeitig, wie erwahnt, den Wert der Ab- 
klingkonstanten « durch Zunahme der strahlungslosen Ubergange. 

Wir haben in den Alkalipolysulfiden also eine Gruppe von Phosphoren 
vorliegen, bei denen nicht nur die Temperaturausloschung mit der Ab- 
klingkonstanten « verkniipft ist, sondern zugleich auch die Lage des 
Emissionsbandenschwerpunktes. Von besonderem Wert ist, daB diese 
doppelte Verkniipfung sich quantitativ in der ganzen Alkalipolysulfid- 
reihe verfolgen l4Bt, und daB hierbei das Molekiilgewicht des Polysulfids 
als weiterer Parameter auftritt. 


Herrn Dipl.-Ing. K. SCHEFFLER danken wir fiir die Durchfithrung 
der Abklingmessungen nach Kathodenstrahlanregung, Herrn Dipl.-Ing. 
G. HEINSOHN und Herrn cand. phys. K. KASPEREK fiir wertvolle Hilfe 
bei der Aufnahme der Emissionsspektren. 
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Die sensibilisierte Fluoreszenz 
in organischen Mischkristallen. 


Von 
Hans CHRISTOPH WOLF. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 18. Juni 1954.) 


Die sensibilisierte Fluoreszenz in kristallinen Mischungen aromatischer Kohlen- 
wasserstoffe — z.B. Anthracen in Naphthalin — wird erméglicht durch eine im 
Kristall stattfindende Wanderung der Energie tiber viele Molekiule hinweg. 
In den Wirt-Molekiilen konkurriert die Weitergabe der Anregungsenergie an ein 
Nachbarmolekiil mit der Ausstrahlung, in den Gast-Molekiilen mit dem strahlungs- 
losen Ubergang auf deren niedersten Anregungszustand (der tiefer liegen muf als 
der des Wirtes). Die Wahrscheinlichkeit fiir den strahlungslosen Ubergang ist um 
GroBenordnungen gréBer als fiir die Ausstrahlung. Nimmt man an, daf} die Energie- 
wanderung mit der Frequenz der Warmeschwingungen stattfindet, so wird ver- 
standlich, warum schon bei kleinen Gast-Konzentrationen ein groBer Teil der vom 
Wirt absorbierten Energie auf den Gast ibergeht und von ihm emittiert wird. 
Die quantitative Formulierung dieser Uberlegungen fiihrt zu gut mit der Erfahrung 
iibereinstimmenden Gleichungen fiir die Fluoreszenzintensitat und die Abkling- 
dauer der Komponenten des Mischkristalls als Funktion des Mischungsverhaltnisses. 
Im einzelnen bleiben noch manche Fragen nach dem Mechanismus der Energie- 
wanderung offen. Mangels ausreichender Kenntnis tiber die Lage der Gast-Mole- 
kile im Wirt wird versucht, aus der spektralen Intensitatsverteilung in der Emission 
der Komponenten hierauf riickzuschlieBen. Wahrend das Spektrum des Wirtes 
durch den Zusatz von Gast-Molekiilen keine Anderung erfahrt, entspricht das des 
Gastes offenbar einem Lésungsspektrum. Man hat es also wohl nicht mit echten 
Mischkristallen, sondern mit kristallinen Lésungen zu tun. 

Am System Naphthalin—Tetracen wird ein Beispiel fiir Konzentrationsléschung 
in solchen festen Lésungen gegeben. Es sind dann die abgeleiteten Gleichungen fiir 
die Fluoreszenzintensitaten der Komponenten nicht mehr ohne weiteres giiltig. 


1. Manche Mischkristalle fluoreszenzfahiger organischer Substanzen 
zeigen ein sehr merkwiirdiges Fluoreszenzverhalten: Die im wesentlichen 
vom Wirt absorbierte Lichtenergie wird von dem in sehr geringer Kon- 
zentration vorhandenen Gast iibernommen; die Fluoreszenz des Wirtes 
wird mehr oder weniger geléscht, dafiir erscheint die des Gastes. Das 
wohl alteste bekannte Beispiel fiir solche Systeme ist das System 
Anthracen—Tetracen (WINTERSTEIN und ScHOEN 1934). Diejenige 
Konzentration, bei der die Fluoreszenzausbeuten von Wirt und Gast 
gleich groB sind, betragt hier etwa 10~4 bis 10-5 Teile Tetracen (BOWEN, 
MIKIEWICZ und SMITH 1949). 

Inzwischen wurden zahlreiche andere, ahnliche Systeme bekannt, so 
Naphthalin—Anthracen, Tetracen—Pentacen, Durol—Naphthalin u. a. 
Die Verunreinigung von Naphthalin mit Anthracen fiihrt zu der in der 
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Literatur gelegentlich beschriebenen ,violetten Fluoreszenz des 
Naphthalins; diese violette Fluoreszenz gehért ausschlieBlich dem 
Anthracen an, reines Naphthalin fluoresziert nur im Ultravioletten, etwa 
zwischen 3100 und 3800 A. 

Im Verlauf der hier mitgeteilten Untersuchungen wurde gefunden, 
daB auch eine Methylierung des Naphthalins die Méglichkeit der Energie- 
ubertragung auf als Verunreinigung enthaltenes Anthracen nicht aus- 
schlieBt. Ahnlich wie das System Naphthalin—Anthracen verhalten sich 
die Systeme 2,3-Dimethyl—Naphthalin-, 2,6-Dimethyl—Naphthalin-, 
2,3,6-Trimethyl—Naphthalin-, 2,3,6,7-Tetramethyl— Naphthalin/An- 
thracen u. a. 

2. Der Mechanismus des Energieiiberganges in diesen Mischkristallen 
aromatischer Kohlenwasserstoffe hat bisher noch nicht die ihm zukom- 
mende Beachtung gefunden. Es handelt sich dabei um eine sensibili- 
sierte Fluoreszenz (FRANCK und LIVINGSTON 1949), die jedoch erst er- 
moglicht wird durch eine Energiewanderung im Kristall. Wahrend andere 
Mechanismen der Energietibertragung (SCHEIBE 1948) Assoziation der 
Molekiile zur Voraussetzung haben, ist dieser offenbar nur im Kristall 
moglich. In Lésungen der Mischkristalle entspricht das Verhaltnis der 
Fluoreszenzausbeuten von Gast und Wirt weitgehend dem der Kon- 
zentrationen, eine sensibilisierte Fluoreszenz ist nur noch mit um Gr6éBen- 
ordnungen geringerer Ausbeute mdglich (FURST und KALLMANN 1954). 
Die Energiewanderung findet im Kristall offenbar ttber Strecken von 
einigen 1000 Molekiilabstanden hinweg statt. Im folgenden soll versucht 
werden, den Mechanismus dieser Energiewanderung mit einigen ein- 
fachen Uberlegungen verstandlich zu machen. Dies gelingt nur bis zu 
einem gewissen Grade: es muB wesentlich Gebrauch gemacht werden 
von dem auch noch nicht hinreichend verstandlichen strahlungslosen 
Energietibergang innerhalb eines Molekiils auf den niedersten schwin- 
gungslosen Anregungszustand (,,Internal Conversion"), und es mu8 
angenommen werden, daB mit der Frequenz der Warmeschwingungen 
Energieaustausch zwischen zwei Nachbarmolekiilen stattfinden kann}, 


1 Anmerkung bei dey Korrektur. Nach AbschluB dieser Arbeit erschienen eine 
theoretische [Birxs, J. B.: Phys. Rev. 94, 1567 (1954)] und eine experimentelle 
Untersuchung [Hante, W., u. H. G. Jansen: Z. Naturforsch. 9a, 791 (1954)] zur 
Frage der Energiewanderung in organischen Mischkristallen. Beide kommen zum 
Ergebnis, die Wanderung erfolge — wenigstens bei kleinen Gast-Konzentratio- 
nen — durch Emission und Absorption von Strahlung, also nicht, wie hier ange- 
nommen, strahlungslos. Doch erscheinen die dafiir gegebenen Argumente nicht 
iiberzeugend; die Messungen der Abklingdauer bei Hanre und JANSEN k6nnen 
sogar als Bestatigung des hier errechneten Konzentrationsverhaltens der Abkling- 
dauern (s. Fig. 3) angesehen werden, wenn man die hier angenommenen Zahlen- 
werte fiir die reimen Komponenten durch die dort genau gemessenen Werte ersetzt. — 
Die Frage, ob die Energiewanderung mit oder ohne Strahlung erfolgt, kann also 
noch nicht als geklart bezeichnet werden. 
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Mit dieser Voraussetzung laBt sich die sensibilisierte Fluoreszenz 
organischer Mischkristalle in der in Fig. 4 schematisch angedeuteten 
Weise folgendermaffen verstehen: 


a) Durch Einstrahlung von auBen werde ein Wirts-Molekiil W 
angeregt. Strahlungslos fallt die Anregungsenergie vom hdoheren auf 
den ersten Anregungsterm. Von hier aus kann das Molekiul seine 
Energie verlieren entweder durch Aussenden von Fluoreszenzlicht, 
oder durch strahlungslosen Ubergang auf ein Nachbarmolekiil (Resonanz- 
). Das Nachbarmolekiil hat die gleichen beiden Méglichkeiten ; 
so kann die Energie durch das Gitter 
wandern, wenn die Wahrscheinlichkeit des 
Resonanziiberganges groB ist gegeniiber 


c 
= 
oO 
4 
) 
2) 


EIN 2 
iI 


aS an gies oa lonnolss: Ausstrahlung. 
=a eres: b) Auf diese Weise gelangt die An- 
ae) eed re Ee regungsenergie auch einmal auf ein Gast- 
— Molekiil G. Von ihm sei — wie es. der Er- 
fahrung entspricht — angenommen, da 
1S pass — | Sees tere Amresunes7zustand miieleniert 
W W W 6 W 


als der des Wirtes. Resonanz besteht dann 
Fig.1. Schema der Energiewanderung 1 Sach 4 1 A 1 t 
vom Wirt zum Gast im Termschema der also Zwischen dem schwingungsiosen ersten 
Molekiile. Ausgezogene Pfeile bedeuten Anregungszustand des Wirts- und einem 
Ausstrahlung, gestrichelte strahlungslose 
Uberginge. Dickere Pfeile bedeuten angeregten Schwingungszustand des Gast- 
gréBere Ubergangswahrscheinlichkeit. Molekiils. Von dem aus kann die Energie 
nun wieder entweder durch Resonanz 
weitergegeben werden an ein Nachbarmolekiil, oder aber sie kann 
strahlungslos erniedrigt werden bis auf den schwingungslosen ersten 
Anregungszustand des Gast-Molekiils. Von dort aus ist eine Resonanz 
mit Nachbarmolekiilen nicht mehr méglich, weil deren Anregungsterme 
héher legen: nach der fiir das betreffende Molekiil charakteristischen 
Verweilzeit wird die Energie als Fluoreszenzquant abgegeben. 


Wahrend also bei den Wirt-Molekiilen Weitergabe der Energie durch 
Resonanz und Ausstrahlung in Konkurrenz stehen, sind es beim Gast- 
Molekiil Weitergabe durch Resonanz und ,,Internal Conversion‘‘. Nun 
wei man aber seit langem aus der Unabhangigkeit der Fluoreszenz- 
spektren von den Anregungsbedingungen, da8B die Wahrscheinlichkeit der 
,,Internal Conversion“ gro8 ist gegen die der Ausstrahlung. So wird es 
verstandlich, da8 die Fluoreszenzausbeute der Gast-Molekiile sehr viel 
groBer ist als es ihrer Konzentration entsprache. Einfachheitshalber wird 
hier mit der Quantenausbeute 1 gerechnet, also von thermischen Energie- 
verlusten aus dem untersten Anregungszustand abgesehen. Dies bedeutet 
im Prinzipiellen gar keinen, im Quantitativen einen angesichts der son- 
stigen Unsicherheiten vernachlassigbar kleinen Fehler, da die Quanten- 
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ausbeuten der einfachen aromatischen Kohlenwasserstoffe im allge- 
meinen nicht viel kleiner als 1 sind (Bowen, Mrkiewicz und Smita 1949). 

Diese Uberlegungen lassen sich zum Vergleich mit der Erfahrung 
quantitativ formulieren: 


3. Im Mischkristall aus Wirt W und Gast G sei das Verhiltnis 


Zahl der G-Molekiile = 
Zahl der W- Molekiile 


d.h. jedes 1/c-te Molekiil ist ein Gast. Wenn d der mittlere Abstand 
zweier Molekiile im Kristall ist, muB ein Lichtquant im Mittel den Weg 
1 1 
Uris der 
von einem W zu einem G zuriicklegen. 
Die Abklingdauer des Wirtes heiBe ty, die des Gastes T,. 
Ohne Vorhandensein von G-Molekiilen wiirde die Fluoreszenz von W 


abklingen nach 
We =We e-* mit a=". (1a) 
tw 


Der Energietibergang auf G bedingt ein verstarktes Abklingen der W- 


Fluoreszenz nach 
Wa We er, (1b) 


Die GréBe 6 miBt hierbei den Energietibergang auf G. 

Wir miissen nun die Wahrscheinlichkeit fiir den Energietibergang auf 
ein Nachbarmolekiil abzuschatzen versuchen. Es erscheint plausibel, 
daB diese dann am gréBten ist, wenn zwei benachbarte Molekiile oder 
Molekiilteile einander am starksten genadhert sind, d.h. der Energie- 
iibergang findet mit der Frequenz der Molekiilschwingungen statt. 

Wir miissen dabei die Frage noch offen lassen, ob es sich hier — was 
wahrscheinlicher ist — um zwischenmolekulare oder um innermolekulare 
Schwingungen handelt. Die Grenzfrequenz der Gitterschwingungen im 
Naphthalinkristall erhalt man aus der Kompressibilitat zu etwa 10” 
(bis 10!) sec! (EUCKEN; auch WRIGHT 1953). Gitterschwingungen 
dieser Frequenz wurden auch schon unmittelbar gemessen (OBREIMOW 
und SHABALDAS 1943, PRICcHOTKO 1948, auch KaAsHA und NAUMANN 
4949). Nach diesen Messungen sind die hier interessierenden Gitter- 
schwingungen auch bei 20° K noch angeregt; es ist also nicht zu er- 
warten, daB der Energietibergang einfriert, allenfalls ist bei sehr tiefen 
Temperaturen mit einer Verringerung der Ubergangsrate zu rechnen. 
Ahnliche Frequenzen treten auch als Molekiileigenschwingungen aut. 
Auch diese sollten bei tiefen Temperaturen noch zumindest mit ihrer 


Nullpunktsenergie angeregt sein. 
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Die mit der zwischenmolekularen Energiewanderung konkurrierende 
strahlungslose innermolekulare Energieumwandlung verlauft mit etwa 
der gleichen Frequenz (KasHA 1950). Man darf erwarten, daB die inner- 
molekularen Schwingungen mit den zwischenmolekularen gekoppelt 
sind, und es erscheint nicht ausgeschlossen, daB eine eingehendere Unter- 
suchung der strahlungslosen innermolekularen Energieumwandlung 
zeigen wird, daB die Wahrscheinlichkeiten fiir beide Prozesse exakt gleich 
groB sind. Jedenfalls ist der Fehler sicher nicht groB, wenn wir — zur 
Vereinfachung der weiteren Rechnung — die Wahrscheinlichkeit dafir, 
daB die auf ein G-Molekiil gelangte Energie aus der weiteren Wanderung 
ausscheidet, zu !/, ansetzen. Die Halbwertszeit fiir den Energieverlust 
durch Ubergang auf G ist also die Zeit tg, die die Energie im Mittel vom 
ersten W-Molekiil zum ersten G-Molekiil bendtigt; aus dem mittleren 
Weg D und der Frequenz » der Warmeschwingungen errechnet sich 


diese zu 
1 1 
ee = tow > 
B Kes ouom (2) 
Das Verhaltnis von Wirtsemission zu Gastemission betragt dann (un- 
gefahr) 
es See 
GB atyor-c: 3) 
Fig. 2 gibt hierfiir ein Zahlenbeispiel, das etwa den Verhaltnissen beim 
System Naphthalin—Anthracen entsprechen soll: 
Dene = = . Ww 1 
pt == A OF SECT) euntay = 0* = 10°" sec). damit » === — 
Ww SCCHIEE TG OmZsec aml ec ielcas 
Die Abklingdauer der Wirtemission im Mischkristall ty errechnet sich zu 


’ 1 tw 
Teg (OA = SS — 
4 a+B 14+2ty-v-c” (4) 


Die Abklingdauer des Gastes setzt sich zusammen aus der mittleren Zeit 


bis zur Anregung des Gastes (¢<) und seiner eigenen Abklingdauer tg, 
sie betragt also 


so ae ie ax 1 ae 

TG —~ te + te Tae oe Tyr . (5) 
Die so definierte GréBe tZ miBt die Dauer eines nicht mehr rein expo- 
nentiell verlaufenden zusammengesetzten Prozesses und ist deshalb 
keine Abklingdauer im eigentlichen Sinne. Fig. 3 gibt wieder ein unge- 
fahr auf das System Naphthalin—Anthracen zutreffendes Zahlenbeispiel. 


4. Die Ergebnisse aus 3. stimmen mit fremden (BOWEN, MIKIEWICZ 
und SMITH) und eigenen Messungen (iiber die nach ihrem AbschluB be- 
richtet wird) so gut tiberein, wie es angesichts der in der Rechnung ent- 
haltenen Abschatzungen und der MeBgenauigkeit zu erwarten ist. 
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Damit der hier behandelte Energietibergang stattfinden kann, miissen 
demnach die folgenden Bedingungen erfiillt sein: 


a) Der erste Anregungszustand des Gast-Molekiils muB tiefer liegen 
als der des Wirtes; es muB also das Fluoreszenzspektrum des Wirtes 
wenigstens teilweise auf das Absorptionsspektrum des Gastes fallen — 
obwohl es sich nach dem hier vorgeschlagenen Wanderungsmechanismus 
fiir die Energie nicht um eine Emission und Absorption von Licht handelt. 


b) Die Abklingdauer der Fluoreszenz des Wirtes muB groB sein gegen- 
liber der Dauer einer Warmeschwingung. Deshalb entsprechen auch die 
beobachteten Fluoreszenzspektren dem thermischen Gleichgewicht. 
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Fig. 2. Ausbeute (in willktirlichem MaBstab) von 
Wirt- und Gastemission als Funktion der Konzen- 
tratione von Gin W, nach Gl. (3). (Die benutzten 


Fig. 3. Abklingdauer von Wirt und Gast als Funk- 
tion der Konzentration, berechnet nach Gl. (4) 
und (5). Zahlen etwa fiir das System 
Anthracen—Naphthalin. 


Zahlenwerte treffen ungefahr auf das System 
Anthracen—Naphthalin zu.) 


Durch Einbau in einen Wirtskristall kann man, wie Fig. 3 zeigt, die 
Abklingdauer von Wirt und Gast stark andern. Dies ist zwar von 
einigem praktischem Interesse, da gerade Anthracen sich gut eignet zur 
Registrierung von y-Quanten oder anderen Strahlungen; doch zeigt 
Fig. 2, daB mit einer Verringerung der Abklingdauer, wie sie etwa fir 
Koinzidenzmessungen wiinschenswert ist, eine starke Abnahme der 
Intensitat verbunden ist, die im allgemeinen wohl nicht in Kauf genom- 
men werden kann. 


5. Die hier vorgeschlagene Erklérung fiir den Mechanismus der 
Energiewanderung in organischen Mischkristallen laBt einige interessante 
Fragen tiber das Verhalten angeregter Molekiile offen. Wir diirfen wohl 
annehmen, daB auch ohne Vorhandensein eines Gastes Lichtenergie 
zwischen dem Zeitpunkt der Absorption und der Emission sich nicht in 
ein und demselben Molekiil aufhalt, vielmehr findet, wenigstens in 
Kristallen, ein dauerndes Wandern der Energie statt. Beobachtungen 


iiber die Wellenlangenabhangigkeit der Fluoreszenz bei UV-Bestrahlung 
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oder iiber die Fluoreszenzeigenschaften von Lésungen bei Rontgen- 
bestrahlung (FuRsT und KALLMANN 1950, 1954) deuten darauf hin, daB 
auch in fliissigen Lésungen die Energie wandert ; jedoch erfolgt hier der 
Energieiibergang beim Sto8, nicht bei Schwingungen wie im Kristall. 

Leider ist noch nicht bekannt, wie die Gast-Molekiile in den Wirt- 
kristall eingebaut werden. Bei der hier behandelten Stoffgruppe, den aro- 
matischen Kohlenwasserstoffen, liegt die Annahme nahe, daB die Gast- 
Molekiile regular in den Wirtkristall eingebaut werden, daB es sich also 
um echte Mischkristalle handelt (s. jedoch 6.). Man kann dann daran den- 
ken, die von der Parallelitat nicht allzusehr abweichende gegenseitige 
Lage der Molekiile im Kristall fiir den besonders wirksamen Energie- 
transport verantwortlich zu machen; dann ist auch verstandlich, warum 
er in Lésung weniger leicht stattfindet. Doch begegnet hier gleich eine 
neue Schwierigkeit: Zwar kennen wir die Lage der Ubergangsmomente 
in den Polyacenen noch nicht zweifelsfrei, doch darf als sicher gelten, 
da8 die Ubergangsmomente der Emission von Anthracen und Naphthalin 
zwar beide in der Molekiilebene, der eine jedoch in der langen Achse, 
der anderen parallel der kurzen Achse polarisiert sind (SPONER und 
NORDHEIM 1950). (Naheres hierzu und Ubersicht iiber die umfangreiche 
Literatur demnachst in einer ausfitthrichen Untersuchung der Emissions- 
und Absorptionsspektren des Naphthalins.) Es erscheint nun schwer 
verstandlich, wie ein Energiettbergang zwischen zwei senkrecht zuein- 
ander polarisierten Dipolen méglich sein soll. Doch begegnet dieselbe 
Schwierigkeit beim Phanomen des strahlungslosen innermolekularen 
Energietiberganges zwischen zwei zueinander senkrecht polarisierten 
Ubergéingen im selben Molekiil (ScHEIBE 1954). Hier sind weitere Unter- 
suchungen erforderlich. 

6. SchlieBlich soll noch auf die spektrale Intensitatsverteilung in den 
Spektren der Komponenten organischer Mischkristalle eingegangen 
werden. Sie sind charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften: 

a) Das Spektrum des Wirtes bleibt praktisch ungedndert. 

b) Das Spektrum des Gastes entspricht weitgehend dem des Mole- 
kiils in Lésung; der Mischkristallcharakter (s. in 5.) geht also nicht so 
weit, und der Einbau ins fremde Gitter erfolgt nicht so vollkommen, als 
daB das Kristallspektrum emittiert wiirde. Dies legt nahe, nicht von 
(echten) Mischkristallen, sondern von kristallinen Lésungen zu sprechen. 

c) Bei staérker polarisierbaren Molekiilen wird auch Konzentrations- 
léschung beobachtet: dann treffen die Rechnungen in 3. natiirlich nicht 
mehr zu. 

Zur Erlauterung dienen die Fig. 4—7. 


Die Fig. 4 zeigt das Emissionsspektrum des Anthracens, bei Tief- 
temperatur als Kristall und in alkoholischer Lésung. Das Kristallspek- 
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trum ist gegeniiber dem Lésungsspektrum spektral verschoben um etwa 
425 A nach Rot. V erschiebungen derselben GréBenordnung treten auf 
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Fig.4au.b. Fluoreszenzspektrum von Anthracen 
bei Tieftemperatur (fliissiger Sauerstoff). a Kristal- 
lisiert; b gelost in Athanol, etwa 10-4 mol, glasartig 
erstarrt. Rechte Ordinate gilt fiir a, linke fiir b. 


beim Einbau von Anthracen in 


Naphthalin (Fig. 5 und 6). 
Die Rotverschiebung betragt: 


fir Anthracen,  kristallisiert, 
Tieftemperatur, gegen Anthracen, 
Lésane, TT:425 A, 


fiir Anthracen, kristallisiert, 
TT, gegen Anthracen in Naphtha- 
lin, kristallisiert, TT: 120 A, 


fiir Anthracen, kristallisiert, 
TT, gegen Anthracen in 2,3-Dime- 


thyl—Naphthalin, _kristallisiert , 
TT: 120A, 
fiir Anthracen, kristallisiert, 


TT, gegen Anthracen in 2,3,6- 
Trimethyl—Naphthalin, kristalh- 
Sime, Is 20 A, 


fiir Anthracen, kristallisiert, TT, 
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Fig. 5au.b. Fluoreszenzspektrum von Naphthalin, 
kristallisiert, Tieftemperatur. a Mitetwa 5 - 10-4 Tei- 
len Anthracen; b nach 6maligem Umkristallisieren. 
Der Anthracengehalt betragt jetzt weniger als 10~°. 
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Fig.6a u. b. Fluoreszenzspektrum des 2,3,6-Tri- 
methyl-Naphthalins mit etwa 2,5-10~° Teilen 
Anthracen, kristallisiert. a Zimmertemperatur; 
b Tieftemperatur, 


gegen Anthracen in 2,6-Dimethyl— 


Naphthalin, kristallisiert, TT: 60 A (saimtlich + etwa 20 A). 


ee 
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Die Fig. 7 zeigt schlieBlich noch am System Naphthalin—Tetracen 
eine Konzentrationsléschung. Reines Tetracen fluoresziert als Kristall 
ja bekanntlich gar nicht. 10-4 Teile Tetracen in Naphthalin ergeben das 
normale Lésungsspektrum des Tetracens neben der Fluoreszenz des 
Napthalins. 10-2 Teile Tetracen dagegen zeigen ein stark verbreitetes, 
geschwachtes und ins Langwellige verschobenes Spektrum; das Naphtha- 
linspektrum ist fast véllig geléscht. 


Zum experimentellen Teil: Die Reinigung des Naphthalins und seiner 
Derivate von Anthracen erfolgte durch Chromatographieren, durch 
Umkristallisieren und durch Zonenschmelzen (WOLF und DEuTscH 1954). 
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Fig. 7a u. b. Fluoreszenzspektrum von Naphthalin mit Tetracen, kristallisiert, Tieftemperatur. a 10-* Teile 
Tetracen; b 10~* Teile Tetracen, 


Uber die Aufnahme der Spektren wird in einer ausfithrlichen Arbeit 
gesondert berichtet werden. Hier nur das wichtigste: Messung bei 
Zimmertemperatur oder bei Temperatur der fliissigen Luft, Anregung 
mit Hg-Héchstdrucklampe Osram HBO 200, Filterung durch Back- 
strom-Filter und Schott UG 11, unterhalb 3500 A ist den Fluoreszenz- 
spektren deshalb Hg-Licht tiberlagert, besonders die verbreiterten Linien 
um 3341, 3125 und 3030. Messung im Quarzspektrographen mit Photo- 
Elektronen-Vervielfacher. Auf hohes Auflésungsvermégen wurde bei 
diesen Messungen kein Wert gelegt, die Feinstruktur des Naphthalin- 
spektrums ist deshalb nur angedeutet. Die Fluoreszenzintensitaten sind 
in willkiirlichen Einheiten gemessen; die Intensitaten verschiedener 
Figuren sind untereinander nicht in ihrer absoluten Hohe vergleichbar, 
doch ist der IntensitatsmaBstab tiberall derselbe. 


Herrn Professor G. SCHEIBE, der mich auf das zunachst tiberraschende 
Fluoreszenzverhalten organischer Mischkristalle aufmerksam machte, bin 
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ich dafiir, und fiir klarende Diskussionen, sehr dankbar. Zu groBem Dank 
bin ich ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft verpflichtet, die 
durch ein Forschungsstipendium und eine Sachbeihilfe die Untersuchun- 
gen ermoglichte. 


Herr H. P. DEuTscH leistete mir wertvolle Hilfe bei den Messungen. 
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Der Einflu8 von Gitterst6rungen 
auf die ultraviolette Eigenabsorption 
von Kaliumjodid. 


Von 
FRED FISCHER. 
Mit 8 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 8. Juli 1954.) 


Der Absorptionsverlauf fiir KJ-Schichten. wird gemessen, die durch Kondensation 
bei verschiedenen Temperaturen erzeugt und bis zu verschiedenen Temperaturen 
getempert werden. Die schmale 1. und 2. Bande der ultravioletten Eigenabsorption 
werden durch die erzeugten St6rungen weitgehend veradndert. Die St6rung kann 
durch Einbau von KF, das mit KJ nicht Mischkristall bildet, so weit getrieben 
werden, da8 normal absorbierende Ionenpaare kaum noch auftreten. Die Aus- 
wertung der Absorptionskurven bietet die Méglichkeit, einen Betrag ,,St6renergie“ 
fiir den Ort des Elementaraktes der Lichtabsorption jeweils anzugeben. Man findet 
ein ,,Spektrum“ verschiedener St6rungen. Es hangt ab von der Kondensations- 
temperatur, den Bedingungen des Temperns, von der Schichtdicke und von Fremd- 
bausteinen. Auch durch Einstrahlung kann die Verteilung geandert werden. Durch 
langes Tempern von Schichten, die bei tiefer Temperatur entstanden sind, kénnen 
so scharfe Absorptionsbanden in Alkalihalogeniden erreicht werden, wie sie bisher 
nicht bekannt waren. Die hier zum ersten Male im Spektrum der Eigenabsorption? 
durch Stérungen verursachten Anderungen sind zur Charakterisierung der Stér- 
energie besser geeignet, als die Veranderung der bisher benutzten physikalischen 
Eigenschaften. 


$1. Evnleitung. 


Durch mechanische und thermische Beanspruchung fester Kérper 
treten in Gittern St6rungen verschiedener Art gleichzeitig auf. Schon 
in geringer Konzentration haben fehlgeordnete Bausteine einen erheb- 
lichen EinfluB auf viele physikalische Eigenschaften. Besonders die 
Metalle sind in dieser Hinsicht in vielen Arbeiten untersucht worden. 
Leider sind manche der beobachteten Gr6éBen, etwa der elektrische 
Widerstand oder mechanische Eigenschaften nur zum Nachweis der 
Stérungen geeignet. Sie kénnen aber kaum Auskunft tiber die Vertei- 
lung auf ihre verschiedenen Arten geben. 


Uber die mit den fehlgeordneten Bausteinen verbundenen Energie- 
anderungen im Gitter miiBte man einiges erfahren kénnen, wenn sich 
direkt ein Einflu8 auf die optischen Eigenfrequenzen des Gitters fest- 


* Eine Mitteilung von wesentlichen MeBresultaten erfolgte bereits auf der 


Physikertagung in Innsbruck 1953 durch Herrn Professor Hi1tscu (Physik. Verh. 
1953, 132). 
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stellen lieBe. Versuche dazu sind kaum bekannt. Dies liegt sicher daran, 
daB im allgemeinen die erreichte Konzentration der Fehlstellen zu klein 
ist, um eine Anderung der fundamentalen optischen Absorption, zu der 
jeder Gitterbaustein beitragt, zu erkennen. Nun laBt sich heute ein sehr 
hoher Anteil Stérungen im Gitter erzeugen, wenn man nach BUCKEL und 
Hitscu die ,,abschreckende Kondensation‘ bei tiefer Temperatur ver- 
wendet. In verschiedenen Arbeiten! ist die Wirkung auf den elektrischen 
Widerstand, die Supraleitung, sowie auf Réntgen- und Elektronen- 
interferenzen fiir Metalle gezeigt worden. Zur Untersuchung der starken 
optischen Absorption im Grundgitter sind die auf diese Weise leicht 
herstellbaren diinnen Schichten geradezu notwendig und_besonders 
geeignet. 


Deshalb soll versucht werden, ob eine Anderung von Eigenabsorp- 
tionsfrequenzen bei Gegenwart von so erzeugten Stoérungen zu deren 
Aufklarung beitragen kann. In dieser ersten Arbeit werden dafiir keine 
metallischen Schichten verwendet, weil sie im allgemeinen in allen 
Spektralgebieten absorbieren und wenig ausgesprochene Selektivitaten 
zeigen. Nichtmetallische Stoffe, besonders heteropolare Salze besitzen 
dagegen haufig im Ultravioletten und Ultraroten scharfe Absorptions- 
frequenzen, deren Anderung besser feststellbar sein muB. Am besten 
bekannt und gedeutet sind die Banden der Alkalihalogenide?. Wir 
entscheiden uns deshalb hier fiir die Untersuchung der langwelligsten 
Banden der Eigenabsorption des Kaliumjodid im Ultravioletten. Sie 
legen fiir diese Substanz im noch gut zuganglichen Bereich von 180 bis 
270 Mu. 

Die erste Bande des KJ (A,,,, = 212 mu, Halbwertsbreite 0,1 eV bei 
T = 20° K)? wird in korpuskularer Deutung einem Elektroneniibergang 
vom J~ zum benachbarten K*-Ion zugeschrieben. In der Energiebilanz 
zu diesem Ubergang erscheint als ein wesentliches Glied const - e?/r. Die 
Konstante enthalt den MADELUNG-Faktor M. Jedem Ion in gestorter 
Gitterlage wird ein eigener MADELUNG-Faktor zuzuschreiben sein. Fir 
ihn ist besonders die nachste Umgebung des betreffenden Ions maB- 
gebend, da sich die Anteile der Ionen entgegengesetzten Vorzeichens in 
gréBerer Entfernung schnell kompensieren. Eine mit der Fehlordnung 
verbundene Anderung der Ionenabstiande 7 muB ebenfalls direkt zu einer 
Verschiebung der Resonanzfrequenz solcher Ionen fihren. 


1 BuCKEL, W., u. R. Hirscu: Z. Physik 132, 420 (1952). — BucKEL, W., u. 
R. Hirscu: Z. Physik 138, 109 (1954). — Rtur, W.: Z. Physik 138, 121 (1954). — 
BucKEL, W.: Z. Physik 138, 136 (1954). 

2 Hirscu, R., u. R. W. Pout: Z. Physik 59, 812 (1930). — SCHNEIDER, EniG.s 
u. H. M. O’Bryan: Phys. Rev. 51, 293 (1937). — Hipper, A. v.: Z. Physik 101, 
680 (1936), u. a. 

3 FESEFELDT, H.: Z. Physik 64, 623 (1930). 
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Das Ziel dieser Arbeit soll sein, die Veranderung der Banden des K J 
in Abhangigkeit verschiedener Parameter, wie Kondensationstempe- 
ratur, Schichtdicke, Fremdzusatze u. a. zu untersuchen und zu deuten. 
Die Wahl der Fremdzusatze mu8 dabei der Einschrankung unterliegen, 
daB sie nicht selbst in diesem Spektralbereich mit ihren Elektronen 
zur Absorption beitragen. 


§2. Experimentelles zur Herstellung der Salzschichten 
und zur Untersuchung threr Eigenabsorption. 


Fiir die Erzeugung der Salzschichten wird eine der im hiesigen In- 
stitut gebrauchlichen K&alteapparaturen benutzt. Sie erlaubt das 
Kondensieren auf eine kristalline Quarzunterlage, deren Temperatur 
zwischen 9° K und 100° C einstellbar ist. In Anbetracht der haufigen 
Forderung, Schichten mit definierten Fremdzusatzen zu erzeugen, haben 
wir eine Vorrichtung entwickelt, die es erméglicht, Salzgemische und 
Legierungen aus einem einzigen Ofen zu verdampfen, ohne daB dabei 
eine Entmischung eintritt. Sie soll an anderer Stelle im einzelnen be- 
schrieben werden. Das Prinzip sei hier kurz mitgeteilt. Es werden so 
kleine Kérner nacheinander vollstandig verdampft, daB jedes von ihnen 
nur ein bis zwei Atomlagen zum Aufbau der Schicht beitragt. Dann ist 
es belanglos, ob die im einzelnen Korn enthaltenen Komponenten frak- 
tioniert verdampfen. Die zu Kugeln geschmolzenen Korner sind in 
Gr6Ben zwischen 0,4 und 0,6mm Durchmesser ausgesiebt. Sie rollen 
nach magnetischer Auslésung einzeln in eine V-férmig gebogene, glii- 
hende Wanne aus Wolframblech. So hat man es in der Hand, Schichten 
gewunschter Dicke herzustellen. Durch vorheriges Ausheizen kann der 
abgeblendete Ofen von adsorbierten Gasen befreit werden. Dann ist 
der Druck in der Apparatur wahrend des Verdampfens stets kleiner 
als 10°§ mm Hg. 

Zur Herstellung der Salzkugeln wird KJ mit dem entsprechenden 
Zusatz im Morser fein gepulvert, innig vermischt und zu etwa 0,5 mm 
starken Platten gepreBt. Mit Hilfe von Sieben gelingt es, aus den zer- 
hackten Platten Kérner zwischen 0,4 und 0,6 mm Durchmesser zu ge- 
winnen. Diese 1a8t man durch ein 1m langes, auf 900°C geheiztes 
Quarzrohr fallen. Die Temperatur wird so eingestellt, daB die Kérner 
kurz vor dem Verlassen des Rohres eben geschmolzen sind. Auf einem 
weiteren Fallweg von 4 m erstarren sie zu Kugeln und werden in einem 
Reagenzglas aufgefangen. Um bei den hohen Temperaturen eine Zer- 
setzung des K J an der Luft zu vermeiden, ist das Quarzrohr von Rein- 
stickstoff bzw. CO, durchstrémt. Zusatze von hygroskopischen Stoffen 
bilden eine gewisse Erschwerung. Nach dem Austreiben von Feuchtigkeit 
durch Erwarmen muB die Substanz stets so warm bleiben, daB sie aus 


u KAISER, R.: Z. Physik 132, 482 (1952). 
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der Luft kein Wasser wieder aufnehmen kann. Die fertigen Kugeln 
werden im Vakuumexsikkator aufbewahrt. 

Zur Absorptionsmessung dient ein Quarz-Doppelmonochromator mit 
den ublichen HilfsmittelIn. Eine groBe Zahl von Funkenlinien ermoglicht 
es, auch etwaige Feinheiten in der Form der Banden ausmessen zu k6n- 
nen. Statt der Einfadenelektrometer werden MeBverstarker der Firma 
Friesecke und Hoepfner fiir die Photostréme verwendet. So kann eine 
Schwachung der Lichtintensitaét auf 1% noch gut erfaBt werden. Die 
Aufnahme einer Absorptionskurve dauert 
rund eine Stunde. 

Fir die Ausfiihrung der Differenz- 
messung muB die Quarzplatte so verschieb- 
bar sein, daB eine unbedampfte und be- 
dampfte Flache abwechselnd im Strahlen- —~— 
gang stehen kann. Das ist frither durch 
Verschieben des ganzen KaAltetopfes ge- 
schehen. Jetzt laBt sich der Objekttrager 
durch Drehbewegung von auBen ver- 
schieben. Der untere Teil des Kihltopfes tk 1 a eee Sawiell im 
ist nebenstehend in Fig.1 im Schnitt —"imtety 
wiedergegeben. 

Am Boden des inneren Wasserstoffbehalters (H,) ist ein Z-f6rmiger 
Rahmen (R) aufgeschraubt. In zwei horizontalen Schienen (S) gleitet ein 
Schlitten mit dem Schichttrager aus kristallinem Quarz (Q). Zwecks guten 
Warmekontaktes ist dieser aufgelétet, wozu vorher in seine aufgerauhten 
Rander Leitsilber bei 500° C eingesintert ist. Die Warmeiibertragung 
zwischen festem Rahmen und Schlitten erfolgt seitlich mittels eines 
flexiblen Silberbandes aus 100 Folien von 10 Dicke. Seine Enden sind 
an den beiden Laschen (L) angeschraubt. Dadurch laBt sich die Quarz- 
platte leicht im Strahlengang (S¢) verschieben. Dies geschieht tiber die 
Gabel (G), in die ein Zapfen des Schlittens eingreift. Sie ist am Rahmen 
um die vertikale Achse des Kiihltopfes drehbar gelagert. Aus Griinden 
der Warmeisolierung besteht die nur teilweise eingezeichnete Drehachse 
aus einem diinnwandigen Kontrazitrohr (K). Es befindet sich an seinem 
unteren Ende auch mit einem Silberband in thermischem Kontakt mit 
dem kalten Schutzschild (Sch), damit von auBen zugeleitete Warme 
abgefangen wird. Die Richtung des Dampfstrahls (D) ist durch einen 
Pfeil markiert. Den Rahmen bedeckt eine auswechselbare, diinnwandige 
Blende dicht vor der Quarzplatte (Q) und schiitzt diese bis auf einen 4mm 
breiten Spalt vor dem Bedampfen. 

Die Vorteile dieser Anordnung gegeniiber friiheren (z. B. bei 
R. KarsEr!) sind folgende: Es gelingt in einem Arbeitsgang bis zu drei 
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Schichten nebeneinander zu untersuchen. Die feste Montage des Kalte- 
topfes auf der optischen Bank erlaubt eine unverdndert gute Justierung. 
Die Blende erméglicht die Teilbedampfung der Quarzplatte und halt 
bei der optischen Messung Streulicht fern. So kann im Fall undurch- 
lassiger Schichten keine meBbare Durchlassigkeit vorgetaéuscht werden. 

Die folgenden Diagramme enthalten die durch die Salzschicht hervor- 
gerufene ,,Lichtschwachung“ log J,/Z als Funktion der Photonenenergie. 


65 60 55 50 ev65 60 55 50 Diese Bezeichnung wird gewahlt, 
T T T ] T 4 T T 


12rt i weil neben der eigentlichen Ab- 
a i | | sorption noch Streuung und 
#4 i iL, os AS 60% | veranderte Reflexion enthalten 

3% i | - | sind. 
Sot Vt et tO | Die Dicke der K J-Schichten 
| ; | l4Bt sich nach G. BAvER! aus 
al der Lichtschwachung berech- 
~ 02 ; nen. Hier wird noch zur Kon- 
ENS trolle durch Wagung einer Auf- 


" a 1 
185 200 220 240 260 mu 200 220 240 260 fangflache aus Glimmer die 


Wellenlange A ; ae 
Fig.2au.b, Reines KJ bei 7, kondensiert und gemes- Schichtdicke aus der Massen- 


sen. Schichtdicke als Parameter. Gestrichelte Kurven belegung unter Benutzung der 
nach Tempern bei 100°C wieder bei JT, gemessen. l Dicht besti t 
a) T,=9°K. Schichtdicken etwa 30, 70, 150, 300A, HWOTMaien icnte estimmt, 


Gestrichelte Kurve gehort zur dicksten Schicht. b) Ty = Bei gegebener Geometrie wird 
80°K. Schichtdicken etwa 20, 70, 300A. Gestrichelte 
Kurve gehért zur diinnsten Schicht. 7a Berdurch Verdampfen von 


3607 Kugeln KJ auf gekihlter 
Unterlage eine Schichtdicke von etwa 350 mu erhalten. Das bedeutet 
pro Kugel im Mittel rund 10 A, womit die Voraussetzung homogenen 
Schichtaufbaus gegeben ist. 


93. Einflup der Schichtdicke bet reinem KJ. 


Fig. 2a und b zeigen eine Reihe von Absorptionskurven mit ver- 
schiedenen Schichtdicken. In Fig. 2a wird KJ bei 7, =9° K konden- 
siert (3, 7, 15, 30 Kugeln) und gemessen. Entsprechendes gilt fiir Fig. 2b 
mit 7>=80° K (2, 7, 30 Kugeln). AnschlieBend wird jede Schicht bei 
100° C 15 min lang getempert und zum Vergleich wieder bei der Konden- 
sationstemperatur gemessen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist 
davon nur je eine Kurve gestrichelt eingezeichnet. In a gehort sie zur 
dicksten, in b zur diinnsten Schicht. Die nicht wiedergegebenen Kurven 
haben im wesentlichen gleiche Form. 

Der Vergleich der gestrichelten Banden von getemperten Schichten 
mit ihrem Verlauf vor dem Tempern zeigt sehr eindringlich eine tief- 
greifende Veranderung in ihrem Aufbau. An Stelle der sehr schmalen 


? Bauer, G.: Ann. Physik 19, 434 (1934). 
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ersten Bande des K J, deren Maximum in Fig. 2a bis zu dem Wert 1,9 
reicht, erscheinen zwei stark verbreiterte Banden in verschobener Lage. 
Auch die zweite Bande des normalen K J, deren Maximum beidiesen tiefen 
Temperaturen unterhalb 185 mu liegt, ist in ahnlicher Weise verbreitert. 

Man erkennt in Fig. 2b, wie sich mit abnehmender Schichtdicke eine 
langwellige Absorptionsbande bei etwa 223 mw herausschalt. In der 
diinnsten Schicht, deren Dicke bei homogener Belegung etwa das Vier- 
fache der Gitterkonstante betragen wiirde, 


ist von der normalen Absorption bei 214 my oe aa 
nur noch eine Andeutung vorhanden. Nach ¥4///|_ 
dem Tempern verschwindet die langwellige i 
Absorption vollstandig und die bekannte 248 
schmale Bande des KJ erscheint?. Ss 

In noch verstarktem MaBe erhalt man ein S | 
abweichendes Absorptionsverhalten, wenn 8 94 \ 
man statt 80° K als Kondensationstempe- - . ia 
ratur 9° K wahlt. Jetzt erscheint das Maxi- rt ANG ; 
mum der langwelligen Absorption bei 228 mu. ' Se seal 
Das Maximum bei 210my liegt deutlich 210 2h 278 My. 


; ; : Wellenlonge A 
kurzwelliger als die getemperte, gestrichelte pias eAbhadeiekelt des Macionns 


Bande. Mit wachsender Schichtdicke tiber-  4er 1. Bande des KJ von der Dicke 
wiegt auch hier die kurzwellige Absorption ik ik, hilds 
mehr und mehr. Nur wird ein Zustand der Sattigung, bei der keine 
wesentliche Anderung in der Form des Spektrums mehr auftritt, erst bei 
erOBeren, fiir die Messung nicht mehr zuganglichen Dicken erreicht. 

Auch nach dem Tempern wird eine Abhangigkeit der ersten Bande 
des KJ von der Dicke der Schicht beobachtet. Die Messungen in Fig. 3 
sind bei 80° K ausgefiihrt und wegen der Schmalheit der Bande in stark 
gedehntem A-MaBstab dargestellt. Hier erkennt man einwandfrei die 
stetige Verschiebung des Maximums zu kiirzeren Wellen mit abnehmender 
Massenbelegung. Gegeniiber einer normalen Bandenlage von 214 my fir 
dickere Schichten besitzt die diinnste hier gemessene ihr Maximum bei 
213 mu. Sie wiirde bei homogener Bedeckung eine Dicke von der drei- bis 
vierfachen Gitterkonstante besitzen. Diese Angabe soll nur ein Ma8 fiir 
die Massenbelegung der Quarzplatte sein. Denn die Annahme homogener 
Belegung trifft wohl im GroBen zu, jedoch nicht notwendig innerhalb 
kleiner Bereiche. 

§4. Abhangigkeit der Absorption des reinen KJ 
von der Kondensationstemperatur T). 

Im vorigen Paragraphen hat sich eine Abhangigkeit der Absorptions- 

spektren von der Schichtdicke ergeben. In den folgenden Messungen 


1 Diese Resultate sind nicht auf das KJ beschrankt. Ganz analoge Verande- 
rungen in der Grundgitterabsorption werden auch am RbJ gefunden. 
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wird einheitlich eine konstante Dicke von 300 A benutzt und der Ein- 
flu8 der Kondensationstemperatur 7, naher untersucht. Nach Erzeu- 
gung bei T, wird jede Schicht bei der gleichen tiefen Temperatur von 
20° K gemessen. Erst dadurch ist ein Vergleich der Kurven miteinander 
méglich. Denn so gelingt es, den Einflu8 der vorliegenden Stérungen 
abzutrennen von demjenigen, den die Temperatur auch bei ungestorten 
Kristallen auf Bandenlage und -breite hervorruft!. Man hat bei der 
MeBtemperatur von 20° K schon den Grenzfall geringster Halbwerts- 
breite der KJ-Banden erreicht und kann deshalb durch Storungen 
hervorgerufene Anderungen am besten erkennen. Die bei der hoheren 
Kondensationstemperatur 7, erzeugten Schichten werden einheitlich 
erst nach einer Wartezeit von 15 min zum Messen der Absorption auf 
20° K abgekithlt. Damit wird erreicht, daB noch nach der Kondensation 
stattfindende Umlagerungen in der Schicht innerhalb der MeBdauer ohne 
EinfluB sind. 

Fir die Herstellung der konstanten Schichtdicke werden in jedem 
Fall 30 Kugeln verdampft. Die durch Schwankungen in der KugelgréBe 
verbleibenden Dickenunterschiede von héchstens 10% sind herauskorri- 
giert. Die Verdampfungszeit betragt einheitlich 30sec. Die wahrend 
dieser Zeit kondensierenden Restgase fallen nicht ins Gewicht. Denn 
das mit fliissigem N, bzw. H, gekihlte Schutzschild (Sch in Fig. 1) 
schirmt den Auffanger bis auf kleine Offnungen nach auBen ab. 

Die ausgezogenen Kurven in Fig. 4a sind bei 20° K nach der Konden- 
sation bei der angegebenen Temperatur gemessen worden. Nur fiir 9 und 
20° K sind Kondensations- und MeBtemperatur gleich. Der Gang der 
Kurven mit der Kondensationstemperatur ist sehr iibersichtlich. Die 
bei tiefer Temperatur aufgedampften Schichten zeigen die beiden schon 
aus Fig. 2 bekannten Stérbanden statt der einzigen ersten Bande der 
UV-Eigenabsorption. Mit steigendem J, wandelt sich die gestérte 
Absorption stetig in diese um. Bei Zimmertemperatur und dariiber er- 
halt man den von fritheren Arbeiten bekannten Verlauf. Die langwellige 
Bande ist noch bis T)=170° K zu erkennen. Fiir jedes J, erhalt man 
nach Aufwarmen und Tempern der Schicht bei Zimmertemperatur und 
nach abermaliger Abkiihlung zur MeBtemperatur 20° K nur noch die 
scharfe Bande der Eigenabsorption. Das heiBt, die durch die Konden- 
sation hervorgerufenen Stérungen kénnen durch einmaliges Tempern 
weitgehend zum Verschwinden gebracht werden. Es bleiben nur gering- 
fiigige Verschiedenheiten, die noch von der gewahlten Kondensations- 
temperatur abhangen. In jede Figur ist zum Vergleich eine Kurve punk- 
tiert eingetragen. Sie ist durch 15stiindiges Tempern bei Zimmer- 
temperatur an einer bei 20° K kondensierten Schicht nach Wieder- 
abktihlen auf 20° K gemessen worden. Diese Tempermethode liefert 
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fiir alle unter 100° K erzeugten Schichten besonders scharfe und gut 
reproduzierbare Banden}, 

In Fig. 4a fiir 9° K ist noch ein strichpunktierter Kurvenast einge- 
zeichnet. Er ist 2 Std nach der Kondensation gemessen worden und 
zeigt an, daB bei diesem hohen Stérgrad doch noch wesentliche Um- 
lagerungen in der Schicht nach der Herstellung stattfinden. Fiir alle 
anderen J, sind diese innerhalb derselben Zeit unwesentlich. Fiir 
I, =80° K ist noch der Versuch gemacht, eine Anderung nach 20 Std 
Wartezeit nachzuweisen. Sie ist ebenfalls durch eine strichpunktierte 
Kurve dargestellt und nur gering. 


$5. Wirkung von gitterstérenden Zusdtzen. 

In verschiedenen Arbeiten des Institutes ist an Metallschichten mit 
Fremdzusatz eine besonders starke Gitterunordnung beobachtet worden. 
Mit steigender Konzentration des Zusatzes laBt sie sich auBerdem bis zu 
hdéheren Temperaturen stabilisieren. Die Unordnung geht so weit, daB 
etwa im Fall Zinn mit Kupferzusatz nur noch ein ,,feinstkristalliner‘‘ 
fliissigkeitsahnlicher Zustand méglich ist. Wir méchten versuchen, noch 
verstarkte Stérungen auch in Alkalihalogeniden durch Zusatze herbei- 
zufiihren und diese mit der optischen Absorptionsmessung festzustellen. 
Fiir die Wahl des Zusatzes ist es ebenso wie bei Metallen maBgebend, daB 
keine Mischkristallbildung mit dem Grundgitter eintritt. In unserem 
Fall sollen die zusdtzlichen Bausteine auBerdem keine eigenen Elek- 
troneniibergange in dem benutzten Spektralbereich zeigen. Fir KJ er- 
fiillt ein Zusatz von KF diese Bedingungen. Es absorbiert selbst erst 
im Vakuum-UV (1. Bande bei 126 my). Damit wird nur ein Fremdion 
ersetzt, so daB auch chemische Umsetzungen ausgeschlossen sind. 

Die Fig. 4b—d enthalten Absorptionsmessungen an KJ mit drei 
verschiedenen Zusadtzen von 5,10 und 20 Mol-% KF. Fir jede Schicht 
sind wieder 30 Kugeln verdampft. Die Herstellung der KF enthaltenden 
K J-Kugeln ist im experimentellen Teil beschrieben. Im tibrigen gelten 
die gleichen Bedingungen des vorigen Paragraphen. 

Bei der tiefsten Aufdampftemperatur von 9° K ist in den drei 
Fig.4b—d die Stérwirkung des KF am eindrucksvollsten. Anstatt der 
ersten ungestorten Bande ist nur noch eine breite Stérbande mit einem 
Maximum bei etwa 228 my. vorhanden. Das bei der tiefen MeBtempe- 
ratur in Fig. 4a nicht zugangliche zweite Bandenmaximum der Eigen- 
absorption wird durch die Stérung soweit verschoben, daB es bei etwa 
489 mp. beobachtbar wird. In diesem Fall ist die Differenz zwischen den 
beiden verschobenen Stérbanden ebenso groB, wie bei den ungestorten 


1 Die Nebenbande bei 199 my. ist noch nicht gedeutet. Man kennt sie schon 
lange und findet sie besonders stark ausgepragt bei CsJ im gleichen Abstand von 
0,35 eV zur 1. Bande. 
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den kann. Aus den Bildern mit héheren Kondensationstemperaturen 


steigendem Zusatz der Stérgrad der Schicht nicht mehr vergréBert wer- 
geht hervor, daB mit Zusatz viel starkere Storungen als bei reinem KJ 
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auftreten, Kondensiert man jedoch bei Zimmertemperatur oder 100° C, 
so ist sein Einflu8 nicht mehr beobachtbar. Wir erhalten denselben Ab- 
sorptionsverlauf, wie mit reinem KJ. Wie dort stimmen alle durch 
15stiindiges Tempern bei Zimmertemperatur erhaltenen Kurven bis auf 
geringe von 7, abhangende Unterschiede tiberein. Die vergleichsweise 
punktierte Kurve ist dieselbe wie in Fig. 4a. 

Alle Schichten mit Kondensationstemperaturen von 80° K und dar- 
iiber in Fig. 4a—d sind nicht nur bei 20° K, sondern auch bei 80° K 
gemessen worden. Der Verlauf ist praktisch gleich dem bei 20° K. Die 


2 Kurven sind im Mittel nur um 1,3 mp nach 
mul -ot-~ 9 langeren Wellen verschobent. Der Ubersicht- 
a ae Se lichkeit halber sind nur drei Beispiele mit 
® al nt S gestrichelten Kurven in Fig. 4d fir 7)= 
£2 Si ON 20% 80,170 und 290° K gezeichnet. Wichtig ist 
g re ee der Befund bei 80° K. Bei dieser breiten Bande 
rant =sah Soh ist auBer der Verschiebung keine Anderung 

i a =? | von Halbwertsbreite und Hohe festzustellen, 
10 100 °K wie es immer bei den schmalen Banden un- 


Kondensationstemp. L ; ‘ ‘ 
Fig. §. Amax (aus Fig.4a—d ent. 8est6rter Schichten beobachtet wird. Dies 


nommen) als Funktion von 7%. beweist, daB es sich um die Superposition 
KF; tomony KE, von schmalen Banden verschiedener spektraler 
ore 20 Mol-% KF, Die diinne Lage handeln muB. 
oe tee B = oe In einer Ubersicht in Fig.5 ist noch ein- 
mal zusammengestellt, wie sich die ersten 
beiden Stérmaxima in Abhangigkeit von der Kondensationstemperatur 
mit dem Zusatz von KF als Parameter verschieben. Fiir die langwellig- 
sten Bandenmaxima bei 9° K erkennt man eine dem KF-Gehalt pro- 
portionale Verschiebung nach kiirzeren Wellen. Diese wird durch die 
Erhéhung der ,,Gitter“‘energie bedingt, die von dem Einbau der kleinen 
F--Ionen_ herriihrt. 

Neben F~ ist eine Reihe anderer Fremdionen auf ihre gitterstérende 
Wirkung hin untersucht worden, z.B. Br-, Cl-, SOF -anestellesvone)” 
oder Ba?*, Cd?*, Nat, Tl* an Stelle von K*. Auch Stearinsdure ist zu- 
gedampft worden. Von allen bewirkt nur das Sulfation eine ahnlich 
starke Gitterstérung wie das Fluorion. Etwas schwacher wirkt Stearin- 
sdure. Damit wird die erste Bande auch stark verbreitert und ins Lang- 
wellige verschoben, doch nur bis 219 mu. Anders verhalten sich Br~ und 
Cl-. Sie werden bei der abschreckenden Kondensation unter Misch- 
kristallbildung eingebaut, erkennbar an der durch Gitterkontraktion 
bewirkten Verschiebung der ersten K J-Bande nach kiirzeren Wellen. 
Diese Versuche zeigen im Fall des Systems K J—KCl, daB man mittels 


1 Diese Messungen ergeben eindeutig, daB die von FESEFELDT angegebene Ver- 
schiebung von 3 my korrigiert werden muB. 
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abschreckender Kondensation auch dann noch Mischkristallbildung er- 
zwingen kann, wenn durch Abschrecken der Schmelze eine Entmischung 
unvermeidlich wird. Sie geben uns die Berechtigung, von ,,abschrecken- 
der Kondensation‘“ zu sprechen. 

Die Ionen der Metalle Tl und Cd erweisen sich hier als ungeeignet, 
weil sie mit locker gebundenen Elektronen eine Reihe von langwelligeren 
Banden erzeugen. Beim Tl entsprechen die langwelligsten von ihnen 


den ie 
en bekannten ,,Phosphor‘‘-Banden. 45 50 55 50 &V 


fr 

$6. Die Wirkung des Temperns ipl /0N 
auf die Absorption gestorter Schichten. \t 
Bisher sind die Schichten bei 
verschiedenen Temperaturen erzeugt 
worden. Jetzt soll die Absorption 
untersucht werden, wenn man die 
Schicht schrittweise auf héhere Tem- 
peraturen erwarmt. Als Beispiel wird 
wieder eine etwa 300A dicke KJ- 
Schicht mit 10% KF-Gehalt bei 
T, = 20° K kondensiert und nach 
15 min gemessen. Dann wird sie auf 
eine hdéhere Temperatur 7, erwarmt 
und nach emer stets gleich langen pr aa oe 
Temperdauer (hier 15 min) wieder auf Wellenlonge A 
die MeBtemperatur 20° K abgekuhlt. Fig. 6. Temperverlauf der gestérten Bande von 
Dieses Temperverfahren wird fiir eine J mit 10Mol-% KF. Bei 7, —20°K konden- 


f . siert. Auf 7, aufgewarmt, nach 15min auf 
Reihe von steigenden AnlaBtempera- —20°K wieder abgekiihlt und gemessen. T, in 


Pent, pis 7rdO0"C durcheeribtt, 95) wen te cat cat ra ees 
So ist ein direkter Vergleich mit den 20°K abgekiihlt und gemessen. 
Banden der Fig. 4c méglich. 

In Fig. 6 ist das Resultat zusammengestellt. Das Maximum der 
Bande verschiebt sich mit zunehmendem 7; stetig von 226my nach 
212 my. in die normale Lage, und zwar bis zu 220 my ohne wesentliche 
Formanderung der Bande. Von 290° K ab wird sie erst héher und schméa- 
ler. Im Vergleich zu der dort kondensierten Schicht ist noch betrachtlich 
mehr Gitterstérung vorhanden. Bei 100°C bekommt die Bande ihre 
gewohnte Scharfe. Doch auch dann erreicht man durch 15stindiges 
Stehenlassen bei 20° C eine weitere Ausscheidung von Stérungen (siehe 
zweifach quergestrichelte Kurve in Fig. 6). 

Tragt man die Lage dieser Maxima in Fig. 5 (jetzt in Abhangigkeit von 
T,) ein, so erhalt man zum Vergleich die diinne strichpunktierte Kurve. Sie 
zeigt, daB eine bei mittleren Temperaturen kondensierte Schicht weniger 
Stérungen enthalt, als wenn man sie auf diese Temperatur ,,anlaBt". 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 23 
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Hervorgehoben werden muB ein wichtiger Befund, der aus den MeB- 
reihen der Fig. 6 besonders deutlich hervorgeht: Die ,,A bsorptionsfldache™ 
der ersten Bande ist konstant, unabhangig von der durch Gitterstérungen 
veranderten Form. Gemeint ist damit die Flache zwischen Absorptions- 
kurve und Abszisse, wenn diese eine lineare Energieskala tragt. Dies 
gilt mit einer Genauigkeit von etwa 10%, da sich die Uberlagerung der 
Absorption aus dem kurzwelligen Gebiet stérend bemerkbar macht. 
Auch fiir die vorher besprochenen Absorptionskurven kann dasselbe aus- 
gesagt werden. 


§7. Diskussion und Deutung der MeBergebnisse. 


Nach der ersten Messung der UV-Eigenabsorption von Alkalihalo- 
geniden haben Hirscu und Pout? dafiir den Elektronenttbergang vom 
Anion zum Kation betrachtet. In ihrer Formel, 


jp ET tae (1) 


a es 
470 Ey % 


(E = Elektronenaffinitat des Anions, J = Ionisierungsspannung des 
Kations, MADELUNG-Faktor M = 1,74 fiir NaCl-Typ, 7) = Ionenabstand) 
ist ein vom Gitter herriihrender Energiebetrag von der GréBe des 
CouLomsschen Anteils der Gitterenergie notwendig, um fir alle Alkali- 
halogenide mit recht guter Genauigkeit die Frequenz der ersten Bande 
zu berechnen. Sie gilt dann auch fiir den Fall, daB etwa J--Ionen in 
anderer Umgebung (KCl) eingebaut werden. Wenn auch nicht begriindet 
werden kann, daB der EinfluB des Gitters gerade durch Hereinnahme 
des Betrages der Gitterenergie beriicksichtigt werden muB, bleibt doch 
die Formel empirisch giiltig. 
Genauer diskutiert haben spater verschiedene Autoren? den Ele- 
mentarakt mit der Formel 
pra (D = 1) =P COM ie (2) 


470 Ey 1% 


In C ist die Konstante des Bornschen AbstoBungspotentials und in P 
ein Anteil Polarisationsenergie enthalten, der jedoch schwer abschatz- 
bar ist. 

Diese Beziehungen werden hier benutzt, um wenigstens qualitativ 
emzusehen, welcher Einflu8 zu erwarten ist, wenn infolge Unordnung 
veranderte MADELUNG-Faktoren einzusetzen sind. Dann steht in Gl. (2) 
an Stelle von (2M —1) der Faktor f= (M,+ M,—1) fiir den Elektronen- 
ubergang zwischen benachbarten Ionen a und b. Anderungen der Pola- 
risationsenergie sollen unberiicksichtigt bleiben. 


ME OE 


* Born, M.: Z. Physik 79, 62 (1932). — KLEMM, W.: Z. Physik 82, 529 (1933). — 
HrppEL, A. v.: 1. c. — NEUGEBAUER, T.: Z. Physik 104, 207 (1937) 
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Der Zustand extremer Gitterstérung laBt sich von zwei idealisierten 
Grenzfallen aus betrachten. Im ersten Fall denke man sich dem Kristall 
zerlegt in immer kleinere Bereiche, die unter Verlust ihrer Orientierungs- 
ordnung wieder in lockerer Packung vereinigt sind. Im zweiten Fall 
sei durch zunehmende Konzentration von Gitterliicken verschiedener 
Art ein Einkristall mehr und mehr aufgelockert. Es wird sich zeigen, 
daB in beiden Fallen die Absorption unter Verbreiterung ins Langwellige 
ricken muB. 

In Fig. 7 sind in der linken Spalte verschiedene Beispiele aufgefiihrt. 
Auf der Abszisse ist der Faktor f=(M,+ M,—1) so aufgetragen, daB 
den kleineren Werten rechts nach Gl. (2) 354) ge, (M+M,-1) 


die gréBeren Wellenlangen entsprechen. Jonen,, 27, 
Der Wert /, = 2,49 fiir das st6érungsfreie aes , + 
Innere des Kristalls ist gestrichelt durch- 5.9.4 I aay 
gezogen. io ae ae 
Fiir einen groBen Wirfel mit (%- 1-7) Sante : fe 
Hees (pl Sane |e 
Tonen lassen sich mitden von MADELUNG! 2-4-4 [ POC alah 
angegebenen schnell konvergierenden a) é ge ley 
Reihen samtliche /-Werte leicht auf 1% 7 44> 7+ Mt 


genau berechnen®”. Sie sind je nach ihrer j,.,., 
Haufigkeit als verschieden dicke Striche 
eingetragen. Am Exponenten von » der 1-fache 
darunter angefiihrten Haufigkeiten er- > 
kennt man, ob es sich um Ubergange im 3 ” MEZA 
Innern, an der Oberflache, Kante oder 4-” 8 
Ecke handelt. Mitabnehmendemmnimmt fig 7, ¢—(Mq+ My —1)berechnet fiir ver- 
der relative Anteil der Ubergange im schieden groBe Kristalle und Gitterliicken., 
Innern ab. Fir = 10 ist ihre Zahl 
schon vergleichbar mit der von Oberflacheniibergangen. Nimmt die 
Kristallgr6Be weiter ab, so liegt die je nach dem Symmetriegrad ver- 
schieden groBe Zahl von f-Werten im Mittel stets ,,langwelliger‘’ (siehe 
Zeilen dariiber). Bei lockerer Packung solcher Kristallchen werden 
nur die langwelligsten Banden im Mittel etwas nach ktrzeren Wellen 
verschoben. Wie wenig sich dabei die Oberflacheniibergange gegenseitig 
beeinflussen, versteht man aus der Tatsache, daB bereits der Abstand 
einer Ionenlage zwischen zwei (100)-Oberflachen gentigt, die Kristalle 
hinsichtlich ihrer Eigenabsorption als vollig getrennt anzusehen. 

In den unteren 5 Zeilen der Fig. 7 sind fiir die zweite Betrachtung 
die Bandenlagen in der Umgebung von verschiedenen Gitterliicken ein- 
zeichnet. Bereits v. HIPPEL? hat die Verschiebung der 1. Bandenfrequenz 


1 Mape.tune, E.: Physik. Z. 19, 525 (1918). 
2 Von Gitterverzerrungen soll abgesehen werden. 
 jsieiensit, IN. Woe ale ©. 
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fiir Ubergange unter dem Einflu8 einer Einzelliicke diskutiert. Mit zu- 
nehmendem Abstand von den Gitterliicken konvergieren die /-Werte 
schnell gegen /,. In den schraffierten Bereichen wird die Linienfolge 
schon sehr dicht. Den langwelligsten Banden entspricht stets ein Uber- 
gang unmittelbar bei der Liicke. Den kurzwelligsten Banden entsprechen 
Uberginge in der darauffolgenden Sphare.. Nimmt die Konzentration 
der Liicken zu, so wird die Verteilung der /-Werte niedriger und breiter. 
Will man einen Zustand erreichen, in dem die langwelligsten Banden 
iiberwiegend auftreten, so muB die Liicken- oder allgemeiner die Stdr- 
stellenkonzentration so grof werden, dap jeder Elektroneniibergang direkt 
neben einer Storstelle stattfindet. 

Beide betrachteten Falle mit kleinen Kristalliten oder mit Liicken 
fiihren im Grenzfall groBer Stérungen also auf einen Zustand, bei dem 
sich nur wenig Ionen finden lassen, die sechs nachste Nachbarn in nor- 
maler Lage besitzen. 

Danach werden Einzelheiten der mitgeteilten Messungen verstand- 
lich. Im Fall der diinnsten Schicht in Fig. 2b hegen offenbar nur sehr 
kleine Kristalle vor, die sich kaum beriihren. Daher tritt nur das lang- 
wellig verschobene Maximum auf. Bei gréBerer Dicke sind auch gréBere 
Kristalle mit Absorption bei normaler Frequenz vorhanden. 

In den Fig. 4b—d bei kleinem 7, verhindert der Zusatz auch bei 
der dickeren Schicht das Auftreten gréBerer Kristalle. Jedes F--Ion 
kann als AnlaB zu einem Keim gewirkt haben. Deshalb besteht nur lang- 
weillige Absorption. In diesem Falle verliert die Aufteilung nach Korn- 
egrOBe und Liickenfehlstellen ihren Sinn. 

Eine Darstellung der Fehlordnung fiir die Beispiele dieser Arbeit 

ist mit einem Flachenmodell eines Ionengitters von Professor R. Hirscu! 
beschrieben worden. Darin ist gut zu erkennen, welche Unordnung im 
extremen Fall vorliegt. Auch die Wirkung der kleinen F~-Ionen und 
selbst ihre Ausscheidung nach dem Tempern ist darstellbar. Eine Be- 
statigung fiir unser Bild wird noch von Herrn W. RUHL spater gebracht 
werden. Er hat gefunden, daB die K J-Schichten mit starkster Stérung 
durch Fluoridzusatz im Roéntgendiagramm keine Linien mehr ergeben. 
Diese treten erst beim Tempern iiber 80° K auf, wenn sich gréBere inter- 
ferenzfahige Bereiche gebildet haben. 
» Nicht beriicksichtigt bei der Betrachtung tiber die Verteilung der 
MADELUNG-Faktoren ist bisher eine Anderung des Ionenabstandes Te 
Er mtBte nach den Formeln (1) und (2) von Einflu® auf die Lage der 
gestorten Banden sein. Auch dafiir sei ein Beispiel betrachtet. 

Die geringfiigige Verschiebung des Maximums ins Kurzwellige bei 
getemperten Schichten in Fig. 3 ist auf eine Gitterkontraktion der klei- 
nen Kristalle infolge der Oberflachenspannung zuriickzufiihren. Diese 


1 Hitscu, R.: Z, Physik 138 (1954). 
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legen nach dem Tempern getrennt auf der Unterlage und sind um so 
kleiner, je geringer die Massenbelegung ist. Aus Gl. (2) (C=0,86 nach 
v. HIPPEL gesetzt) findet man fiir die diinnste hier gemessene Schicht 
eine relative Gitterkonstantenanderung 47/7, = — 3 - 10-8. Ein Vergleich 
mit den Elektronenbeugungsergebnissen von BosweELt! an Alkalihalo- 
geniden ]48t auf KristallitgréBen von ungefahr 60 A schlieBen. Das 
entsprache einem Wiirfel mit 716 Ionen Kantenlinge. Dann iiber- 
wiegen bereits die inneren Absorptionen tiber diejenigen an der Oberfliche. 

Ebenfalls konnte das in Fig. 4a bei 9° K ins Kurzwellige verschobene 
Maximum bei 210 my auch mit einer Gitterkontraktion kleinster Kri- 
stallite verstanden werden. 

Die Abweichungen der Absorptionskurven gestérter Schichten von 
dem normalen Verlauf lassen auch quantitative Aussagen tiber die Ver- 
teilung der 6rtlichen Stérung im Gitter zu. Dazu berechtigen die folgen- 
den, vorher beschriebenen experimentellen Befunde: 

1. Die Absorptionsflache bei gestértem Absorptionsverlauf bleibt 
ungeandert. 

2. Breite gest6érte Banden entstehen aus Superposition von vielen 
schmalen Einzelbanden, deren Halbwertsbreite von der GrodBe der un- 
gestorten 1. Bande ist. 

Aus der Konstanz der Absorptionsflache folgt, daB auch im gestérten 
Zustand die Resonatorenstarke des Elementaraktes der Lichtabsorption 
unveradndert bleibt. Das absorbierte Lichtquant bewirkt in jedem Fall 
den Elektroneniibergang vom J--Ion zu benachbarten K*-lonen. Der 
Betrag (£ —I) ist auch bei gestérten Schichten der gleiche. Es andert 
sich nur der von der Umgebung des Ionenpaares herriihrende Energie- 
betrag, der fiir die Bilanz des Elementarprozesses maBgebend ist. Dafiir 
kommt nur eine relativ kleine Umgebung in Frage, die bei Storung eine 
Abweichung vom normalen Energiebetrag bewirkt. Diese Stérenergie 
kann direkt im Spektrum aus der Frequenzdifferenz gegeniiber der un- 
gestorten Frequenz auch ihrer Haufigkeit nach abgelesen werden. Uber- 
gange an Ionenpaaren mit gleicher Stdrenergie erscheinen in der Ab- 
sorption bei gleicher Wellenlange. Die spektrale Verteilung in der Ab- 
sorption gibt ein Bild iiber die Verteilung der Stérenergie. Am haufigsten 
wird durch die Stérung eine Verminderung des normalen Energiebetrages 
bewirkt. Fiir das Maximum der langwelligen Stérbande etwa in Fig. 4 
bei 9° K liest man eine Stérenergie von 0,4 eV ab. Der langwellige Aus- 
laufer ist sogar um 0,7 eV verschoben. Diese gréBte beobachtete Stor- 
energie gilt nur noch an wenigen Ionenpaaren. Auch ist die Menge der 
Ionenpaare in normaler Lage klein. Viel geringer wird der normale 
Energiebetrag vermehrt, wenn die Absorption kurzwelliger beobachtet 


1 BoswELL, F. W.C.: Proc. Phys. Soc. Lond. A 64, 465 (1951). 
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wird. Man findet im Mittel héchstens 0,05 eV, die wir mit der Gitter- 
kontraktion oben gedeutet haben. 

Wir erhalten also je nach Kondensationstemperatur und Fremdbei- 
mengungen ein verschiedenes Spektrum der Stérenergie. Mit der be- 
nutzten abschreckenden Kondensation ergibt sich eine sehr gleichmaBige 
Verteilung. Eine gréBere Konzentration einer einzelnen Art von cha- 
rakteristischer Stérung tritt dabei offensichtlich nicht auf. Die in K J- 
Kristallen gefundene «Bande bei 236 my. die z.B. durch Réntgenein- 
strahlung erzeugt werden kann, wird mit 


65 60 55  50N 
fi T T T T 


ue der Verschiebung der ersten Bande der 
(4/1) h Dgcall tee) Eigenabsorption durch Einzelliicken in Ver- 
8 ea ; fl bindung gebracht1!. Wenn diese Deutung 
Bake iN | richtig ist, so treten bei unserer Konden- 
2 eae | sation Einzelliicken in nennenswerter Kon- 
S : . zentration nicht auf. Der langwellige Aus- 


S 


laufer unserer Stérbande erstreckt sich 
zwar noch bis zu groBerer Wellenlange, ein 
bevorzugtes Auftreten dieser Bande wird 
jedoch nicht beobachtet. Wir haben anzu- 
nehmen, daB sich Einzelliicken hoher Kon- 
PED 220 #0 260m zentration selbst bei tiefer Temperatur sehr 
EG schnell unter Abnahme der Stérenergie aus- 
Fig. 8. Lichteinstrahlung in reine K J- : 50 
Schicht mit Gitterstérungen beigo’K. SChelden. Trotzdem soll spater versucht 
Oben bei 226 mu, unten bei 214mu werden, unter Verwendung gréBerer Schicht- 
eingestrahlt. Schicht 70 A dick, bei dick is af aes : 
80° K kondensiert und gemessen, nach IcKen Nachzupruren, oO €l geringerem 
2-sidhnseh. Unverundert (euseeZoecne ws | St Ore racial McKeln ii Ciitter Dey Ommsleueat nt = 


ie ee ee eee ae treten kénnen. Auch andere Methoden zur 

Herstellung von Stérungen, etwa plastische 

Verformung von dtinnen Schichten, wie sie z.B. BUCKEL und HitscH?2 

an Zinn bei tiefen Temperaturen benutzt haben, miissen herangezogen 

werden. Ebenfalls kommt die Einstrahlung von Quanten und Teilchen 
hoher Energie dafiir in Frage. 

Die Wirkung der Einstrahlung von Licht im Bereich der UV-Absorp- 
tion gestérter Schichten sei hier noch kurz diskutiert. Es soll die Frage 
beantwortet werden, ob eine Anderung im Spektrum der Stérenergie 
dadurch bewirkt werden kann. Fig. 8 zeigt das Resultat mit mono- 
chromatischem Licht, einmal im Bereich des Maximums und dann im 
langwelligen Auslaufer der Stoérbande. In beiden Fallen findet ein Ab- 
bau der Zentren mit héchster Stérenergie zugunsten von solchen mit 
geringerer statt. Die Lichtabsorption fiihrt also in diesen Beispielen 
in jedem Fall zu einer Verbesserung des Gitterzustandes. 
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1 DELBECQ, J., P. PRINGSHEIM u. PH. YUSTER: J. Chem. Phys. 19, 574 (1951). 
2 BucKEL, W., u. R. Hitscu: Z. Physik 132, 420 (1952). 
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In Fortsetzung solcher Versuche sollen spaéter an Schichten mit 
stéchiometrischem Uberschu8 von Elektronen (Farbzentren hoher Kon- 
zentration!) weitere Messungen durchgefiihrt werden. Auch hier kann 
ein besonderer Einflu8 auf die Eigenabsorption erwartet werden. 

Die in der Einleitung gestellte Frage tiber den Einflu8 der Stérungen 
auf die Eigenabsorption ist fiir den Fall der K J-Schichten nach der vor- 
hegenden Arbeit in folgender Weise zu beantworten. Durch abschrek- 
kende Kondensation entstehen groBe Abweichungen im Verlauf der 
ultravioletten Grundabsorption. Aus dem spektralen Verlauf der Kurven 
laBt sich fiir jeden Ort des Gitters fiir den dort stattfindenden Licht- 
absorptionsakt ein Betrag von Stérenergie ablesen und die energetische 
Verteilung der St6rungen ermitteln. Man erhalt einen eingehenderen 
AufschluB dariiber, als dies durch Untersuchungen anderer physikali- 
scher Eigenschaften médglich ist. 


Zum SchluB sei mir gestattet, Herrn Professor Hitscu fiir die An- 
regung zu dieser Arbeit und die stete Unterstiitzung bei ihrer Durch- 
fiihrung meinen innigsten Dank auszusprechen. Auch gilt mein Dank 
Herrn Dozent Dr. W. Bucket fiir manchen wertvollen Rat. 


Die Untersuchungen sind mit Hilfsmitteln der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft und der Helmholtz-Gesellschaft ausgefiihrt worden. Beiden 
Stellen danke ich sehr. 


Gottingen, I. Physikalisches Institut der Universitat. 
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Die Manganbanden und ihre Trennung im 
Lumineszenzspektrum von Calciumsilikat (Mn, Pb). 


Von 
Horst LANGE*. 


Mit 13 Figuren im Text. 


. 4 € ; Os 
(Eingegangen am 28. Juli 1954.) 


Die Temperatur- und Konzentrationsabhangigkeit der Manganemission von Cal- 
ciumsilikat (Mn, Pb) kann sehr einfach durch das unterschiedliche Verhalten zweier 
Banden dargestellt werden. Die kurzwellige (560 nm) ist dabei eine Tieftemperatur- 
bande mit einer invarianten Lage im Spektrum, im Gegensatz zur langwelligen 
Bande (~ 630 nm), deren spektrale Lage durch die Temperatur und die Aktivator- 
konzentration bestimmt wird. Die Verschiebung dieser Bande durch Anderung 
der Mangankonzentration von 0,4 Mol-% bis 10,7 Mol-% betragt 9,1 nm, wahrend 
eine Temperaturanderung um 100° C diese Bande um etwa 8 nm nach Grin ver- 
schiebt. 


|. Einleitung. 


Die Spektren zahlreicher mit Mangan aktivierter Leuchtstoffe zeigen 
in ihrer Abhangigkeit von der Temperatur und der Aktivatorkonzen- 
tration untereinander ein ahnliches Verhalten. So beobachtet man bei 
diesen Stoffen eine Rotverschiebung des Emissionsschwerpunktes mit 
zunehmendem Mangangehalt und eine Griinverschiebung mit zuneh- 
mender Temperatur. Um das haufig untibersichtliche Verhalten konti- 
nuierlicher Leuchtstoffspektren darzustellen, geht man gewodhnlich so 
vor, daf} man ein Spektrum in Teilspektren zerlegt. Jedes Teilspektrum 
soll dabei in eindeutiger und méglichst einfacher Weise von den Para- 
metern abhangen, also im vorliegenden Fall von der Temperatur und 
der Aktivatorkonzentration. Eine Superposition der Teilspektren muB 
dann wieder das experimentell ermittelte Verhalten des Gesamtspek- 
trums ergeben. Die Teilspektren werden wie iiblich als Banden bezeich- 
net. Der nachfolgenden Untersuchung liegt nun die Aufgabe zugrunde, 
das Verhalten des Spektrums von CaSiO,:Mn:Pb méglichst einfach 
und eindeutig als Uberlagerung verschiedener Banden darzustellen. 


2. Experimentelles. 


Der experimentelle Aufwand wird hauptsachlich durch die geringe 
Leuchtdichte des lumineszierenden Pulvers bestimmt. Es muBte daher 
eine lichtstarke Spektralapparatur und ein sehr empfindlicher Strah- 


* Auszug aus der Berliner Dissertation 1954. 
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lungsempfanger aufgebaut werden. Diesen Anforderungen geniigten in 
hinreichendem MaBe ein Photozellenelektrometerverstirker (3 A/lm) 
und ein Doppelmonochromator (Spaltweite 1,4 bis 3,4nm). Als ganz 
besonders geeignet erwies sich fiir verschiedene Versuche ein Satz von 
14 Interferenzfiltern, die bei einer Halbwertsbreite von 6 bis 10 nm 
auBerordentlich lichtstark sind (Durchlassigkeit 25 bis 30%). Die spek- 
trale Energieverteilung und die Temperaturabhangigkeit der Lumines- 
zenz ist mit einer Genauigkeit von +2% beobachtet worden. Die Be- 
stimmung der Temperatur (von —180°C bis + 400°C) weist einen 
maximalen Fehler von +3°C auf. 


rel. Enh} 


20000 18000 76000 14000 20000 78000 16000 14000, 


=— Wellenzah| v cm 
eee 
500 600 700 500 600 700 nm 


Wellenlange A —~ 


Fig. 1. Emissionsspektren von CaSiO,:Mn:Pb bei T= + 40°C, 


3. Die Abhangigkeit der Spektren von der Aktivatorkonzentration. 
A. Experimentelle Befunde. 


Zunachst werden nur die Spektren bei konstanter Temperatur 
(+ 40° C) und veranderlichem Mangangehalt betrachtet. Tabelle 1 gibt 
die Aktivatorkonzentrationen der fiir die Untersuchung benutzten 
6 Praparate an, wahrend in Fig. 1 die zugehérigen Spektren zu sehen sind. 


Tabelle 1. Aktivatovkonzentrationen der sechs untersuchten Priparate. 


Mn-Gehalt Pb-Gehalt 


Pb-Gehalt 


1 0,4 Mol-% | 0,5 Mol-% 5,6Mol-% | 0,5 Mol-% 
3. | 3,8 Mol-% 0,5 Mol-% 10,7 Mol-% 0,5 Mol-% 


4 
2 | 2,0 Mol-% 0,5 Mol-% # | 7,4 Mol-% 0,5 Mol-% 
| 


Die Maxima dieser Spektren zeigen mit zunehmendem Aktivator- 
gehalt eine stetige Verschiebung nach Rot. 
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B. Rechnerische Behandlung der Mefergebnasse. 

Es wird nun versucht, die Verschiebung mit den einfachsten An- 
nahmen iiber die Zahl und die Eigenschaften der Banden zu beschreiben. 
Folgendes wird angenommen: 

a) Das Spektrum baut sich aus zwei Banden auf. 

b) Die beiden Banden tberlagern sich nicht vollstandig. 


c) Die Gestalt und die Lage der Banden wird bei konstanter 
Temperatur nur durch eine Funktion der Wellenzahl beschrieben 
und hangt von keinem anderen Parameter ab. 


[rel Einh] 
72 18 
Spektrum A(1, ) | 
70 ai 16 
8 14 + 
I 6 | 12 
4 10 
IE A ij 8 
2 08 
0 4 
Ne Vp 
20000 78000 16000 14.000 72000 Qh 
=a 
retin A] —— Wellenzah/ v [em-"] 
72 Q2 
Spektrum B(Tg ) 
0 ee = 
20000 78000 76000 %4000 = §=12000 
—— Wellenzah/ v [cm-1] 
Intensitatsverhaltnis [4:1 
A Fig. 2. Beispiel zur experimentellen Prtifung 


Y, Y, der Annahmen. 
20000 ° 78000 16000" 14000 12000 
—— Wellenzahl v [em'] 


Diese Annahmen werden haufig bei Separationsproblemen benutzt 
und hier zum erstenmal quantitativ auf ihre Brauchbarkeit untersucht. 

Welche experimentell priifbaren Folgerungen man aus den Annahmen 
ziehen kann, sei an einem Beispiel gezeigt. In Fig. 2 sind zwei Spektren 
eingezeichnet, die sich aus Banden aufbauen, die die oben aufgestellten 
Forderungen erfiillen. Die Spektren unterscheiden sich durch verschie- 
dene Anteile der beiden Banden. Bildet man nun das Verhaltnis der 
Intensitaten der beiden Spektren jeweils bei der gleichen Wellenzahl, 
so erhalt man einen Kurvenverlauf, wie ihn Fig. 2 rechts zeigt. Man sieht, 
daB fiir »<yvp und y > y¢ das Intensitatsverhaltnis konstant bleibt und 
zwischen yz und », monoton abfallt. Die beiden konstanten Werte 
geben das Amplitudenverhaltnis der Banden in den beiden Spektren an. 

Bildet man nun diesen Quotienten bei den Spektren der sechs unter- 
suchten Praéparate von CaSiO,:Mn:Pb, so ergibt sich die in Fig. 3 ein- 
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gezeichnete Kurvenschar. Dort ist die Funktion 


f i) I(y, Cy) I, (v) (PEs SAL 
1) Pisa 
(v, cy) T, (v) c, = Aktivatorkonzentration 
(7 = Nummer des Praparates, s. Tabelle 1) tiber der Wellenzahl auf- 
getragen worden, wobei /,,(v) noch mit einem Faktor k, multipliziert 
wurde, um die Kurven iibersichtlich zu normieren. Wie man sieht, sind 


gor Sa 
79000 78000 77000 76000 15000 14000 73000 
—=— Wellenzah/ v [em] 
Fig. 3. Verlauf der Funktion f(r) ky = Tn(») Ren 
I, (v) 


die Annahmen nur zum Teil erfiillt. Die Abweichungen lassen sich so 
deuten : 
an der griinen Seite liegt eine vollstandige Uberlagerung der 
Banden vor, also ist hier Annahme b nicht erfiillt; 
an der roten Seite findet man Ubereinstimmung mit den An- 
nahmen bis zum Praparat 4. Die restlichen zwei Praparate weichen 
ab. Es wird daher angenommen, da im Roten eine weitere Bande 
auftritt. Diese Méglichkeit wird im folgenden Abschnitt untersucht. 


Liegt ein dreibandiges Spektrum vor, so reicht die bisherige MeB- 
genauigkeit nicht aus, um die zusatzliche Annahme zu priifen. Es wurde 
deshalb an Stelle des Doppelmonochromators ein Satz von 14 Inter- 
ferenzfiltern benutzt. Da diese Filter sehr lichtstark sind, kann man die 
MeBgenauigkeit beachtlich heraufsetzen (+ 0,7%). Die Messungen mit 
den Interferenzfiltern liefern fiir jedes Praparat eine Folge von charak- 
teristischen Zahlen. Die Priifung der Annahmen lauft nun darauf hinaus, 
zu untersuchen, wieviel Zahlenfolgen voneinander unabhangig sind. 
Nach dem Vorausgesetzten miiBten es drei sein. Die Durchfihrung zeigt 
jedoch, daB es mehr als drei voneinander unabhangige Zahlenfolgen gibt. 
Das bedeutet, daB auch drei Banden mit den am Anfang geforderten 
Eigenschaften nicht ausreichen, um die Spektren darzustellen. 
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Damit ist die experimentelle Priifung der Annahmen negativ aus- 
gefallen, also kénnen die drei Annahmen nicht alle zugleich bestehen. In 
welcher Weise sie abzudndern sind, soll in den nachsten beiden Teilen 
erértert werden und zwar unter Zuhilfenahme weiterer experimenteller 


Daten. 


4. Die Abhangigkeit der Spektren von der Temperatur. 


Fiir die anschlieBenden Betrachtungen wird die Temperatur als neue 
Variable hinzugenommen, so daB das Tatsachenmaterial bedeutend er- 


Halbwertsbreite 


200 —-7100 


700 200 


300 400 
Temperatur 


0 +100 +200 =—+300°C +400 


500 600 °K 


Fig. 4. Die Temperaturabhangigkeit der Halbwertsbreiten. 


1: 0,4 Mol-% Mn; 
2: 2,0 Mol-% Mn; 


3: 3,8 Mol-% Mn; 
4: 5,6 Mol-% Mn; 


5: 7,4 Mol-% Mn; 
6: 10,7 Mol-°% Mn. 


weitert wird und neue Ge- 
sichtspunkte fiir die Unter- 
suchung gewonnen werden. 


A. Die Halbwertsbretten. 

Die Abhangigkeit der 
Lumineszenz von der Tem- 
peratur und der Aktivator- 
konzentration laBt sich tiber- 
sichtlch darstellen, indem 
man die MHalbwertsbreite 
der einzelnen Spektren als 
Funktion der Temperatur 
auftragt, so wie es Fig. 4 
zeigt. Man sieht, daB die 
Kurven ftir die hochakti- 


vierten Praparate (Nr. 3, insbesondere aber 4, 5 und 6) sich unter- 
einander ahnlich verhalten, indem sie alle zuerst linear ansteigen und 
dann oberhalb + 250°C einen Sattigungswert annehmen, also daB 
die Spektren sich oberhalb dieser Temperatur nicht mehr verbreitern. 
Dagegen haben die Halbwertsbreiten niedrigaktivierter Stoffe (die Pra- 
parate 1 und 2) einen anomalen Verlauf, indem sie mit zunehmender 
Temperatur abnehmen, jedoch fiir Temperaturen T > 250° C genau so 
verlaufen wie die hochaktivierten Praparate. Nimmt man die Tatsache 
hinzu, daB mit steigendem Mangangehalt der Schwerpunkt der Emission 
sich nach Rot verschiebt (vgl. Fig. 1), so lassen sich diese Beobachtungen 
durch folgende Annahmen beschreiben: 


a) Die Spektren setzen sich aus zwei Banden zusammen, einer 


griinen und einer roten. 


b) Die griine Bande erscheint in den Spektren niedrigaktivierter 
Praparate und ist eine Tieftemperaturbande (dadurch anomaler Ver- 
lauf der Halbwertsbreite). 

c) Von Praparaten mit hohem Aktivatorgehalt wird ausschlieB- 
lich die rote Bande ausgesendet. 
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Im folgenden kommt es darauf an, zu untersuchen, ob die Annahmen 
auch mit anderen Beobachtungen tibereinstimmen. Nach dem bisherigen 
Ergebnis ist zu erwarten, daB im Spektrum des Priparates 6 die rote 
Bande nahezu allein vorhanden ist, deshalb wurde dieses Praparat als 
erstes naher untersucht. 


B. Das Spektrum des Préparates 6 (10,7 Mol-% Mn). 


In Fig. 5 sind die Spektren dieses Praparates fiir die Temperaturen 
too C, —100 © = 40" C= 250° C umd 4 400° C zw sehen. 
Neben der Abnahme der In- eS 
tensitat mit zunehmender Tem- Be.eingy| 
: ‘ : 160 
peratur zeigt sich auch eine Ver- 
schiebung des Maximums nach hes ~100° 
hohen Wellenzahlen, die mit einer 720 
asymmetrischen Gestaltsanderung 100 


der Spektren verbunden ist. Sollen ‘4, 40° 
nun die Annahmen (S. 350) ihre ™ +250° 
Giltigkeit behalten, besonders die = 40 
Annahmen, daB nur zwei Banden 4} 

existieren und daB die griine eine 20 


Tieftemperaturbande ist, so muB y 

: 20000 78000 = 16000:~=— 74000 +~—:12000 v[em-*] 
man eine Verschiebung der roten Wellenzahl 

Bande mit der Temperatur zu- 500 é ae 700 ~ 600 A [nm] 
lassen. Das ist gegentiber allen Fig. 5. Temperaturabhangigkeit des Spektrums 6 
anderen Darstellungen die ein- (10,7 Mol-% Mn). 

fachste. Wiirde man beispielsweise 

versuchen, das Temperaturverhalten durch zwei Banden von konstanter 
spektraler Lage zu beschreiben, so stiinde man vor der Schwierigkeit, 
die Temperaturabhangigkeit jeder einzelnen Bande anzugeben, wodurch 
die Darstellung unnétig kompliziert wird. Die Zulassung der Verschie- 
bung einer Bande mit der Temperatur fiihrt nicht nur auf eine sehr ein- 
fache Darstellungsweise, sondern ein solches Verhalten kann auf Grund 
der Arbeiten von 


P. Borrisow (CaS:Bi) [7], R. W. Pout (Alkalihalogenide) [2], 
P. LEvsHin (organische Leuchtstoffe) [3] und G. R. Fonpa (ver- 
schiedene manganaktivierte Leuchtstoffe) [4] 


als normal angesehen werden. An Fig. 5 kann man noch eine weitere 
Beobachtung machen. Der Verbreiterung der Spektren ist naémlich fur 
Temperaturen T > 250° C an der griinen Seite eine scharfe Grenze ge- 
setzt. Das hat eine Abnahme der griinen Hialfte der Halbwertsbreite 
zur Folge, da sich das Maximum der Bande auch oberhalb + 250° C 
weiterbin linear mit der Temperatur nach Griin verschiebt. Dagegen 
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nimmt die rote Halfte der Halbwertsbreite nach wie vor mit der Tem- 
peratur zu und zwar so, da die Summe der beiden Halbwertsbreiten 
oberhalb + 250° C etwa einen konstanten Wert hat (s. Fig. 4). Somit 
steht die Konstanz der Halbwertsbreite oberhalb +250°C und die 
begrenzte Ausdehnung des Spektrums nach Griin in direktem Zusam- 
menhang. Dieses ,,Abschneiden“ des Spektrums ist offenbar fiir die 
Lumineszenz ein VerlustprozeB. Das scharfe Einsetzen dieses Effektes 
bei + 250° C und seine Zunahme mit steigender Temperatur kennzeich- 
nen ihn als einen strahlungslosen ProzeB. Eine eingehende Erérterung 
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Fig. 6. Temperaturabhangigkeit des Spektrums 4 
(5,6 Mol-% Mn). 


dieser Beobachtung soll einer spa- 
teren Untersuchung vorbehalten 
bleiben. 

Damit sind zwei weitere Eigen- 
schaften der roten Bande ermittelt 
worden: 

Mit zunehmender Temperatur 
verschiebt sich die rote Bande 


nach Griin und zwar zwischen 
=480%C und 242400° Ce aim 
1200 cm 1#~45,0nm, das_ sind 


etwa 8nm je 100°C. Em strah- 
lungsloser ProzeB verhindert da- 
nach oberhalb + 250° C eine Ver- 
breiterung der roten Bande nach 
Griin. 


Setzt man den Aktivatorgehalt herab, so ist zu erwarten, daB die 
griine Bande einen starkeren Anteil bekommt. Wie sich dadurch die 
Temperaturabhangigkeit des Spektrums andert, wird anschlieBend ge- 


zeigt. 


C. Das Spektrum des Prdparates 4 (5,6 Mol-% Mn). 


Die Temperaturabhangigkeit ist in Fig. 6 dargestellt. 


Sie gleicht 


nahezu dem Verhalten von Praparat 6, so daB damit die zu Anfang dieses 
Teiles gemachten Annahmen auch hier bestehen. Bei tiefer Temperatur 
(—180° C) findet man jedoch an der griinen Seite des Spektrums Ab- 
weichungen von Praparat 6. Entsprechend der Herabsetzung des Akti- 
vatorgehaltes ist also der griine Anteil starker geworden, auch das stimmt 
mit den Annahmen auf S. 350 iiberein. Den starksten Anteil hat die 
grune Bande offenbar im Spektrum des Praparates 1. 


D. Das Spektrum des Priparates 1 (0,4 Mol-% Mn). 


Das Temperaturverhalten dieses Spektrums ist von dem der beiden 
anderen verschieden. Wie an Fig. 7 zu sehen ist, treten bei — 180° C 
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zwei Maxima auf. Das ist der starkste Hinweis auf die Zweibandigkeit 
des Spektrums. Man erkennt weiter, daB die grune Bande bei — 180° C 
bereits intensiver ist als die rote. Jedoch oberhalb — 100° C lassen sich 
die beiden Banden nicht mehr getrennt beobachten, da sie sich bereits 
sehr stark tiberlagern, so daB bei hoher Temperatur eine Analyse dieses 
Spektrums schwieriger ist als die der anderen. Das Verhalten des Pri- 
parates 1 wird erst dann vollstandig dargestellt werden kénnen, wenn 
die Eigenschaften der griinen Bande genau so gut bekannt sind wie die 


25 


0 
20000 78000 16000 14000 v [cm"!] 
3 ——— Wellenzahl 
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Fig. 7. Temperaturabhangigkeit des Spektrums 1 (0,4 Mol-% Mn). 


der roten. Leider laBt sich diese Bande durch Herabsetzung des Akti- 
vatorgehaltes nicht allein darstellen, da Praparate mit einem Mangan- 
gehalt kleiner als 0,4 Mol-% nur noch wenig lumineszieren. Es wird 
daher im nachsten Teil der Arbeit versucht, die griine Bande aus den 
bereits bekannten Spektren zu separieren. 


5. Die Separation der Banden. 


Die Beobachtung einer Bandenverschiebung mit der Temperatur 
kann als das wesentlichste und in diesem Falle neue Ergebnis des voran- 
gegangenen Teiles der Arbeit angesehen werden. Es ist nunmehr nahe- 
liegend anzunehmen, daB die Lage einer Bande auch von der Aktivator- 
konzentration abhangt. In diesem Sinne lieBe sich dann das negative 
Ergebnis des dritten Teiles dahingehend deuten, daB bei den Praparaten 
5 und 6 eine Bandenverschiebung mit der Mangankonzentration auf- 
tritt. Dagegen zeigen die Spektren der Praparate 1 bis 4 keine Anzeichen 
fiir eine solche Verschiebung. Bei diesen Praparaten ist es deshalb 
méglich, die Banden auf folgende Weise zu eliminieren: 
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Man normiere zwei, bei gleicher Temperatur gemessene, Spektren 
so zueinander, daB sich ihre langwelligen Kanten weitestgehend 
decken. Bildet man nun die Differenz der normierten Spektren, so 
fallt der rote Teil heraus und ein griines Restspektrum bleibt tibrig. 
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Fig. 8. Relative spektrale Energieverteilung der Fig. 9. Relative spektrale Energieverteilung der 
grinen Bande bei — 180°C, separiert aus den griinen Bande bei + 40°C, separiert aus den vier 
vier Spektren 1, 2, 3, 4. Spektren 1, 2, 3, 4. 


Die Anwendung dieses Verfahrens zeigt bei —180° C und + 40° C, 
daB bei allen vier Praparaten Restspektren wbrigbleiben, die sich in 
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Fig. 10, Relative spektrale Energieverteilung der roten Bande bei — 180°C. 


ihrer Lage und Gestalt nicht unterscheiden (Fig. 8 und 9). Sie kénnen 
somit als identisch angesehen werden und stellen die relative spektrale 
Energieverteilung der griinen Bande dar. Die Fig. 8 und 9 zeigen diese 
Bande bei — 180° C baw. +40° C. Das Verhalten der griinen Bande ist 
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also sehr einfach, da ihre Lage weder von der Temperatur noch von der 
Aktivatorkonzentration merklich beeinfluBt wird. 

Die rote Bande verhalt sich komplizierter. Zieht man namlich die 
grtine Bande jetzt von allen sechs Ausgangsspektren ab, so bleiben rote 


Restspektren brig, wie sie beispielsweise fiir T=— 180°C in Fig. 10 
zu sehen sind. Man erkennt, 16220 

daB sich die Kurven unter- 

einander auBerordentlich » GauB-Verteilung 


ahnlich sind und es wird 
daher angenommen, daB man 
es hier mit der gleichen 
Bande zu tun hat, deren 
Lage sich aber mit zuneh- 
mendem Mangangehalt nach 

Rot verschiebt. Fiir den Fall gt 

T = + 40°C ist die separierte “ag ota Ee cd ieee Gat 
rote Bande in den Fig. 11 54) 560 620 660 700 740mm 
und 12 zu sehen. Genau wie SBE Sta ag 
Deseo ever icbiysich, ea et wate tea gg ee ae 
diese Bande mit zunehmen- 

der Aktivatorkonzentration ;¢/ Fin 
zum Langwelligen hin. Be- ak — rote Bande 
sonders deutlich ist die Ver- 4 eae Moye 
schiebung an Spektrum 6 in 1 60 Z20cm "verschoben 
Fig. 12 zu becbachten. Dieses 

Spektrum deckt sich nahezu 
mit der roten Bande aus 
Fig. 11, wenn man es um 


2 0-cod +) (= 94mm) nach g 4 

oie 9000 77000 76000 15000 + 14000 ‘73000 
Griin hin verschiebt. Die Ab- A Aer hie, ern? 
weichungen im kurzwelligen 540 580 620. 660 700 740nm 


si . Wellenlange A —= 
Auslaufer werden durch die E Ge 
Fig.12. Rote Bande mit Spektrum 5 und nach Griin 


grune Bande hervorgerufen, verschobenem Spektrum 6 bei T = + 40°C. 
die hier jedoch nur einen sehr 
geringen Anteil hat. Die Lage der roten Bande ist also nicht nur von 
der Temperatur, sondern auch von der Mangankonzentration abhangig. 
Das Verhalten des Praparates 1 (Fig. 7) kann dann so beschrieben werden: 
Die Intensitat der griinen Bande nimmt mit zunehmender Tempe- 
ratur ab, ohne daB sich die spektrale Lage der Bande dabei andert. 
Diesem Vorgang iiberlagert sich die Intensitatsabnahme der roten Bande 
mit ihrer zusatzlichen Griinverschiebung, so daB die rote Bande ober- 
halb + 250° C das Spektrum allein bestimmt und bei -+- 400° C etwa die 
Stelle der griinen Bande einnimmt. 
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auf das relative spektrale Emissionsvermégen von Ca SiO; :Mn:Pb 


100 


LO 


356 Horst LANGE: 


Nach dem jetzt vorliegenden Ergebnis besteht die in Teil 3 noch 
unbekannte Abianderung der Annahmen darin, eine Verschiebung der 
roten Bande mit dem Mangangehalt zuzulassen. Die anderen Annahmen 
brauchen nicht geandert zu werden. 

Im anschlieBenden letzten Teil der Arbeit soll das Ergebnis der vor- 
liegenden Untersuchung an Hand der Literatur diskutiert werden. 


6. Diskussion. 


Dieser Arbeit sind zwei Untersuchungen tber das Spektrum von 
CaSiO,:Mn:Pb vorausgegangen. In der einen (K.H, BUTLER [5]) wird 
zur Beschreibung der 
Spektren die Gauss- 

(schematisch ) Verteilungsmethode be- 
nutzt. Um die Emissions- 

Ie spektren von drei Pra- 
paraten (2,2 Mol-% Mn, 
4,4 Mol-% Mn und 


EinfluB der Aktivatorkonzentration und der Temperatur 


< 6,6 Mol-% Mn) bei Zim- 

mertemperatur darzu- 

stellen, werden dort dvez 

0 0 Gausssche  Fehlerkur- 
25000 sa ee ce ven benotigt. Betrachtet 
ee ee Wass” man die Spektren der 
alte Auffassung neue Auffassung entsprechend aktivier- 

Fig. 13. a = griine Bande; 6 = rote Bande. ten Praparate der VOr- 


liegenden Arbeit (bis 
etwa einschlieBlich 5), so zeigen die Fig. 9 und 11, daB sie bereits aus 
zwet Banden darstellbar sind, deren jede sich gut durch eine Gausssche 
Fehlerkurve annahernd darstellen 1aBt. Also ist das Resultat dieser 
mathematischen Zerlegungsmethode nicht eindeutig. 


In der zweiten Arbeit (G. R. FonpA [4] und [6]) wird das Verhalten 
des Spektrums qualitativ durch die unterschiedlichen Eigenschaften 
zweier Banden beschrieben, deren Intensitatsverhiltnis eine Funktion 
der Temperatur und des Aktivatorgehaltes sein soll. Die spektrale Lage 
der Banden soll aber von diesen Parametern nicht abhangen. Nun wurde 
im dritten Teil dieser Arbeit gezeigt, daB eine quantitative Darstellung 
der Spektren unter konsequenter Einhaltung dieser Annahmen nicht 
moglich ist. Dagegen erhalt man einfache und eindeutige Resultate, 
wenn man eine Verschiebung der roten Bande mit der Temperatur und 
der Aktivatorkonzentration zulaBt und die Annahme iiber die konstante 
spektrale Lage auf die griine Bande beschrankt. Das Gegensatzliche 
der fritheren und der hier vertretenen Auffassung zeigt Fig. 13. Der 
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Fortschritt dieses Ergebnisses gegeniiber den eben zitierten Arbeiten 
wurde erzielt durch: 


1. Die Untersuchung eines Praparates mit héherem Mangangehalt 
als bisher (K. H. BuTLER: 6,6 Mol-%; G. R. Fonpa: 8,2 Mol-% ; hier: 
10,7 Mol-%). Dadurch gelang es, die rote Bande nahezu rein darzu- 
stellen und ihre Verschiebung mit zunehmender Temperatur (Fig. 5) und 
steigendem Mangangehalt (Fig. 10 und 12) zu erkennen. Bisher suchte 
man nach einer griinen Hochtemperaturbande, um die Griinverschiebung 
des Emissionsspektrums bei hoher Temperatur zu beschreiben. 

2. Die Heranziehung der Spektrenauslaufer bei der Analyse der ge- 
messenen Emissionskurven und Separation der Banden. Dadurch konnte 
die Lage und Gestalt der Banden eindeutig bestimmt werden, ohne von 
der umstrittenen Gauss-Verteilungsmethode Gebrauch zu machen. 

3. Die Benutzung von Interferenzfiltern, besonders fiir Messungen 
in den Auslaufern der Spektren. So konnte noch an Stellen des Spek- 
trums gemessen werden, wo nur noch der hundertste Teil der maximalen 
Intensitat vorhanden war, ohne daB dadurch die MeBgenauigkeit be- 
einfluBt wurde. 

Es 1aBt sich jetzt an Hand zahlreicher Arbeiten nachweisen, daB das 
Verhalten des Spektrums von CaSiO;:Mn:Pb keinen Spezialfall dar- 
stellt, sondern daB bei verschiedenen manganaktivierten Leuchtstoffen 
ein paralleles Verhalten beobachtet wird. Unter ihnen zeichnet sich 
(ZnBe),SiO,:Mn durch besonders groBe Ahnlichkeit mit CaSiO,:Mn: Pb 
aus. Daher ist anzunehmen, daB ahnliche Untersuchungen an diesen 
Spektren auch ein Ergebnis wie das hier dargestellte haben werden und 
daB auf diesem Wege einwandfreie optische Daten fiir die Beschreibung 
des Lumineszenzvorganges gewonnen werden. 


Diese Arbeit wurde unter der Leitung von Herrn Professor Dr. 
H. Lassen und mit der Genehmigung von Herrn Direktor Professor Dr. 
W. MEYER in den Laboratorien der Osram-Studiengesellschaft, Berlin, 
ausgefiihrt. Ich danke Herrn Dr. A. Lompe und Herrn Dr. W. STEIN fir 
Hinweise und Diskussionen wahrend der Durchfithrung der Untersuchun- 
gen. In ganz besonderem Mabe fiihle ich mich Herrn Dr. H. Dz1ERGwaA 
fiir die standige Unterstiitzung und Beratung bei der Anfertigung der 
Arbeit zu Dank verpflichtet. 
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Zur Anwendung der Drudeschen Theorie der freien 
Elektronen auf das optische Verhalten der Metalle 
im Sichtbaren und Ultraviolett. 


Von 
GUNTHER GRASS. 
Mit 3 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 6. Mai 1954.) 
Es werden drei neue Naherungen der DrupEschen Dispersionsformeln abgeleitet, 


die den Vergleich zwischen Theorie und Experiment, insbesondere die Beurteilung 
der Temperaturabhangigkeit im kurzwelligen Spektrum, erleichtern. 


Einleitung. 

Zur Erklarung des optischen Verhaltens der Metalle bietet die 
DrupbeEsche Theorie der freien Elektronen [1], [2], [3] eine Méglichkeit, 
die allgemein als befriedigend betrachtet wird, um so mehr als die mo- 
derne wellenmechanische Elektronentheorie die Ergebnisse der klassi- 
schen DrupEschen Theorie bis auf gewisse Einzelheiten nahezu unver- 
andert bestehen lieB. 

Jedoch bemerkten schon N.F.Motr und C. ZENER [2] sowie 
K. WeIss [4] und E. Vocr [5], daB die Drupesche Theorie fiir das 
Reflexionsvermégen der Metalle im Kurzwelligen viel zu hohe Werte 
hefert, wenn man zur Berechnung den Gleichstromwiderstand des 
kompakten Materials zugrunde legt. K. WEtss [4] zeigte, daB man den 
Widerstand um einen Faktor 5 bis 10 gréBer annehmen muB, um auf 
die richtigen Reflexionswerte zu kommen. Eine solche Widerstands- 
erhohung sollte nach E. Voct [4] dadurch zu erklaren sein, daB der 
Reflexionsvorgang in einer diinnen Oberflachenschicht (Eindringtiefe 
A/2% k=0,02 bis 0,05 wu!) stattfindet, deren Widerstand, sei es durch 
den veranderten Potentialverlauf an der Oberflache, sei es durch die 
Kaltverformung beim Poliervorgang, gegentiber dem des weiter innen 
liegenden Materials erhéht sein kann, worauf die Ergebnisse der Wider- 
standsmessungen an diinnen Schichten schlieBen lassen. Auch die Tem- 
peraturabhangigkeit des Reflexionsvermégens entspricht in diesem Spek- 
tralgebiet nicht dem, was nach der Theorie zu erwarten wire [2], [4], [5], 
(6], ohne daB diese Erscheinung bisher eindeutig geklart werden konnte. 

Da die exakten DruprEschen Dispersionsformeln sowohl Wellen- 
langen- als auch Temperaturabhangigkeit des optischen Verhaltens 
nicht ganz einfach tbersehen lassen, sollen im folgenden drei neue 
Naherungsformeln der Druprschen Theorie fiir kurze Wellenlangen ab- 
geleitet werden, um vergleichende Betrachtungen etwas zu erleichtern. 
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1, Die exakte Form der DRUDEschen Dispersionsformel!n. 
Die Drupesche Theorie liefert fiir die optischen Konstanten und das 
Keflexionsvermégen der Metalle die folgenden Dispersionsformeln [2], [3]: 


t= 17 = 2? = 4 cee mes (4) 
: +{ a 
Eee ee MieA 1 
b = Zn k — a ra ] | (4 i 3 (2) 
x 
pa Vere +s —alleres a) (3) 


V2 +2414 |/2(\/a? + o + a) 
Nach (1), (2) und (3) hangen die optischen Eigenschaften nur von zwei 
stofflichen Parametern A, und 2, ab, die als die charakteristischen 
Wellenlangen der Metalle bezeichnet werden. Die Gr6éBen A, und 4, 
hangen ihrerseits nach 


2 


2 Jt mC 
Vi = 


N -e? (4) 


und 


pe ae “A (5) 
(m = Masse des Elektrons; e = Ladung des Elektrons; c = Licht- 
geschwindigkeit im Vakuum; / = Lichtwellenlange im Vakuum; 
N = Anzahl freier Metallelektronen pro cm?; @, = spezifischer Gleich- 
stromwiderstand) nur von der Anzahl N freier Elektronen und dem 
Gleichstromwiderstand o, des Metalls ab. Rechnet man in (4) und (5) 
die Konstanten aus und setzt die Anzahl N freier Elektronen pro cm? 
gleich der Anzahl A der Atome pro cm?, multipliziert mit der Anzahl Ny 
freier Elektronen pro Atom, so erhalt man 


Aj = 1,14 - 10%» (6) 
= 0 
und rs 
Ay = 0,60 * 102 i (7) 
0 


wenn man g, in (Q-mm2/m] und die Wellenlangen in [u=10~* cm| 
miBt. Die Bestimmung von /, erfolgt experimentell: Fiir kleine Wellen- 
langen (A<A,) geht (4) in 

Se, A \? i: 


+) dann nahezu gleich 1 wird. Da fiir alle Metalle A, 
stets tiber 20 bis 30p liegt, gilt (8) bereits unterhalb 2y mit ausrei- 
chender Genauigkeit (unter 1%). MiBt man also im genannten Spektral- 
gebiet m und k, so ergibt sich A, mit (8) aus 


pea he) 
Ay = 1 sae ar Re : (9) 


liber, da 1+ ( 
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Fiir die Edelmetalle und Aluminium erhalt man fiir 4, nach (9) und fir 
die Anzahl N, freier Elektronen pro Atom nach (6) die Tabelle 4. 


Tabelle 1. 
ee EEE EE eee 
Metalle Cu Ag Au Al 
a ee ee ee ee eee ee 
| 
A, (] 0,17 0,15 | 0,16 0,175 
Np (0), 5 0,8 0,7 0,6 


Die GréBenordnung der so gefundenen Anzahl freier Elektronen steht 
in Ubereinstimmung mit der, die z.B. bei der Bestimmung durch den 
Hatt-Effekt erhalten wird, was allgemein als eine gute Bestatigung der 
DrupeEschen Theorie gilt, sowie der. Tatsache, daB jedes Metallatom 
ungefaéhr ein freies Elektron liefert. 

Rechnet man mit dem so erhaltenen Wert fiir A, nach (7) auch A, aus, 
so erhalt man fiir die Edelmetalle und Aluminium die Werte der Tabelle 2. 


Tabelle 2. 
Metalle Cu | Ag Au | Al 
0) [107 Q:mm3jm} | Ae55 | 1,49 2,04 2,40 
Ay [y] 108 90 73 75 


Mit Hilfe der Werte A, und A, aus den Tabellen1 und 2 sollte man bei 
Giltigkeit der DRupEschen Theorie nach (1), (2) und (3) die Reflexions- 
spektren der Metalle erhalten. 


2. Naherungen der DRUDEschen Theorie. 
a) Nd&herung fiir 22,<4<A,/10 (Naherung N,). 
Ist in Gl. (1) und (2) 4<A,/10 (was, wie erwahnt, fiir A < 2 stets 
der Fall ist), so gilt statt (1) und (2) mit mindestens 1% Genauigkeit: 


; A \2 
Se | 
Gi) (10) 

as yh ee 
b=2nk salle! . (11) 


Fir A> 24, ist a <0 und |b|<J|a|, so dab mit wenigen Prozent Genauig- 
keit 


a? + 8 wa} (1 + 55) (12) 


2a 
gilt. Setzt man das Absorptionsvermégen des Metalls 4 =1—R, so 
wird mit (3) 
aa 22 FP +a) 
Ye +e+1+)ao(Va+e+a) 


(13) 
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Durch Einsetzen von (12) in (13) erhalt man unter Beriicksichtigung 
von a= —|a| und |b|<|a| 
ee 14 
| ai(a +1) \ 
2 


Wegen |a| =(3) —1 gilt|a|+41 =a Mit (11) eae ; gewinnt 
Ay) 


man also eenkeblich die Naherung 


b) Ndaherung fiir A=, (Naherung N,). 
Fir A=, wird in (10): a=0. Fiir das Absorptionsvermégen A gilt 
somit nach (13) 


s rs LA (16) 
b+1+ 26 
Berticksichtigt man, daB fiir A=, nach (11) bat 7,’ A, aber fiir fast 


alle Metalle kleiner als 0,5 p und A, gréBer als 25 uw ist, ‘sO gilt also b< 0,02 
und damit auf 2% genau die Naherung 


ieee ee! 2 ZEB (17) 


1-+]/26 14/4 


c) Naherung fiir A< ee (Naherung Ny). 


Fir 1< 4, ist a>0, also a=|a|. Ist A<4/,/2, so gilt nach (10): 
a> 0,75, wahrend nach (11) wegen 4,/A, < 0,02 dagegen 6 < 0,005 ist. 
Es darf also wegen b<a 

/P+a=a (18) 
und schlieBlich 


4-\/a /A\2 
A Ch 19 
mesyoET | !) st 
gesetzt werden. 

Diese Naherung enthalt nur noch /,. Sie entspricht dem Verhalten 
vollstandig freier Elektronen. 


d) Vergleich und weitere Naherungen. 


In Fig. 1 sind die Naherungen N,, N, und N; im Vergleich zum 
wahren Verlauf (gestrichelt) aufgezeichnet. Die Nabieranientl) stimmt 
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oberhalb 24, mit der wahren Kurve vollstandig iiberein, lauft aber 
fiir 2+, zunehmend nach — co weg. An dieser Stelle A, tritt N, in Kraft. 
Diese Naherung liefert fiir A= 2, auf 2% genau den Wert von R. Unter- 
halb 4, lauft die wahre Kurve in die Naherung N, aus. Diese gibt fur 
4=0 wegen a=1 den richtigen Grenzwert A = 1, wahrend sie fiir A=, 
statt N, den Wert A =O angibt. 

Neben diesen Naherungen fiir kurze Wellenlangen gibt es die bereits 
seit langem bekannten Naherungen von FORSTERLING, Mott und ZENER 
sowie von HAGEN und Ru- 


700 

Al BENS fiir grdBere Wellen- 

80} langen.. Fir A> A, gilt 
|a| <b und somit | n? — h?| 

60 <2nk. Hieraus folgt 

poms 

40 n wR we }/ a4 >. 920) 

20 und schlieBlich, wie an 
anderer Stelle [3] gezeigt 

0 aa ihe Th = wurde, sili 

Fig. 1. Reflexionsvermdgen eines Metalls. A, = 0,35 wu; A, = 25u. R= 12 lee ‘ (24) 


Da nach (5) A,~A? ist, fallt der Einflu8 von A, hier vollig heraus, 
und man erhalt schlieBlich 


k=1— 2\/- ra (HAGEN-RuBeEnssche Beziehung). (22) 


Da A, meist tiber 20 liegt, sollte diese Naherung erst weit iiber 
50u giiltig werden; sie ist jedoch erfahrungsgemaB bis zu 10u herab 
erfiillt, was von Mott und ZENER [2] fiir rein zufallig gehalten wird. 

Fir 24,< A< A,/10 war die Naherung N,: 


1. (45) 


“Vay 


abgeleitet worden. Ist A>5,, so gilt mit 2% Genauigkeit VG i —1= s 
und damit die von FORSTERLING [7] 1912 und unabhangig davon anf 


andere Art 1934 von Motr und ZENER [2] abgeleitete Naherung 


A= at (FORSTERLINGsche Beziehung). (23) 


Als Gesamtheit der Naherungen fiir die DrupEsche Theorie erhalt 
man also schlieBlich die Tabelle 3, die vor allem auch zeigen soll, daB 
die Temperaturabhangigkeit des Absorptionsvermégens, das (wegen der 
Temperaturunabhangigkeit von N, und /,) vor allem durch die von As 


00 
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und @ gegeben ist, bis zu A= A, herab duBerst stark sein miiBte, soweit 
die Drupesche Theorie giiltig ist. 

Die Fig. 2 und 3 zeigen mit den Formeln (15), (17) und (19) errechnete 
Metallreflexionsspektren, die die Abhingigkeit des optischen Verhaltens 
von A, und A, sowie wegen 


von der Temperatur (Fig. 3) deutlich erkennen lassen. 


— 
x ~ 


x 


X x 2 700 
% 


&0 


60 

x 

A 

u] 
40 
20 

Os 10 7) 15 0 7 2 3 4 5 
a. Af a4 mes 
Fig. 2. EinfluB von 4, auf das spektrale Fig. 3. EinfluB von 7, auf das spektrale 
Reflexionsvermogen. Reflexionsvermégen, 


Wie an anderen Stellen gezeigt wurde, kann die Fig. 3 entsprechende 
Temperaturabhangigkeit nur an Aluminium, den Alkalien und gewissen 
Legierungen (Mg, Al) festgestellt werden [2], [4], [6]. Das bedeutet, 
daB die Metalle auBer den erwahnten, selbst die Edelmetalle nicht, bis 
zam Kurzwelligen hin die DrupEsche Theorie erfiillen kénnen. Uber 
die dort einsetzenden Absorptionsmechanismen wurde kiirzlich an dieser 


Stelle eingehender berichtet [8]. 
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Tabelle 3. Ubersicht tiber die Druvesche Theorie und ihre Ndherungen. 
Ee Eee ee ee 
Spektralgebiet 


| Absorptionsvermogen | ie ee ee al Bemerkungen 
he es EO ES ee 
| 
ee DrRuDEsche 
4 = : 2\2( a al b? as a) ese | Dispersions: 
Va? +o?+44 |2 (Va? + 6+ a) formeln 
| a=1-(#) “5 2 Ay ~ ‘J, = const -> 
Gesamtes | Ay, y =) z = Gb | ) 
| ax 2 
p= A (3) bes i, = eenoteae 
Ay \ Ay aes ie @ 
hs 
a i [aa HAGEN- 
ye | i) nya | Ail) RuBENsschi 
aN \ Ads | Veo Beziehung 
in a } 2h 
2A, <A <Asf101| ; (eo : A~0Q 
7 | —| — 4 
\ A / 
: FORSTERLIN 
DY é Mort- 
5Ay <A <A,/10 tears As ZENERSche 
| 2 o 
| Beziehung 
2 
Al = A = — ; 
A=), 1 V As 1) - const 
Dia V2 
Lz | — st 
Ae ile, 
Ae a+2)a+1 keine 
Gel 
i= {=| 
e - 
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Zum Leuchtmechanismus 
von Zinkoxydphosphoren. 


Von 
H. GoBREcHT, DIETRICH HAHN und K. SCHEFFLER. 
Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 5. Juni 1954.) 
Es wird die Abklingung der ultravioletten und griinen Emissionsbande von ZnO 
bei Anregung mit Elektronenstrahlen untersucht. Diese verlauft bei beiden Banden 
exponentiell mit den Zeitkonstanten t,;; = 2,7 usec und TGriin = 4,5 wsec. Bei An- 
regung mit langwelligem UV-Licht verlauft die Abklingung der griinen Bande bei 
héherer Temperatur gleichfalls exponentiell (t = 80 usec), ab — 60° treten jedoch 
Abweichungen vom exponentiellen Abklingverlauf auf. Ein Thermolumineszenz- 
maximum wird bei 118°K gefunden. Der Temperaturverlauf der Lumineszenz 
(Quantenausbeute) ist von der Erregungsintensitat unabhangig, was mit einem 
Rekombinationsleuchtmechanismus schwer zu vereinbaren ist. In der Diskussion 


uber den Leuchtmechanismus wird auf eine gewisse Analogie mit den Lumineszenz- 
eigenschaften von Bariumplatincyaniir hingewiesen. 


1. Problemstellung. 


In einer friiheren Arbeit (GOBRECHT, HAHN und DAMMANN [/]}) 
wurde die Abklingung der Lumineszenz von Zinkoxyd nach Anregung 
mit Kathodenstrahlen untersucht und gefunden, daB die Gesamt- 
lumineszenz hyperbolisch mit dem Hyperbelexponenten 0,5 abklingt. 
Diese Messungen wurden nach Verbesserung der MeBapparatur und der 
Auswertmethode wiederholt; auBerdem wurden die beiden Emissions- 
banden, die das Zinkoxyd bei Anregung mit Elektronenstrahlen besitzt, 
durch Filter getrennt. Bei der Wiederholungsmessung ergab sich eine 
exponentielle Abklingung beider Banden, die uns veranlaBte, die Ab- 
klingung bei Anregung mit ultraviolettem Licht (UV) und die Tem- 
peraturabhingigkeit der Lumineszenz gleichfalls zu untersuchen, um 
experimentelles Material zur Bestimmung des Leuchtmechanismus zu 
sammeln. Die aus der Literatur bekannte und in einer fritheren Arbeit 
bestatigte hohe elektrische Leitfahigkeit und Photoleitfahigkeit (Go- 
BRECHT, HAHN und KdseEtL [2]), sowie das Auftreten einer Thermo- 
lumineszenz scheint ja das Zinkoxyd in die Klasse der Phosphore mit 
Rekombinationsleuchtmechanismus einzuordnen. Nach dem vorliegen- 
den experimentellen Befund méchten wir dies jedoch nicht mehr fur 
ganz sicher halten. 

2. Experimentelles. 


Es wurde im wesentlichen die in [7] angegebene MeBanordnung, die 
im Prinzip auf SCHLEEDE und BarTELs [3] zuriickgeht, benutzt. Ein 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. PN) 
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Kathodenstrahlrohr mit elektromagnetischer Fokussierung diente zur An- 
regung der Leuchtstoff-Suspensionsschichten. Mittels einer Gasschleuse 
konnten die Schichten leicht ausgewechselt werden. Die Lumineszenz- 
intensitat (Strahlungsstarke) wurde mit Hilfe einer Photozelle mit 
Sekundarelektronenvervielfachung (Multiplier) gemessen, wodurch die 
Empfindlichkeit der MeBanordnung gegenitber der friiheren erheblich 
gesteigert werden konnte. Der Photostrom des Multipliers wurde tuber 
einen kapazitatsarm angepaften Vorverstarker dem Arbeitswiderstand 
eines Oszillographen mit eingebautem Breitbandverstarker zugefihrt. 
Die Bandbreite des Verstairkers betrug 8 MHz, so daB auch hinsichtlich 
der kleinsten meBbaren Abklingzeit eime wesentliche Verbesserung er- 
zielt werden konnte. 

Fiir die Abklingmessung mit UV-Anregung wurde das in einer 
fritheren Arbeit (GOBRECHT, HAHN und GRETZINGER [4]) beschriebene 
Topfphosphoroskop benutzt. Der Leuchtstoff wurde auf eine heiz- und 
kihlbare Kupferunterlage im Vakuum gebracht, wie sie gleichfalls in [4} 
verwendet wurde, so da} seine Temperatur fiir die Messung der Abklin- 
gung, der Lumineszenzintensitat bei verschiedener Erregungsintensitat 
und der Thermolumineszenz variiert werden konnte. 

Die Zinkoxydleuchtstoffe wurden entweder durch reduzierendes 
Glihen von Zinkoxyd bei etwa 1000° hergestellt (im folgenden dann als 
ZnO/ZnO bezeichnet), oder aus Zinkcarbonat bzw. Zinksulfid durch 
Gliihen bei 900 bis 1000° mit anschlieBendem kurzen Reduzieren 
(ZnO/ZnCO, bzw. ZnO/ZnS) prapariert. Das Reduzieren erhéhte in 
jedem Falle die Lumineszenzintensitat erheblich. Jedoch zeigten die aus 
Zinkoxyd hergestellten Substanzen, wie schon von SHRADER und LEVE- 
RENZ [5] angegeben, bei Anregung mit Kathodenstrahlen eine Emission 
im langwelligen UV und eine griine Emission, wahrend die Substanzen, 
die aus Zinkcarbonat bzw. aus Zinksulfid gewonnen wurden, nur die 
griine Emissionsbande besaBen. Die Erhédhung der MeBempfindlichkeit 
erlaubte die Trennung der einzelnen Emissionsbanden und die Aus- 
messung ihrer jeweiligen Abklingung. 


3. Die Abklingung nach Elektronenstrahlanregung. 


Mit der oben beschriebenen MeBanordnung wurden zunachst ZnO/ 
ZnO-Phosphore mit zwei Emissionsbanden (UV und Griin) untersucht. 
Die Rechteckimpulse der Kathodenstrahlanregung, sowie ihre Ver- 
zerrung durch die Abklingung des Leuchtstoffes sind in [7] ausfiihrlich 
wiedergegeben, so daf hier nur darauf verwiesen werden soll. An gleicher 
Stelle wurde eingehend tiber die Auswertung dieser Oszillogramme be- 
richtet. Die Auswertung konnte noch dadurch verbessert werden, daB 
bei den meisten Abklingoszillogrammen langere Anregpausen eingehalten 
wurden, so daB sich die Lage der x-Achse aus den Oszillogrammen selbst 
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bestimmen lieB. Hierdurch lieB sich die Zuverlassigkeit der Auswertung 
betrachtlich erhéhen. Fig. 1 gibt die erhaltenen Abklingkurven eines 
ZnO/ZnO-Phosphors wieder, und zwar die Abklingung der UV-Bande, 
der griinen Bande und der Gesamtlumineszenz. Es ist deutlich zu er- 
kennen, daB beide Banden eine exponentielle Abklingung besitzen, deren 
Zeitkonstante allerdings verschieden ist. Die Abklingung verlauft nach 
der Funktion I = J, exp (—?#/t), und man entnimmt den Diagrammen, 
daB tyy=2,7 usec kleiner ist als TGrin = 4,3 usec. Die Abklingkurve 
der Gesamtlumineszenz verlauft in der halblogarithmischen Darstellung 


fen Oy ay 1 | L | ie hte) 
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Fig. 1. Die Abklingung von UV-Bande, der griinen Fig. 2. Die Abklingung der griinen Emissionsbande 
Bande und der Gesamtlumineszenz von ZnO/ZnO von ZnO/ZnS und ZnO/ZnCO, bei Anregung mit 
bei Anregung mit Kathodenstrahlen. Kathodenstrahlen. 


nicht in Form einer Geraden, wodurch in der friiheren Untersuchung [7] 
der SchluB gezogen wurde, da es sich um eine hyperbolische Abklingung 
handeln miisse. Die Kriimmung ergibt sich jedoch durch die Uber- 
lagerung der exponentiellen Abklingkurven der beiden Emissionsbanden ; 
in Fig. 1 ist die gekriimmte Kurve durch zwei Geraden ersetzt, die an- 
genahert einen exponentiellen Anfangsabklingverlauf (bevorzugt UV- 
Emission) und einen exponentiellen Endabklingverlauf (bevorzugt 
Griin-Emission) ergeben. 

Fig. 2 zeigt die Abklingkurve der aus Zinksulfid bzw. Zinkcarbonat 
hergestellten Zinkoxydphosphore, die, wie schon erwahnt, nur die griine 
Lumineszenz aufweisen. Es ist deutlich die exponentielle Abklingung zu 
erkennen, die beiZnO/ZnS eine Zeitkonstante t = 4,6 usec, bei ZnO/ZnCO, 
eine Zeitkonstante t= 4,5 usec besitzt. 

In Tabelle 1 sind die MeBergebnisse an drei ZnO/ZnO-Phosphoren, 
sowie den ZnO/ZnS- und ZnO/ZnCO,-Phosphoren zusammengestellt. 
Beim ersten ZnO/ZnO-Praparat wurde auBerdem die Tastfrequenz 
variiert, um die Genauigkeit und Reproduzierbarkeit des Verfahrens 


abzuschatzen. 
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Tabelle 1. Zeitkonstanten der exponentiellen Abklingung verschiedener Zinkoxyd- 


phosphove nach Kathodenstrahlanregung. 
—<—$<$€$€$€<£<<_<_________—_—_—_ . Om OLR 


5 Periodendauer | Erregungsdauer TUV T Grin 
Praparat 
| in usec | in usec in usec in usec 
| 
ZaO/\7aO); Ned. 4, | 133 | 26 | oe) 4,3 
89 | 50 Dail 4,4 
33 7 2,7 3,9 
ENO AvO) Wig, Ay, his 26 2,8 6,0 
ENO) VAXO INKS Bho 133 26 Dei) 4,0 
EX OWENCORS oS | 133 26 | | 4,6 
VE OWANS TS Sc. of 133 26 | 4,5 


Man kann der Tabelle1 entnehmen, dafB die Zeitkonstante der 
UV-Bande bei allen Praparaten sehr gut wbereinstimmt, dagegen ist die 
Zeitkonstante der griinen Bande von Praparat zu Praparat etwas unter- 
schiedlich. tyy ist jedoch stets kleiner als tej, worauf auch schon 
SHRADER und LEVERENZ [5] hingewiesen haben. Allerdings ist der von 
uns erhaltene Wert fiir tyy etwa um eine Zehnerpotenz gréBer, als er 
von diesen Autoren geschatzt wird, was sicherlich durch die Verschieden- 
heit der Praparate bedingt ist. 

Die in [1] erhaltenen Ergebnisse an Zinkoxyd befinden sich mit den 
jetzt erhaltenen MeBwerten fiir die Abklingung der Gesamtlumineszenz 
in guter Ubereinstimmung. Am Beispiel eines Calciumwolframatphos- 
phors laBt sich die Reproduzierbarkeit der jetzigen Messungen mit den 
friheren gleichfalls zeigen: Die Abklingung von Calciumwolframat ergab 
sich wiederum als exponentiell mit einer Zeitkonstanten von 8,4 usec, 
wahrend sich in [1] bei einem anderen Praparat eine Zeitkonstante von 
25 usec ergeben hatte. Das ist, in Anbetracht der verschiedenen Pra- 
parate, eine recht gute Ubereinstimmung. 


4. Die Abklingung nach UV-Anregung. 

Es wurden Abklingmessungen bei verschiedenen Temperaturen nach 
Anregung mit langwelligem UV (vorwiegend die Hg-Linie 2 = 366 my) 
mit dem Topfphosphoroskop durchgefiihrt. Sie sind in Fig. 3 wieder- 
gegeben und man sieht, daB die Abklingung auch hier exponentiell ver- 
lauft und eine Zeitkonstante t = 80 usec besitzt. Bei tieferer Temperatur 
treten deutlich sichtbare Abweichungen vom experimentiellen Abkling- 
verlauf auf, die auf die Mitwirkung der Haftstellen bei der Abklingung 
zuriickzufihren sein diirften. Bereits von GARLICcK und Wirkins [6] 
wurden Abklingoszillogramme bei UV-Anregung und verschiedenen 
Temperaturen angegeben. In Ubereinstimmung mit diesen Autoren be- 
ginnt sich auch bei unseren Messungen bei — 60° C der Einflu8 der Haft- 
stellen bei der Abklingung zu zeigen, allerdings bleibt er, wie Fig. 3 zeigt, 
auch bei noch tieferen Temperaturen bestehen. 
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Bemerkenswert ist, da8 die Zeitkonstante der griinen Emissions- 
bande — denn nur diese tritt bei Anregung mit UV-Licht auf — um 
mehr als eine Zehnerpotenz gréBer ist als bei Anregung mit Kathoden- 


strahlen. Dies tritt jedoch 
bei fast allen Phosphoren auf 
und ist durch den verschieden 
intensiven Anregungsvorgang 
erklarbar. Als Beispiel sei 
hier Bariumplatincyaniir er- 
wahnt, welches gleichfalls ex- 
ponentiell abklingt und nach 
unseren Messungen bei An- 
regung mit Kathodenstrahlen 
eine Zeitkonstante t = 4,1 usec 
besitzt, wahrend bei Anregung 
mit langwelligem UV die Zeit- 
konstante t= 90 usec betragt. 
Es ist also auch hier die 
Zeitkonstante der Abklingung 
nach UV-Anregung um mehr 
als eine Zehnerpotenz groBer. 
Bariumplatincyaniirzeigt auch 
sonst gewisse Ahnlichkeiten 
mit Zinkoxyd, worauf weiter 
unten noch hingewlesen wer- 
den wird. 


5. Die Temperaturabhangighert 
der Lumineszenz. 


Um eine Entscheidung tiber 
den Leuchtmechanismus von 
Zinkoxyd zu fallen, wurde die 
Strahlungsstarke der Lumines- 
zenz (abgekiirzt Lumineszenz- 
intensitat genannt, praktisch 
mit der Quantenausbeute iden- 
tisch) in Abhangigkeit von der 
Temperatur bei verschiedenen 
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Fig.3. Die Abklingung der griinen Emissionsbande von 
ZnO/ZnO bei Anregung mit langwelligem UV. 
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Fig. 4. Die Temperaturabhangigkeit der Lumineszenzin- 
tensitat (Quantenausbeute) bei verschiedenen Intensitaten 
des anregenden UV-Lichtes. @ Erregungsintensitat 210; 
x Erregungsintensitat 10; O Erregungsintensitat 1. 


Intensitaten (Strahlungsstarken) des anregenden UV-Lichts untersucht. 
Die Anregungsintensitaten verhielten sich wie 1:10:210 und andern, 
wie Fig. 4 zeigt, den Temperaturverlauf der Lumineszenz nicht. Der 
Rieut-Effekt, d.h. das Einsetzen einer Temperaturausléschung bei 
hoheren Temperaturen mit wachsender Erregungsintensitat, fehlt also. 
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Diese Messungen wurden mehrmals bei verschiedenem Verhaltnis der 
Erregungsintensitat und verschiedenen Zinkoxydpraéparaten mit stets 
gleichem Ergebnis wiederholt. 

Dagegen ergab die Messung der Thermolumineszenz ein deutliches 
(GLow-)Maximum bei 118° K, was in recht guter Ubereinstimmung mit 
dem von GARLICK und WILKINS [6] angegebenen (GLOw-)Maximum bei 
130° K ist. Ein zweites (GLow-)Maximum bei 190° K, welches diese 
Autoren angeben, konnten wir bei unserem Praparat allerdings nicht 
entdecken. REBOUL [7] findet unter den gleichen Versuchsbedingungen 
wie bei uns ein (GLow-)Maximum bei 154° K; auBerdem gibt er ftir die 
Abklingung nach Réntgenstrahlanregung, die gleichfalls exponentiell 
verliuft, Zeitkonstanten an, die sich in guter Ubereinstimmung mit 
unseren Werten befinden. 


6. Diskussion. 

Die gute elektrische Leitfahigkeit und die Photoleitfahigkeit, welche 
aus der Literatur hinreichend bekannt ist (MOLLWo und STOCKMANN [8], 
sowie [2]) ferner das auch von uns bestatigte Auftreten einer Thermo- 
lumineszenz lieBen es bisher als sehr wahrscheinlich erscheinen, daB 
Zinkoxyd ein Leuchtstoff mit Rekombinationsleuchtmechanismus, ahn- 
lich wie Zinksulfid, ist. Seine Leuchtfahigkeit wurde einer Eigenakti- 
vierung durch tiberschiissiges Zink zugeschrieben, worauf die Praparation 
durch reduzierendes Glihen ja auch hinweist. Die beobachtete expo- 
nentielle Abklingung wiirde sich in dieses Bild noch einordnen lassen, 
zumal ja bei tiefer Temperatur ein sehr deutliches Abweichen vom 
Exponentialgesetz auftritt. Das Fehlen des Rrent-Effektes tiberrascht 
jedoch und ist mit einem Rekombinationsleuchtmechanismus im all- 
gemeinen schwer zu vereinbaren. Es lieBe sich nach einer Bemerkung 
von I. BROsER aber vielleicht folgendermaBen verstehen: Durch den 
hohen Dunkelstrom des Zinkoxyds ist die Zahl der Elektronen im Leit- 
fahigkeitsband bereits so groB, daB der Zuwachs an Photoelektronen 
dagegen kaum ins Gewicht fallt. Der Photostrom betragt nach [2] 
etwa 1 bis 2% des Dunkelstromes, so daB die Elektronenkonzentration 
ziemlich konstant ist und auch durch eine Variation der Erregungs- 
intensitat kaum beeinfluBt wird. 

Mit einem monomolekularen Leuchtmechanismus — etwa wie bei 
einem Reinstoffphosphor, z.B. wie die Uranylverbindungen und Alkali- 
polysulfide [4) — lassen sich namlich die bekannten Halbleitereigen- 
schaften und die gute Photoleitfahigkeit nur schwer vereinbaren. Die 
Thermolumineszenz und die Abweichung von der exponentiellen Ab- 
klingung bei tieferer Temperatur lieBen sich vielleicht noch durch meta- 
stabile Zustande im Leuchtzentrum erklaren. Auf Reinstoffphosphoreigen- 
schaften konnte vielleicht eine gewisse Analogie zu Bariumplatincyaniir, 
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das ja allgemein als Reinstoffphosphor gilt, hindeuten: Dieses hat auch, 
wie in fritheren Arbeiten gezeigt ([{2] und [9]), eine betrachtliche Photo- 
leitfahigkeit, zeigt Thermolumineszenz mit einem (GLOw-)Maximum, 
welches wir bei 110° K messen konnten, und klingt sowohl bei Anregung 
mit Kathodenstrahlen wie langwelligem UV exponentiell ab. 

Es ware unserer Meinung nach jedoch sehr gewagt, Zinkoxyd etwa 
als Reinstoffphosphor anzusprechen. Weitere Untersuchungen werden 
vielmehr zeigen, ob das Fehlen des Rient-Effektes, wie oben ange- 
deutet, erklart werden kann und Zinkoxyd in die Klasse der Rekombi- 
nationsleuchtstoffe einzuordnen ist. Immerhin glauben wir, das vor- 
handene experimentelle Material zur Diskussion iiber den Leucht- 
mechanismus des Zinkoxyds zur Verfiigung stellen zu sollen. 


Fir wertvolle Hilfe bei den Messungen haben wir Herrn Dipl.-Ing. 
B. GRETZINGER, fiir viele wichtige Ratschlige bei dem Aufbau der 
OszillographenmeBapparatur Herrn Dipl.-Ing. H.-P. BARTHELT herzlich 
zu danken. Der Deutschen Forschungsgemeinschaft gebiihrt unser Dank 
fiir wertvolle finanzielle Hilfe. 
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Zum Ubergangseffekt der Nukleonenkomponente 
in Blei und Kohle. 


Von 
K. H. LINDENBERGER und P. MEYER. 
Mit 13 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. Junt 1954.) 


Es wird eine Doppelionisationskammer beschrieben, die es gestattet in Verbindung 

mit einer geeigneten elektronischen Anordnung Kernprozesse zu zahlen, die von 

der kosmischen Strahlung im Kammergas ausgelést werden. Die Kammer ist mit 

reinstem Argon von 100 Atm Druck gefiillt und hat ein wirksames Volumen von 

900 cm’. Sie wurde verwendet, um die Absorption der sternerzeugenden Strahlung 
in Blei und in Kohle zu untersuchen. 


Die Messung mit Bleiabsorbern zeigte ein Ubergangsmaximum bei etwa 1 cm Blei, 

fiir groBere Absorberdicken ergab sich eine Absorptionsschicht von 320-+.50 g cm~?. 

Bei den Messungen mit Kohleabsorbern wurde ein Ubergangsmaximum bei 25 cm 
Kohle gefunden, 


]. Einleitung. 


Nach unseren heutigen Vorstellungen entwickelt sich die Nukleonen- 
komponente der kosmischen Strahlung in einer Kaskade aufeinander- 
folgender Kernprozesse. In den letzten Jahren wurden eine ganze Reihe 
von Experimenten durchgefiihrt um die Absorbierbarkeit der Strahlung 
zu untersuchen, die diese Kernprozesse auslést. Dabei zeigte sich wieder- 
holt, daB die Intensitat der Strahlung nicht nach einem einfachen Expo- 
nentialgesetz mit der Schichtdicke des Absorbers abnimmt, sondern bei 
bestimmten Dicken Intensitatsmaxima auftreten. Als Nachweisgerat 
wurde bei diesen Beobachtungen meist die photographische Emulsion 
verwendet, in der sich ein Kernproze8 als ,,Stern’‘ abbildet. AuBerdem 
haben BripGE, Hazen, Rossi und Wittams ahnliche Messungen mit 
StoBionisationskammern [Br 49] durchgefiihrt, wahrend TREIMAN und 
FONGER [Ty 52] sowie HOGREBE [Ho 52] Neutronenzahlrohre zum Nach- 
weis der Kernprozesse benutzten. Die Ergebnisse der uns bekannten 
Absorptionsmessungen sind in Tabelle 1 aufgefiihrt. 


In der vorliegenden Arbeit wurde die Absorption der auslésenden 
Strahlung mit einer neuen, von den bisherigen stark abweichenden 
Methode untersucht. Wir wollten dadurch klaren, ob das von den ande- 
ren Autoren gefundene abnormale Verhalten der Absorptionskurve eine 
wesentliche Eigenschaft der auslésenden Héhenstrahlkomponente ist, 
oder ob es nur durch die spezielle Versuchsanordnung, d.h. durch die 
Geometrie von Absorber und Detektor, hervorgerufen wird. 
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Tabelle 1. Ubergangsmaxima bei Kernprozessen. 


eee eeEESSSSSESSSSSSSSSSSSSFSFSFeFeseseF 


Autor | Material Lage der Maxima | Detektor 
a SS ee Se ee eee eae 
| | 
SCHOPPER, H6cKER und Pb | 1,2 und 20cm ___ photographische 
R6ssLeE [Scho 51] Fe 4,5 cm Emulsion 
Cc 20cm 
MALASPINA, MERLIN, PIERUCCI Pb 1cm photographische 
und Rostaeni [Ma 50] Al 2cm Emulsion 
BERNARDINI, CoRTINI und Pb 2cm photographische 
MANFREDINI [Be 49} Al kein Maximum Emulsion 
Paraffin 45cm 
Tomaskova [To 51] Pb 2cm photographische 
Emulsion 
Lorp und SCHEIN [Lo 49] Pb 1,3 cm photographische 
Emulsion 
SHAPIRO und Mitarbeiter Pb 2,4und6cm _ photographische 
[Sh 51] | Emulsion 
TAKIBER, OsTYAKOV und Pb 2cm photographische 
Karpov [Ta 52] Emulsion 
TREIMAN und FONGER [Ty 52] Pb 1,25 cm Neutronenzahlrohre 
HoGREBE [Ho 52] Pb 20 cm Neutronenzahlrohre 


2. Prinzip der Versuchsanordnung. 


Bei der Wahl des Detektors fiir die Kernprozesse schied die Photo- 
platte aus, da beabsichtigt war, besonders die relativ haufigen energie- 
armen Kernprozesse zu beriicksichtigen. In der Emulsion sind Sterne 
jedoch nur dann mit gentigender Sicherheit nachweisbar, wenn die ins- 
gesamt auf die Bruchstiicke tibertragene Energie mehr als 50 MeV be- 
tragt. Als weitere Méglichkeit blieb die Ionisationskammer; die von 
BripGE und Mitarbeiter [By 49] verwendeten Kammern haben jedoch 
den Nachteil, daB sie bevorzugt auf energiereiche Kernprozesse anspre- 
chen. Der Grund ist, daB diese Kammern nur mit 5 Atm Argon gefiillt 
sind und es dadurch sehr viel haufiger vorkommt, daB die Folgeprodukte 
von Kernprozessen, die in der Wand stattgefunden haben, die Kammer 
zum Ansprechen bringen und nicht Prozesse im Kammergas selbst; die 
Wahrscheinlichkeit aber, daB ein Sekundiares aus der Wand bis ins 
Kammergas gelangt und die Kammer auslést, nimmt mit der beim 
ProzeB umgesetzten Energie zu und fiihrt so zur bevorzugten Registrie- 
rung energiereicher Prozesse. Ein weiterer Nachteil liegt darin, daB wegen 
der Vorabsorption in der Wand und der unvollstandigen Bremsung der 
Sekundaren nur ein recht loser Zusammenhang zwischen der gemessenen 
GréBenverteilung der elektrischen Impulse und dem Energiespektrum 
der Kernprozesse besteht. 

Die Ursache dieser Schwierigkeiten ist offenbar, daB bei den tiblichen 
Ionisationskammern der Reaktionsort (Wand) und der Ort der Messung 
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(Gas) nicht zusammenfallen. Will man die Zahl der Reaktionen im Gas 
groB machen gegen die Zahl der Prozesse in der Wand, so besteht nur 
die Moglichkeit, die Gasdichte, also den Druck, zu erhohen und gleich- 
zeitig die Wand méglichst diinn zu machen. Aus mechanischen Griinden 
ist es dann nétig, die Kammer in eine drucksichere AuBenwand einzu- 
schlieBen, so da8 man die in Fig. 1 dargestellte Anordnung erhalt. Durch 
den hohen Druck wird auBerdem erreicht, daB die geladenen Sekundar- 
teilchen meist noch innerhalb der Kammer durch Ionisation vollstandig 
gebremst werden, so daB die beobachtete ImpulsgréBe etwa ein MaB fiir 
die an die Bruchstiicke abgegebene Energie ist. Wegen des groBen Gas- 
druckes — 100 Atm bei unserer Messung — muB die AuBenwand recht 
kraftig sein und die in ihr stattfindenden 
Kernprozesse kénnten die Messung im 
Innenraum verfalschen. Dies verhindert 
man, indem man den Raum zwischen der 

diinnen Kammerwand a und der AuBen- 
eee ieee ws, Wand b ebenfalls als Ionisationskammer 
und Antikoinzidenzkammer; }b starke bentitzt und mit dem Innenraum in 
a ieee Antikoinzidenz schaltet. Gleichzeitig wird 
und ¢, der der Antikoinzidenzkammer qdadurch die Registrierung von weichen 

zwischen a und b. : : : 

Schauern und von Einzelteilchen, die 
beide Teilkammern ganz durchsetzen, verhindert. Wie weit dies gelingt 
und ob die Kammer tatsachlich nur energiearme Kernprozesse zahlt, 
wird spater diskutiert werden. 


Neben der Verwendung eines fir den Nachweis energiearmer Kern- 
prozesse besonders geeigneten Detektors war eine méglichst einfache 
und durchsichtige Anordnung des Absorbers unser Hauptziel. Aus 
diesem Grund wahlten wir den Abstand des empfindlichen Kammer- 
volumens vom Absorber etwas gréBer als die Dimensionen dieses Vo- 
lumens und auch als die Dicke des Absorbers. Wir glauben dadurch mit 
Sicherheit die Méglichkeit auszuschlieBen, daB im Absorber nach riick- 
warts gestreute Neutronen einen Ubergangseffekt verursachen, wie dies 
von DaLiaporta, MERLIN und Puppr [Da 50] fiir die bei Photoplatten- 
messungen ublichen Absorberformen berechnet wurde. 


3. Aufbau der Versuchsanordnung. 
a) Die Doppelionisationskammer. 


In Fig. 2 ist der mechanische Aufbau der Ionisationskammer im 
MaBstab 1:2 dargestellt. Ein 30cm langes Stahlrohr (a) von 0,5 cm 
Wandstarke und 10 cm Innendurchmesser ist an den Enden durch zwei 
Deckel (b) verschlossen, dabei dienen Bleiringe zur Dichtung. Sechs 
16mm starke Eisenbolzen (c) verbinden auBen die Deckel und pressen 
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sie auf das Rohr auf. Durch jeden von ihnen ist druckdicht ein Hart- 
gummuisolator gefiihrt ; der eine tragt im Innern ein Aluminiumrohr von 
12mm Durchmesser als Innenelektrode (d) und eine zur elektrischen 
Abschirmung nétige Schutzelektrode (e). Am anderen Isolator ist die 
zylindrische Hochspannungelektrode (f) befestigt. Sie besteht aus einem 


Fig. 2. Schnittzeichnung der Doppelionisationskammer. Erlauterung dazu im Text. 


leichten Aluminiumgestell von 8 cm Durchmesser und 22 cm Lange, iiber 
das eine 6u starke Al-Folie gespannt ist; ihre Masse betragt etwa 30g. 

Die Kammer wurde nach mehrstiindigem Pumpen unter Zwischen- 
schaltung einer Trockeneiskiihlfalle mit 100 Atm Argon gefiillt, das nach 


/onisationskommer 


Ae ae 
Bi i 


Abschirinkasten 


analysator 
Zah/lwerke 


10fach- 
Unrers. 


Angabe des Herstellers 0,1% N, und weniger als 0,01% O, enthielt. 
Da zur Vermeidung von Elektronenanlagerung eine ausgezeichnete 
Reinheit des Kammergases unerlaBlich ist, wurde dies nach dem Fiillen 
in einem Kreislauf 24 Std lang iiber erhitzte Calciumspane (300° C) ge- 
leitet, um die letzten Verunreinigungen zu entfernen. 


Anfiver- 
Starker 


Fig. 3. Blockschaltbild der elektrischen Anordnung. 


b) Elektrische Anordnung. 

Fig. 3 zeigt die elektrische Anordnung als Blockschaltbild. Die 
Doppelionisationskammer ist in einem geerdeten Kasten erschiitterungs- 
sicher aufgestellt. Durch ein réhrenstabilisiertes Hochspannungsgerat 
wird der diinnwandige, die beiden MeBraume trennende Aluminium- 
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zylinder auf einer negativen Spannung von 10,9 kV gehalten. Die 
Sammelelektroden (Mittelstift und AuBenwand) sind jeweils mit dem 
Eingang eines der beiden Vorverstarker verbunden. Vom Ausgang des 
MeBvorverstarkers lauft der MeBimpuls tiber eine Laufzeitkette, in der 
er 1,7 usec verzogert wird, zum MeBverstarker und von hier iiber die 
Impulssperre zum Impulsanalysator. Die Impulssperre wird geschlossen, 
wenn am Ausgang des Antikoinzidenzverstarkers ein Impuls erscheint, 
dessen Amplitude eine vorgegebene GréBe iibersteigt; ein gleichzeitig 
auftretender MeBimpuls kann dann nicht zum Impulsanalysator durch- 
laufen und wird deshalb nicht registriert. Da bis zur vélligen SchlieBung 
der Impulssperre eine endliche Zeit vergeht, ist zur Vermeidung von 
Fehlmessungen die erwahnte Verzogerung der MeBimpulse ndotig. 

Im Impulsanalysator werden die MeBimpulse ihrer Amplitude nach 
auf 16 Zahlwerke verteilt, so daB man die differentielle Impulsgr6éBen- 
verteilung erhalt. Der Analysator arbeitet mit unterdriicktem Null- 
punkt; nur Impulse, deren Amplitude einen einstellbaren Wert wber- 
schreitet, werden zur Messung zugelassen. Zur Kontrolle werden ferner 
noch samtliche MeBimpulse — einschlieBlich der durch Antikoinzidenz 
ausfallenden — und alle Antikoinzidenzimpulse gesondert gezahlt. 

Vorverstarker und Verstarker waren eine etwas modifizierte Form 
des Los-Alamos-Verstarkers ,,pulse amplifier model 100°‘ wie er bei 
ELoMRE-SANDS [E/ 49] beschrieben ist. Der Impulsanalysator arbeitete 
nach dem von WILKINSON [Wz 49] angegebenen Prinzip. Linearitat und 
Konstanz der elektronischen Anordnung konnten mit Hilfe eines Eich- 
generators laufend tiberpriift werden, sie lagen wahrend der ganzen Mef- 
zeit innerhalb der Genauigkeitsschranke des Experiments. 


c) Energieeichung. 

Zur laufenden Uberpriifung der Kammer und zu ihrer Eichung wur- 
den «-Teilchen eines Polomiumpraparates verwendet. Zu diesem Zweck 
war vor dem Zusammenbau der Kammer auf beide Seiten der Hoch- 
spannungselektrode ein diinnes Ra D-+E+F-Praparat aufgebracht 
worden, das etwa 10«-Teilchen pro Minute emittierte. Fig. 4 zeigt die 
unter normalen MeBbedingungen aufgenommenen GrdéBenverteilungen 
der a-Impulse; sie wurden taglich gemessen, um die Konstanz der 
Apparatur sicherzustellen. Man erkennt, wie die Linie der «Impulse 
deutlich aus dem Héhenstrahluntergrund hervortritt. Um den AnschluB 
an die bis zu 10mal groBeren Impulse der Kernprozesse zu gewinnen, 
wurde wahrend der eigentlichen Messung mit Hilfe eines Spannungs- 
teilers die Empfindlichkeit des MeBverstirkers um den Faktor 9,6 
herabgesetzt. Die Eichimpulse stéren wahrend der Messung nicht, da 
von den in der MeBkammer durch Kernproze8 ausgelésten Impulse nur 
die gezahlt werden, die mindestens doppelt so groB wie ein a-Impuls sind. 
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Die «-Impulse aus der Antikoinzidenzkammer lésen zwar die Impuls- 
sperre aus, jedoch war die dadurch hervorgerufene Totzeit der Apparatur 
immer vernachlassigbar klein. 

Um zu priifen, ob die durch Ionisation gebildeten Elektronen voll- 
standig gesammelt werden, wurden die Eichkurven bei verschiedenen 
Kammerspannungen aufgenommen. Dabei ergab sich, daB die Anti- 
koinzidenzkammer gesittigt ist, 7500 
denn die Lage des Maximums 
ist bei 14 kV nicht mehr von der 
angelegten Spannung abhiangig. 
In der MeBkammer ist dies wegen 
der wesentlich geringeren Feld- 
starke in der Nahe der Hoch- / 
spannungselektrode jedoch nicht | 
der Fall. Wir Saba aber, daB ae \ J\ fee 
die eigentliche Messung_hier- : 
durch wenig beeinflu8t wurde, Bees ares 
weil der gleichzeitig mitgemessene a ae an ia ET 
Hohenstrahluntergrund keine Impulsgrohe 


merkliche Abhangigkeit von der _ Fig. 4. _ImpulsgréBenverteilungen der Po-g-Eichpra- 
as seat nae if parate. Kurve A: MeBkammer, Kurve B: Anti- 
ocnsp nnung ZeIgte. les 1S koinzidenzkammer. Die Kurvensind auf gleiche Ver- 


leicht verstandlich, da die Re-  statkerempfindlichkeit normiert, die Fehlergrenzen 
A eee Anlagerungs- geben den mittleren statistischen Fehler an, 
wahrscheinlichkeit fiir die von «-Teilchen erzeugten Elektron-Ionen- 
Paare groBer ist, als fiir den H6ohenstrahluntergrund: 

4. Ist die Ionisationsdichte langs der Bahn fiir die «-Teilchen sehr- 
groB im Vergleich zu den schnellen Héhenstrahlpartikeln und es besteht 
deshalb eine groBe Wahrscheinlichkeit fiir Kolonnenrekombination, 

2. haben bei 100 Atm Argon die Po-x-Teilchen nur eine Reichweite 
von 0,4mm, die Elektronen entstehen also in unmittelbarer Nahe der 
Hochspannungselektrode im Gebiet kleinster Feldstarke und missen 
die Kammer ganz durchlaufen. Ihre Chance, die Sammelelektrode unan- 
gefochten zu erreichen ist im Mittel wesentlich geringer, als fiir Elektro- 
nen, die von Héhenstrahlteilchen freigemacht werden, da dies im ganzen 
Kammerraum gleich haufig geschieht. 

Der Sattigungsgrad fiir die «-Teilchenimpulse aus der MeBkammer 
wurde dadurch bestimmt, daB Antikoinzidenz- und MeBkammer parallel 
geschaltet und so die Impulsgr6Benverteilungen aufgenommen wurden; er 
betrug 60%. 

d) Spezielle Eigenschaften der Doppelionisationskammer. 

Bevor die Ergebnisse der Messungen betrachtet werden konnen, 
miissen einige Eigenschaften der Kammer kurz diskutiert werden. Im 
Gegensatz zum Proportionalzahlrohr und zur langsamen Ionisations- 
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kammer hingt bei der schnellen Ionisationskammer mit Elektronen- 
sammlung die Amplitude des Impulses am Verstarkereingang vom Ort 
der Ionisation ab. Dies riihrt daher, daB der an der Sammelelektrode 
entstehende Impuls durch die Verschiebungsstréme der Elektronen er- 
zeugt wird und um so gréBer wird, einen je langeren Weg die Elektronen 
in der Kammer zuriicklegen. Der Verschiebungsstrom der Ionen tragt 
zum Impuls nichts bei, da die Eingangszeitkonstanten von MeB- und 
Antikoinzidenzverstarker klein gegeniiber der Sammelzeit der lIonen 
sind. Eine eingehende Diskussion dieser Eigenschaft findet man bei 
WILKINSON [Wi 50]. Nimmt man nun an, daB an jedem Punkt des 
Kammervolumens mit gleicher Wahrscheinlichkeit ionisiert wird, so 
laBt sich leicht ausrechnen, um welchen Faktor die Impulse im Mittel 
kleiner gemessen werden im Vergleich zu einem Ereignis, bei dem, wie 
etwa bei der Eichung, die Elektronen in unmittelbarer Nahe der Hoch- 
spannungselektrode gebildet werden und deshalb die Kammer ganz 
durchlaufen. Diese Mittelung gilt bei Ereignissen, bei denen die Ioni- 
sation in einem groBeren Teil des Kammervolumens erfolgt, bereits 
fiir das einzelne Ereignis; bei Ereignissen, die sich in einem kleinen 
Volumen abspielen, ist sie tiber eine gréBere Anzahl von Ereignissen 
zu erstrecken. Aus den Abmessungen unserer Kammer errechnet man, 
daB zur Beriicksichtigung dieser Eigenschaft die aus den Po-Messungen 
gewonnenen Eichwerte bei der MeBkammer mit einem Faktor 0,76, bei 
der Antikoinzidenzkammer mit 0,5 zu multiplizieren sind. 


Die Abhangigkeit der Impulsgr6Be vom Ionisationsort ist der erste 
Grund, warum zwischen der von uns gemessenen ImpulsgréBenvertei- 
lung und dem Energiespektrum der Kernprozesse keine einfache lineare 
Beziehung besteht. Ein weiterer Grund liegt darin, daB die Reichweite 
der bei den Kernprozessen emittierten Protonen keineswegs klein gegen 
die Dimensionen der Kammer ist. Dies hat zur Folge, daB ein Teil der 
Protonen die diinne Wand zwischen Me8- und Antikoinzidenzkammer 
durchdringt und eine Antikoinzidenz auslést; das Ereignis wird dann 
nicht gezahlt. Dieser Fall wird bei energiereichen Prozessen wahrschein- 
licher sein als bei energiearmen, es wird dadurch nicht nur die Absolutzahl 
der gezahlten Ereignisse vermindert, sondern auch die Form der Impuls- 
groBenverteilung verandert. Eine weitere Stérung riihrt von Kern- 
prozessen her, die in der Hochspannungselektrode, die MeB- und Anti- 
koinzidenzkammer trennt, sowie in der Mittelelektrode ausgelést werden. 
Die Masse dieser beiden Elektroden betragt aber nur 10% der Masse 
des Kammergases im MeBraum und die Auswirkung dieser Stérung ist 
deshalb sicher ohne gré8ere Bedeutung; ihr EinfluB vermindert sich 
auBerdem noch dadurch, daB ein groBer Teil der in der Hochspannungs- 
elektrode stattfindenden Kernprozesse einen Impuls in der Antikoinzi- 
denzkammer hervorrufen und dadurch nicht gezahlt werden wird. 
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Zwar ist demnach die gemessene ImpulsgréBenverteilung dem Ener- 
giespektrum der Kernprozesse nicht exakt proportional, doch wird be- 
sonders fiir energiearme Ereignisse die Ubereinstimmung recht gut 
sein; auf jeden Fall ist es méglich, eine mit dem Ubergangseffekt ge- 
koppelte Anderung des Energiespektrums zu beobachten. Hier unter- 
scheidet sich unsere Kammer wesentlich von den Tonisationskammern, 
wie sie BRIDGE, HAZEN, Rossi und WILL1AMs [By 49] bei ihren Arbeiten 
verwendet haben, da bei diesen Messungen aus den in Abschnitt 2 dar- 
gelegten Griinden immer nur ein kleiner Teil der Reaktionsenergie in 
der Kammer in Jonisation umgesetzt wird. Ein weiterer Unterschied 
unserer Methode liegt darin, daB die Art des Atomkernes, der an dem 
KernprozeB beteiligt ist, bekannt ist, so daB es in einer spateren Messung 
méglich sein miiBte, durch Anderung des Kammergases die Z-Abhangig- 
keit fiir die Ausldsung der Kernprozesse zu untersuchen. 


e) Die Auswahl der gemessenen Eveignisse. 


Wahrend der Messung mit Pb-Absorbern wurden alle die Ereignisse 
gezahlt, bei denen die in der MeBkammer in Ionisation umgesetzte 
Energie zwischen 9,6 und 29,0 MeV lag, ohne daB gleichzeitig in der 
Antikoinzidenzkammer ein Impuls auftrat, der einem Energieverlust 
von mehr als 2,3 MeV entsprach; bei der Messung mit Kohleabsorbern 
lag die Grenze fiir die MeBimpulse zwischen 8,0 und 36,0 MeV, ein gleich- 
zeitiger Antiimpuls muBte kleiner als 2,4 MeV sein. Bei den Energie- 
angaben ist die oben diskutierte Mittelung, die der Abhangigkeit der 
Impulsgré6Be vom Ionisationsort Rechnung tragt, bereits beriicksichtigt ; 
die Zahlenwerte sind bei entsprechender Beriicksichtigung der méglichen 
Fehlerquellen auf + 15% genau. Es sei gleich darauf hingewiesen, daB 
die Summe der kinetischen Energie der Kernbruchstiicke etwa doppelt 
so groB ist, wie die der gemessenen Impulse, da der auf Neutronen ent- 
fallende Anteil unberiicksichtigt bleibt. Bei sehr energiearmen Prozessen 
wird dieser Faktor noch gréBer sein, da dann die Emissionswahrschein- 
lichkeit der geladenen Sekundaren durch den Einflu8 des CouLOMB- 
Walles verkleinert wird. DaS ein in der MeBkammer stattfindender 
KernprozeB, bei dem die Energie der geladenen Sekundarteilchen im 
geforderten Intervall liegt, nicht gezahlt wird, ist nur dadurch méglich, 
daB er gleichzeitig eine Antikoinzidenz auslést. Durch das Primarteil- 
chen, das die Antikammer immer durchsetzen muB, kann dies nur selten 
geschehen, denn in den meisten Fallen ist auf Meereshohe das auslosende 
Teilchen ein Neutron und bringt deshalb die Antikoinzidenzkammer nicht 
zum Ansprechen. Ein Proton aber, das einen KernprozeB auslésen kann, 
wird meist so energiereich sein, da die beim Durchqueren der Anti- 
koinzidenzkammer in Ionisation umgesetzte Energie zu gering ist, als daB 
der dadurch erzeugte Impuls eine Antikoinzidenz bewirken kann. Dagegen 
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kann, wie bereits erwahnt, ein energiearmes Sekundarteilchen imstande 
sein, die diinne Wand zwischen MeB- und Antikoinzidenzkammer zu 
durchdringen und dadurch eine Antikoinzidenz auslésen. Aus Photo- 
plattenmessungen [Be 49] iiber die Energieverteilung der Sekundar- 
teilchen energiearmer Kernprozesse kann man entnehmen, daB die ent- 
stehenden Protonen im Mittel eine kinetische Energie von 8,2 MeV be- 
sitzen. Dem entspricht in unserer Kammer eine Reichweite von 8 mm 
(nach LrvincsToNE-BETHE [Li 36], wobei das relative Bremsvermogen 
des Argons =1 gesetzt ist). Unter der weiteren Annahme, daB8 bei 
einem energiearmen KernprozeB im Mittel zwei Protonen und 0,5 «- 
Teilchen emittiert werden, ergibt sich aus den Abmessungen der Kam- 
mer, daB etwa 20% der Kernprozesse nicht registriert werden; dies 
bedeutet, daB in grober Naherung das effektive MeBkammervolumen 
nur 80% des geometrischen Volumens betragt. 

Eine Stérung der Messung ist jedoch vor allem dadurch médglich, 
daB andere Ereignisse als Kernprozesse der MeBbedingung gentigen und 
deshalb gezahlt werden. Es kommen dabei sowohl durchfliegende als 
auch in der Kammer endende Einzelteilchen und weiche Schauer in 
Frage. 

Die Registrierung von durchfliegenden Teilchen, die langs ihrer Bahn 
ihre Ionisationsdichte nicht andern, ist in keinem Falle méglich, da 
ein Teilchen, das in der MeBkammer durch Ionisationsbremsung einen 
Impuls erzeugt, der innerhalb der gesetzten MeBschranken liegt, auch 
in der Antikoinzidenzkammer soviel Energie verliert, daB die Anti- 
koinzidenzbedingung erfiillt ist. Bei Protonen und Mesonen, die in der 
MeBkammer zur Ruhe kommen und deshalb die Antikoinzidenzkammer 
nur einmal durchsetzen, liegen die Verhaltnisse etwas ungiinstiger. Es 
lassen sich in diesem Fall zwar Bahnen konstruieren, bei denen sich der 
Energieverlust auf Me8- und Antikoinzidenzkammer so verteilt, daB 
die MeBbedingung erfiillt ist. Beriicksichtigt man jedoch die geometri- 
sche Wahrscheinlichkeit dieser Bahnen und entnimmt weiter der Lite- 
ratur die relative Haufigkeit solcher Bahnenden im Vergleich zur Hau- 
figkeit der Kernprozesse, so findet man, da nur ein vernachlassigbar 
kleiner Teil der gezahlten Ereignisse auf Protonen- oder Mesonenenden 
zurtickgefiithrt werden kann. 

Als letzte und gefahrlichste Stérméglichkeit bleibt noch die Regi- 
strierung weicher Schauer. Zur Auslésung sind immer mehrere Elektro- 
nen notig, da ein einzelnes Elektron im Mittel in der Me8kammer nur 
0,8 MeV durch Ionisation verliert. Von den die Kammer durchsetzenden 
Elektronen eines Schauers wird der gréBte Teil schnell sein und deshalb 
die Antikoinzidenzkammer zweimal durchqueren; dann reicht aber der 
Antikoinzidenzkammerimpuls aus, um die Registrierung des Schauers 
zu verhindern. 
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Damit sind alle Méglichkeiten diskutiert, die nach unseren heutigen 
Vorstellungen tiber die kosmische Strahlung die Messung stéren kénnten. 
Es bleibt als Ergebnis, daB praktisch alle durch unsere MeBbedingung 
definierten Ereignisse energiearme Kernprozesse sind, die durch neutrale 
oder schnelle geladene Teilchen in der Me8kammer ausgelist werden. 


4. Die MeBreihen. 
a) Beobachtungen mit Bleiabsorbern. 


Die geometrische Anordnung wah- 
rend der Messung mit Bleiabsorbern ist 
in Fig.5 dargestellt. Der Absorber um- 
gibt in einem Abstand von rund 25 cm 
die Kammer oben und an den Seiten; Fig. 5. Geometrische Anordnung von Dop- 
A: r : : — pelionisationskammer und Bleiabsorber. 
liber der Kammer befindet sich in /™ K Doppelionisationskammer, A Absorber, 
Abstand eine Bimsbetondecke mit einer ese 
Flachendichte von 9 gcm~?. 

Die Messung wurde in Géttingen auf einer Meeresh6he von 150m 
durchgefiihrt und auf einen Druckmittelwert von 760 mm Hg korrigiert ; 
zur Korrektur diente die bei der spateren Messung mit Kohléabsorbern 
gewonnene Absorptionsschicht von 135 gcm~?. Gemessen wurde bei 
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Fig. 6. ImpulsgréBenverteilungen der Kernprozesse bei verschiedener Dicke des Pb-Absorbers. Breite eines 
Zahlkanales: 2,1 MeV. Die Fehlergrenzen geben den mittleren statistischen Fehler an. 


den Absorberdicken 0, 1, 2,5, 5 und 15 cm; eine Erweiterung auf gréBere 
Dicken war aus technischen Griinden leider nicht méoglich. 

Die mit dieser Anordnung gemessenen ImpulsgréBenverteilungen 
sind aus Fig. 6 zu ersehen. Aufgetragen ist die Haufigkeit der Ereignisse 
pro Stunde und Zahlkanal des Impulsanalysators tiber der Energie; die 
Breite eines Zahlkanals betrug 2,1 MeV. Die Verteilungen andern sich 
nicht wesentlich mit der Absorberdicke; die Statistik ist zu schwach, um 
entscheiden zu kénnen, ob dem etwas steileren Abfall der Kurven bei 
0 und 1 cm Bleidicke eine physikalische Bedeutung zuzumessen ist. 
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Fig. 7 zeigt, wie sich die Haufigkeit der Kernprozesse mit wachsender 
Dicke des Bleiabsorbers andert; aufgetragen ist die Impulszahl pro 
Stunde in logarithmischem MaBstab iiber der Absorberdicke. 

Die Kurve enthalt die Impulse, bei denen der Energieverlust durch 
Ionisation in der MeBkammer zwischen 9,6 und 39,0 MeV lag. Sie zeigt 
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Fig. 7. Absorptionskurve in Pb. Haufigkeit der Kernprozesse in Abhangigkeit von der Bleidicke. Die Grobe 
der gemessenen Impulse liegt zwischen 9,6 und 39,0 MeV, jeweils +15%. Die Fehlergrenzen geben den 
mittleren statistischen Fehler an, 
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ein deutliches Maximum bei etwa 1 cm Blei, die Uberhéhung gegeniiber 
einem exponentiellen Abfall betragt dort 12 -+-6%. Zur Bestimmung der 
genauen Lage des Maximums reicht das vorliegende Material nicht aus. 

Die Intensitatsabnahme der Ereig- 
nisse beim Ubergang von 5 auf 15 cm 
Bleidicke ergibt fiir die auslésende 
Strahlung eine Absorptionsschicht von 
316-+50g cm Blei}. 


“2 Zagom Kesbefon = 265 yom 4 é 
Fig. 8. Geometrische Anordnung bei der Mes- b) Beobachtungen mat Graphitabsorbern. 


sung mit Kohleabsorbern. K Doppelionisa- , P b 
tionskammer, A Absorber, d Absorberdicke. Bei dieser MeBreihe war der Absor- 


ber nur tiber der Kammer angebracht, 
wie es aus Fig. 8 zu ersehen ist, es fehlten die Seitenwande. Hierbei 
leitete uns folgende Uberlegung: Die angegebene Absorberdicke ist 
in jedem Falle nur ein ungefahres MaB fiir den Weg, den das Primar- 
teilchen im Absorber zuriicklegt, da dieses im allgemeinen nicht senkrecht 
zur Oberflache des Absorbers auftreffen wird. Nimmt man jedoch an, 
daB der gréBte Teil der Primaren von oben einfallt, so ergeben sich gerade 
bei den senkrecht stehenden Seitenwanden ziemlich undurchsichtige 
Bedingungen, da weder iiber die Richtungsverteilung der Primiren, 


1 Bei der Berechnung der Absorptionsschicht in Blei wurde angenommen, daB 
die auslésenden Nukleonen — entsprechend einer Messung von Pace [Pa 00] — 
einer cos?-Winkelverteilung gehorchen und die sich daraus ergebende mittlere 
Absorberdicke zugrunde gelegt. 
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noch tuber die Natur des Zwischenprozesses — der beim Auftreten eines 
Ubergangseffektes vorhanden sein mu8 — etwas bekannt ist. Es schien 
deshalb vorteilhafter, auf die Seitenwande zu verzichten, dies hat aller- 
dings zur Folge, daB seitlich einfallende Primare den Absorber nicht 
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ImpulsgroBenverteilung der Kernprozesse bei verschiedener Dicke des Kohleabsorbers. Breite eines 
Zahikanales: 2,0 MeV. Die Fehlergrenzen geben den mittleren statischen Fehler an. 


Fig. 9. 


durchsetzen und deshalb einen von der Absorberdicke unabhangigen 
konstanten Anteil zum Effekt hefern. 

Der Absorber war aus Graphittafeln der Dichte 1,8 und den Aus- 
maBen 801005 cm aufgebaut, wobei wir darauf achteten, daB der 
vom Absorber abgeschattete Raumwinkel fiir alle Absorberdicken gleich 


groB war. Gemessen wurde bei den 
Dicken 0, 10, 15, 20, 25 und 30 cm; 
die Absorberdicke wurde tdaglich 
gedndert, um einen eventuellen Gang 
der Apparatur wahrend der MeBzeit 
zu eliminieren. 

Fig. 9 zeigt die mit dieser An- 
ordnung gemessenen ImpulsgroBen- 
verteilungen, auch hier bemerkt 
man keine wesentlichen Anderungen 
der Form mit der Absorberdicke. 
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Fig. 10. Absorptionskurve fiir Kohle. Haufigkeit 
der Kernprozesse pro Stunde in Abhangigkeit 
von der Absorberdicke. Gemessen wurden Im- 
pulse, die zwischen 7,0 und 35 MeV lagen (je- 
weils -+-15%). Die Fehlergrenzen geben den 
mittleren statistischen Fehler an. 


Fig. 10 gibt die Haufigkeit der Kernprozesse in Abhangigkeit von 
der Absorberdicke wieder. Beriicksichtigt sind bei dieser Messung 
Kernprozesse, bei der in der MeBkammer eine Energie zwischen 8,0 und 
36,0 MeV in Ionisation umgesetzt wurde. Die Kurve zeigt durch die 
geringe Absorption das Vorhandensein eines Ubergangseffektes und 
deutet ein Maximum zwischen 20 und 25 cm Absorberdicke an. 

Dom 
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c) Barometereffekt. 

Die Haufigkeit der durch die MeBbedingung definierten Ereignisse 
ist leider zu gering, als daB aus ihrer Schwankung in Abhangigkeit vom 
Luftdruck die Absorptionsschicht fiir die auslésende Strahlung in Luft 
bestimmt werden kénnte. Bei der Messung mit Kohleabsorbern war 
jedoch die Apparatur so eingestellt worden, daB nebenher auch die Er- 
eignisse, bei denen der Energieverlust durch Ionisation in der Meb- 
kammer zwischen 6 und 8 MeV lag, registriert wurden; ihre Haufigkeit 
betragt rund 60 h~ und der EinfluB des Barometerstandes ist hier groBer 
als die statistischen Schwankungen. Fig. 14 zeigt die relativen Schwan- 
kungen von Effekt und 
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Fig. 11. Barometereffekt. Relative Schwankung der Impulse zwi- 


schen 5,0 und 7,0 MeV und gleichzeitige Anderung des Luftdruckes. 
Die Fehlergrenzen geben den mittleren statistischen Fehler an. 


parallel verlaufen. Be- 
rechnet man nach der 
Methode der kleinsten 
Quadrate aus diesen 
Werten die Absorptions- 


schicht in Luft, so erhalt 
man 135+20gcm?, ein Wert, der gut mit anderen Messungen tiber 
den Barometereffekt der Nukleonenkomponente iibereinstimmt; der 
Wert wurde bei der Luftdruckkorrektur der Messungen verwendet. 


5. Ergebnisse und Diskussion. 
a) Messung mit Bleiabsorbern. 


Die Existenz eines Ubergangsmaximums fiir Kernprozesse hinter 
1 cm Pb ist bereits durch Messungen mit photographischen Platten und 
mit Neutronenzahlrohren bekannt (vgl. Tabelle 1). Fig. 12 zeigt die 
Absorptionskurve, wobei Arbeiten von SCHOPPER, HOCKER und RéssLE 
[Scho 51], GEORGE und JAson [Ge £9] und von BERNARDINI, CORTINI und 
MANFREDINI [Be 49| verwendet sind. Die Kurve stimmt mit unserer 
Messung weitgehend iiberein, nur ist die Uberhdhung bei 1 cm Pb bei 
uns etwa um einen Faktor 3 kleiner. 

Nach den bisherigen Erfahrungen nimmt man an, daB Kernprozesse, 
wie sie von uns beobachtet wurden, durch Glieder der Nukleonenkompo- 
nente, also durch Protonen, Neutronen oder auch z-Mesonen ausgelést 
werden. Mit dieser Annahme ist aber das Ubergangsmaximum bei 1 cm 
Blei nicht verstandlich, denn es ist nicht einzusehen, wie dieser Effekt 
bereits nach einer so kurzen Strecke — 1 cm Pb entsprechen 0,075 StoB- 
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weglangen — ausgebildet sein soll. Demnach scheint es wahrscheinlich 
zu sein, daB noch eine andere Komponente der kosmischen Strahlung 
imstande ist, Kernprozesse auszulésen. Die Lage des Maximums fithrt 
zu der Vermutung, daB dieses mit dem Rosst-Maximum der weichen 
Komponente verknipft ist. Das Rossi-Maximum entsteht durch die 
Anderung der kritischen Energie von 100 MeV in Luft auf 7 MeV in 
Blei, so daB in der Elektronen-Quantenkaskade neue Generationen auf- 
treten, die in dem ersten Zentimeter des Pb-Absorbers zunichst ein 
Ansteigen der Teilchenzahl bewirken. Wie weit durch diesen Effekt die 
Ubergangsmaxima bei Kernprozessen erklart werden kénnen, haben 


SCHOPPER, HOCKER und ROssLE 1607 3 Soho 67 
[Scho 51] in ihrer Arbeit ein- % Noses 

as 49 
gehend untersucht. Sie nehmen ~ t elgene Messung 


an, daB rund 10% der beobachte- 
ten Kernprozesse durch Gamma- -‘ 
quanten der weichen Kompo- 
nente — die Elektronen scheiden 
wegen der geringen Elektron- 
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a: 
i 
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Nukleon- Wechselwirkung von 0 5 70 cmPb 5 
% : ec Fig. 12, Absorptionskurve in Pb fiir Sterne mit zwei 
vorneherein als Primare aus — oder mehr Spuren. Die Darstellung ist der Arbeit 


ausgeldst werden und machen die von Scuorrer, Horcxer und Rorsste [Scho 51] 
im Energieintervall zwischen 100 sn al Enel ae. nae 
und 7 MeV neu _ auftretenden 

Quanten fiir das Ubergangsmaximum verantwortlich. Ob diese Theorie 
eine richtige Erklarung des Sachverhaltes gibt, ist nur zu entscheiden, 
wenn man den Verlauf des Photonenspektrums mit der Energie und die 
entsprechenden Wirkungsquerschnitte fiir Kernprozesse genau kennt; 
nach den bisher vorliegenden Messungen scheint ein Ubergangseffekt 
in der mit Photoplatten beobachteten Gr6Be kaum erklarbar zu sein. 

Macht man dennoch die weiche Komponente fiir das Auftreten des 
4 cm-Maximums bei Blei verantwortlich, so ware auch verstandlich, 
warum bei unserer Messung der Ubergangseffekt nur 1/, des mit Photo- 
platten beobachteten Wertes betragt: Ein Teil der Quanten, die in der 
MeBkammer Kernprozesse auslésen, ist sicher von gentigend Elektronen 
begleitet, um in der AuBenkammer einen Impuls zu erzeugen, der eine 
Antikoinzidenz zur Folge hat und deshalb die Registrierung des Ereig- 
nisses verhindert. 

Der von uns gemessene Wert fiir die Absorptionsschicht der Nu- 
kleonenkomponente in Blei ist in Tabelle 2 mit den Messungen anderer 
Autoren verglichen. Der Vergleich zeigt, daB unser Wert sich gut an 
die Ergebnisse der Messungen mit Photoplatten und mit Neutronenzahl- 
rohren anschlieBt, wahrend die Arbeiten mit schnellen Jonisationskam- 
mern (burst-chamber) Zahlen ergeben, die etwas héher legen. Da bei 
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Tabelle 2. 
MeBergebnisse fiir die Absorptionsschicht der sternauslésenden Strahlung in Blet. 
jen Ln nn 


Absorptions- | 


Autor schicht in g cm—? | Detektor 
a a SSS EEE SS 
BERNARDINI, CorTINI und 300 + 20 photographische Emulsion 
MANFREDINI [ Be 49 | 

GEORGE und JASON [Ge 49] 310+20 |, photographische Emulsion 
RosE und Swiet [fo 51] 305+7 photographische Emulsion 

TREIMAN und FONGER [Ty 52] 320 + 90 Neutronenzahlrohr 

HoGREBE {Ho 52} 310+ 35 Neutronenzahlrohr 
BripcE und Rossi [ Br 49} 430+ 90 schnelle Ionisationskammer 
STINCHCOMB [ St 48] 440+ 65 schnelle Ionisationskammer 
Eigene Messung 320 +50 Doppelionisationskammer 


den ersteren Messungen, wie auch bei uns, energiearme Ereignisse den 
eroBten Beitrag liefern und so den Abfall der Haufigkeit mit der Blei- 
dicke bestimmen, ist die Uber- 
einstimmung mit diesen Messun- 
gen verstandlich. 


Scho 57 


100 
ae t Sa u--2 
iy : b) Messungen mit Kohleabsorbern. 
Agere NOESY Fig. 13 zeigt eine ebenfalls von 
50 SCHOPPER, HOCKER und ROSSLE 


Sternhautigke/t 


[Scho 51] mit Photoplatten ge- 
messene Kurve fiir die Absorp- 
tion der sternauslésenden Strah- 
i, 7 yop | tang in’) Kohble. DasiErgebnis 
Absorberdicke unserer Messung ist gestrichelt 

Fig. 13. Absorptionskurve in Kohle fiir Sterne mit eingezeichnet; das Ubergangs- 
ere ing ane Spare nach Newmans vonSemorv=® maximum liegt bei beiden Kurven 
Kurve zeigt das Ergebnis unserer Messung. etwa an der gleichen Stelle, ist 
be1 unserer Kurve aber viel 

weniger stark ausgepragt, was davon herriihren kénnte, da8 in 


unserer Anordnung nicht die ganze auslésende ‘Strahlung den Absorber 
passiert. 


Das Auftreten eines Ubergangsmaximums in der Absorptionskurve 
fiir Kohle mit Hilfe der weichen Komponente zu deuten, ist kaum még- 
lich, da zwischen Luft und Kohle praktisch kein Unterschied in der kri- 
tischen Energie besteht. Leider ist es uns auf Grund unserer Messungen 
nicht méglich, eine befriedigende und stichhaltige Deutung dieser Ab- 
sorptionskurve zu geben. Da sich der Effekt jedoch in véllig verschiede- 
nen Versuchen zeigt und sich das Maximum auch etwa an der gleichen 
Stelle andeutet, ist es nicht sehr wahrscheinlich, daB man ihn durch eine 
spezielle Eigenschaft der Versuchsanordnung erklaren kann. 
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c) Absoluthdufigkeit der Kernprozesse in Argon. 

Unter Zugrundelegung der oben angefiihrten Uberlegung, wonach 
das effektive Volumen 80% des geometrischen Volumens betragt, ist 
es moglich, die Absoluthaufigkeit der Kernprozesse in Argon abzuschat- 
zen. Das geometrische Kammervolumen betrigt 1130 cm3, hieraus ergibt 
sich ein Effektivvolumen von 900+ 50 cm}, dem 161 +18 g Argon ent- 
sprechen. Gezahlt wurden ohne Absorber: 


11,7 + 0,4 Imp. zwischen 8,0 und 36,0 MeV pro Stunde. 


Fur die Haufigkeit der Kernprozesse pro Gramm Argon und Tag erhiilt 
man hieraus: 

1g 2p 10}40-8 4.05 * 
fiir Kernprozesse in Argon mit einem Energieverlust durch Ionisation 
der Sekundaren zwischen 8,0 und 36,0 MeV. 


Herr Dr. H. Scuvuiz unterstiitzte uns durch Ratschlage beim Bau 
des Impulsanalysators ; ferner danken wir Herrn Elektromeister S. DEIKE 
und Herrn Mechanikermeister H. HAASE fiir ihre unermiidliche Hilfe 
beim Aufbau der Apparatur und Herrn Dipl.-Phys. H.WINzELER fiir 
seine Mitarbeit wahrend eines Teiles der Messungen. 
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ve Dabei ist angenommen, da die Abschatzung des effektiven Volumens bis 
zu 5% falsch sein kann. 
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Zur Theorie der elektrischen Leitfahigkeit. 


Von 
Kae ORE 
Mit 1 Figur im Text. 
(EBingegangen am 13. Juli 1954.) 


|. Einleitung. 


Im folgenden wird die ideale elektrische Leitfahigkeit betrachtet. 
Fragen von Materialverunreinigungen und ahnliche Effekte werden also 
nicht diskutiert. 

Die strenge Theorie der elektrischen Leitfahigkeit auf quantenmecha- 
nischer Grundlage wurde von F. BLocu [1] gegeben. Das Hauptproblem 
besteht darin, die stationare Verteilungsfunktion der Elektronen im 
Metall unter Einwirkung eines elektrischen Feldes zu bestimmen. Dieses 
Problem wurde bisher unter der speziellen Annahme geldst, daB die 


Energie E nur vom absoluten Betrag |k| des Wellenvektors k abhangt 
und insbesondere E = Ak? ist. A bedeutet eine Konstante. Diese Ver- 
einfachungen entsprechen der Annahme quasifreier Elektronen, die infolge 
groBer mathematischer Schwierigkeiten nahegelgt wurden. 


In reellen Kristallen ist jedoch die Abhangigkeit der Energie vom 
Wellenvektor nicht spharisch symmetrisch und von Metall zu Metall 
verschieden. Dies kann durch Annaherung an den Fall gebundener Elek- 
tronen und durch Zellenaproximation gezeigt werden. Man kann deshalb 
die bisherigen Resultate nicht direkt mit der Erfahrung vergleichen. 
Man ist vielmehr auf eine vorlaufige Bestimmung einiger Parameter 
aus der Beobachtung anderer Erscheinungen angewiesen, oder muB die 
Leitfahigkeitsbetrachtungen auf hohe oder niedrige Temperaturen be- 
schranken. Mit der Naherung spharisch symmetrischer Energieflachen 
kann man viele Kristalleigenschaften nicht erfassen. Man muB also eine 
Theorie der elektrischen Leitfahigkeit aufstellen, die jede angenaherte 
Wellenfunktion fiir die Metallelektronen verwenden kann. Es ist deshalb 
von einer Verwendung spharisch symmetrischer Energieflachen abzu- 
sehen. Durch prazisere Annahmen wird eine exakte Berechnung der 
Leitfahigkeit erméglicht. 


Die im folgenden entwickelte Methode enthalt die allgemeine 
Lésung des Problems. Wahrend im 2. Teil die allgemeine Theorie 
diskutiert wird, enthalt der 3. Teil Ergebnisse, die auf diese Art fiir 
die elektrische Leitfahigkeit von Alkalimetallen erhalten werden. Der 
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4. Teil bringt Resultate fiir Metalle mit kubischem Gitter, wenn man 
die Naherung fiir gebundene Elektronen verwendet. 


2. Allgemeine Theorie. 
2.1. Als Grundgleichung benétigen wir: 


[(f)ppmee=—f(_ pea. 9 


F 
D (E) die Dichte der Energiezustande, (0 //ét) die Anderungsgeschwindig- 


keit der Verteilungsfunktion /, verursacht vom elektrischen Feld F und 
(Gf/Gt)..1 diejenige Anderungsgeschwindigkeit der Verteilungsfunktion, 
die durch ZusammenstéBe der Elektronen mit dem Gitter entsteht. Die 
Integrale sind als Integrale tiber ,,verwandte Zustande“ in dem Sinn zu 
verstehen, da Zustande ahnlicher Eigenschaften betrachtet werden. 
Sie liegen auf verschiedenen Energieflachen und werden aus Zustinden 
auf der Grenzenergieflache (FERMI-Kante) erhalten, indem man die 
Energie kontinuierlich variiert. Eine genauere Definition des Begriffes 
erubrigt sich, da nur in der Nahe der Grenzenergieflache gearbeitet wird. 

Physikalisch besagt Gl. (1), daB fiir jede Familie verwandter Zu- 
stande die vom duBeren Feld verursachte Anderung der Verteilungs- 
funktion mit derjenigen, die durch Zusammenst6Be bedingt wird, Gleich- 
gewicht herrschen mu8. Die Gl. (1) ist eine Art Mittelung tiber die 
Briocusche Gleichung. Sie ist fiir jeden Zustand zu fordern. 

Eine genauere Untersuchung zeigt, daB unser Verfahren implizit 
schon in den Rechnungen anderer Autoren (SUPEK, KOHLER, SOND- 
HEIMER) enthalten ist. Wie die Resultate zeigen werden aber nur fiir 
den Fall der spharisch symmetrischen Energieflache. Jedoch liegt der 
Hauptgrund fiir die Annahme der Gl. (1) in den Eigenschaften der 
Fermi-Funktion. Im folgenden verwenden wir die etwas scharfere Be- 
dingung 

f (Gh, 2 4E == f (Sone? © 22. i= %,9,2 (2) 
mit orthogonalen Koordinaten x, y, z. Im Anhang wird gezeigt, daB (1) 
aus (2) folgt. 

2.2 Lésung der Gl. (2); Berechnung der Funktionen Cr. Da die 
Stérung linear ist, kénnen wir fiir die Losung von (2) ansetzen: 

pa pata igor al gts: 3) 


4 


/, bedeutet die FERMIsche Verteilungsfunktion, die Ce sind Funktionen, 


die nur von der betrachteten Familie verwandter Zusténde abhangen. 
Somit wird die Bestimmung der Funktion / auf die Bestimmung der 
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Funktionen cz zuriickgefiihrt. Die vom AuBeren Feld verursachte 
Anderung der Funktion / betragt: 

of) = = oho y BW aly —4 4 

ee 
wobei v, die i-te Geschwindigkeitskomponente des Elektrons bedeutet. 
(Ua > grad E). Die Wechselwirkung der Elektronen mit der ther- 
mischen Gitterbewegung verandert die Funktion? in folgender [3] 
Weise: 


ia ua oli t(R) (1—f.(R')) — Wyk, R) f(k) (1— fal ghar 


4 W, (RB) fe(Re) (1—f(B)) + WRB) fal) (1 —4(R spihe 


W ist die Ubergangswahrscheinlichkeit des Elektrons aus dem Zustand k 


in den Zustand k’. Der Index a bezeichnet den AbsorptionsprozeB eines 
Energiequants aus dem Gitter, wahrend der Index e den entsprechenden 
EmissionsprozeB angibt. 
3 
W4 = O(R Ft fo@)\ Agha nd de 
2M ho, (q) 


o,(q) bedeutet die Frequenz der Gitterschwingungen, g den dazugehé- 
rigen Wellenvektor und k> den Vektor des reziproken Gitters. 
Die GréBen k, k’, ¢ und k~ sind durch die Gleichung 


Jey c= k+ G+ he 


miteinander verknipft. 2 ist die bekannte Funktion 


ORR hoa) = 2(4 = ee i\/(= Ee gee 
und 4, 


> 


A,(k, B) =| f p2U peach, 


mit dem Stérpotential U und der Wellenfunktion y; des Elektrons im 


Kristallgitter. N,(q7) bedeutet die thermische Verteianpetaneten der 
Oszillatoren, die, wie wir mit BLocH annehmen, die PLANcxKsche Gleich- 
gewichtsfunktion darstellt. Wir werden den von PEIERLS gegen diese 
Annahme erhobenen Einwand nicht beriicksichtigen, da die Rechnungen 
von BrocH und KLEM_ENs zeigten, daB die entsprechenden Anderungen 
sehr klein sind. Diese Anderungen enthalten viele Groen, tiber deren 
relative Wichtigkeit zu entscheiden, infolge haufiger wechselseitiger 
Kompensation, schwer fallt. (Jedoch ist BLocus Annahme fiir unsere 
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Rechnungen nicht unbedingt notwendig.) Aus (5) erhalten wir 


eS 2 th) x 
eye Ot 2D, Ze Peer ( A. (k, kh’) : 


q) 
«RUC Hat re: (1 F:(F)) — Nea) (1— fash) AB) + 4 (8) 
+ [Nee(@) fer (R’) (4 — f:(R)) — (4 +N. (@)) fel 


b= EV 2 


=| 
ss 
conn 
= 
Se 
iy 
a 
a 
a 
= 
— 
| 
—— 


— 


Hierbei ist lediglich 2 zeitabhangig. Fiir geniigend lange Zeiten fiihren 
wir mit SUPEK die Funktion T(y) ein: 
eae” cheer Gn. ie A 
tes 7 : n= E — E’+ha, | (9) 
mit der Eigenschaft: 
[T(n)dn=nh. (10) 


Da N,(q) die PLancxsche Funktion bedeutet, gilt N,,(¢) = N,,.(7). Auf 
der rechten Seite von (8) wird ein Glied addiert und subtrahiert: 


hws 
1, ee hoe xy fo(E) ! Ofy(E — hos) fo (E) « je aT ) 
: dE f(E+itw,) | OE fy (E — ha,) 
so daB 
hws 
| Cho f(E + he) e** + fo (E — hos) ae 
we oE fy (E) 
cra 
1 Sfo(E+ ho) _folE @fo(E—hor) foe | 
oE fy (E oe OE fy(E — hors) 


in der Summe (8) Null wird. Auch die Glieder, die die St6érung nicht 
enthalten, verschwinden wegen 


hws 


fo(E) (1 =fo(E +he,)) — e*? + fy(E + ho,) (1 — fo (Z)) = 0 


(f, und N,(q) sind ohne auBeres Feld im Gleichgewicht). 
Wird die angegebene Rechnung ausgefiihrt, so resultiert 


4 GS AF) (—c2) NG) — 4) x 
(SF ens = er ac 2M ho, (¢) s(R, R’) ( Ci) (9G) (; i) 


e 3 7 hws (11) 
Ofy(E + he) 1 @f(E—ho) 6"! ty py, 


+ Im folgenden bedeutet T (7) Funktion (9), ZL die Temperatur. 
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mit einer bequemeren Schreibweise fiir die eckige Klammer: 


hws 


1 (ye ee hw,)) + (1 —f,(E — he,)) fet 


wet | 
Der Ausdruck (1—f)(E--he,) stellt die Anzahl leerer Zustaénde mit 
der Energie E-+-hw, dar. Der Faktor, der in (14) diesen Ausdruck zu- 
sammen mit (v;—v,) multipliziert, bedeutet die Ubergangswahrschein- 
lichkeit eines Elektrons aus dem Zustande kh in den Zustand R’, ohne 
Beriicksichtigung des Paurt-Verbots. Die Multiplikation des gleichen 
Faktors mit (1—f)(E -+ho,)), baw. (1 —f)(E —ha,)), ist der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit aus & in k’ proportional, wahrend eine Multiplikation 
dieses Faktors mit (v;—v,) der Anderung der 7-ten Geschwindigkeits- 
komponente pro Zeiteinheit proportional ist. 

fy stellt den Anteil der Elektronen der Energie E an diesem ProzeB 
dar. Explizite Gleichungen fir die Ce erhalten wir durch Substitution 


in (44) und Integration, wobei die Werte aller Funktionen, die im Ver- 
gleich zu 0f,/6¢ langsam variieren, an der Stelle¢ genommen werden. 
(¢ Grenzenergie.) 


— 


dive ; (RK) 


1 — ee 5 
| os Bz: (RF), wee (12) 
mit i 
dvg (h) | <a G* Als tis GIN AA eae RT At ee ee | 
ah | Ds 2M ho, (q) AaNbe ichetcy Uieiaeman) ee | 
5,0, 4 
has | } (43) 
r/2 if rg 7 
Nee ve;() = v_,(k) 
b= 2 tT), C 


Der Strich bedeutet emen Energiemittelwert iiber verwandte Quanten- 
zustande. Das Problem der Bestimmung der Verteilungsfunktion ist 
damit auf die Berechnung der Geschwindigkeitsinderung der Elektronen 
reduziert, die durch Zusammenst6Be mit dem Gitter hervorgerufen wird. 
Die Interpretation dieser Gleichung ist klar. 

Wir fiihren nun die Rechnung unter Vernachlassigung der sog. ,, Um- 
klappprozesse“ durch. Die Summation iiber 7 fallt fort, wahrend die 
Summe iiber g durch ein Integral ersetzt werden kann. Wir erhalten 
dann statt (13) 


se i » | Tae (7) A,(k, R’) 4+ T(n) (v; —0,) x 


has (1 4) 
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Wir verwenden im weiteren folgende Relation zwischen Frequenz und 
Wellenzahl: 


SO et a gs ye 


mit der Geschwindigkeit w der longitudinalen und w,, der transversalen 
Wellen. Bei mittleren und hohen Temperaturen wird der Wellenvektor 
des Elektrons vorwiegend um groBe Wellenvektoren des Gitters geandert, 
und das Biocusche Verfahren ist nicht anwendbar. Wir werden deshalb 
die Metalle im folgenden getrennt behandeln. Bei niedrigen Tempera- 
turen sind die Rechnungen (bei jeder Form der Energieflache) oft weniger 
kompliziert. 


Niedrige Temperaturen. 
Die Funktion A, (k, R’) wird hier 
A,(k,R)=A-6,,, A(R, R) =$ eC (15) 


mit der Bindungsenergie C des Elektrons ans Gitter. Nach Einfiihrung 
von Polarkoordinaten mit der Polarachse in Richtung des Energie- 
gradienten und Integration erhalten wir mit Hilfe von (9): 


AB S C = EONAGE 
a a OS) 
dt Omi werad Z| 7.75 % ho 
(pees pa E=t 


v, —v, als Mittelung tiber den Azimutwinkelg. v; kann in der Umgebung 
von v; in eine TAYLOR-Reihe entwickelt werden. Die Reihe wird dann 


nach dem ersten Glied abgebrochen, da q< ; (a Gitterkonstante), 


vorausgesetzt, daB oe nicht verschwindet. Der Mittelwert von v;—v; 


iiber  fiihrt zur Mittelung von g,, q, und 4, 
7 SS Ov; = : . 3 
UU. -- y= > 5 q;, 1=%,Y,2, 
: ; Gh, “7 


wobei g nach SuPEK [4] gleich 


= cos @;+ € 


= pat ae Wier an Ve, 
4) 4|grad E| : y 


und . 
e= >) {E;,sin? O; — >!’ E;,cosO,cosO;}; 1,7 = *, ,Z. 
t 1) 
@; sind die Winkel zwischen den Einheitsvektoren k,, k,, k, und grad E. 


Wir fiihren nun folgende Bezeichnungen ein: 


ae Oy G4 44=%. 4,2. SH 
ue ek; gh *\erad 2 |e "J yaar aa 
i 
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Dann ist eee durch 


digg (202 | Aa a Ri Ty | ae 18) 
di \onM Ones ‘o) PE he Pe (e§ - | 


gegeben, und 


G 


Fy — 
kt 


ate | 2 pc eae 

“Si on M 25 xO | : oe : 
Durch die Funktionen R;, sind zwei wichtige Funktionen in den Ausdruck 
fiir c, eingefiihrt. Es sind dies } © und ¢/|grad E]. 

i ek, 

Die erste kann formal mit einer Masse verglichen werden, wahrend 
die zweite die mittlere Kriimmung der Energieflache darstellt. Wir 
schlieBen daraus, daB die Eigenschaften der Energieflachen die Leit- 
fahigkeit in erheblichem Mae bestimmen werden. 


Der Fall spharisch-symmetrischer Energiefldche. 


Fiir E—E(\A\), gilt 
. Parra on 
SUE Mal a: 
und nach (18) 
kN Ae 
| A c Ress 


mit 
OS PS 0S = 02. 
is hy ke 


Unter Vernachlassigung von Umklappprozessen, sowie der An- 


nahme, daB A,(k, R’) durch (15) gegeben ist (dies bleibt fiir alle Tempe- 
raturen richtig), finden wir, daB die Konstante c der Gleichung geniigt, 
die SUPEK fiir die Relaxationszeit gefunden hat [4], [74]. Man erkennt, 
da unsere Rechnungen fiir den Fall spharisch symmetrischer Energie- 
flachen zu dem gleichen Resultat fiihren, wie die bisherigen Methoden. 


2.3 Stromdichte und elektrische Leitfahigkeit. Die Stromdichte ist 
durch 


¥ ees. 
J=2e{ o} : (20) 


gegeben. Die Integration iiber E kann sofort durchgefiihrt werden, da 
die cy unabhangig von £ und v; als Funktion von E betrachtet im Ver- 


gleich zu @/,/0£ nur langsam variiert. 


Fiir jede Komponente erhalten wir: 


i= G;,%, 
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mit dem Leitfahigkeitstensor o;;- Der explizite Ausdruck fiir diesen 
Tensor lautet ; 
2 eT hy ds 
a Ze | ee 2m)3 (24) 
mit dem Flachenelement dS der Grenzenergieflache. 
Die Kenntnis der Funktionen c~ setzt ums in die Lage, den Leit- 


fahigkeitstensor zu berechnen, womit unser Problem geldst ist. Da in 
den Rechnungen tiber die Elektronenzustande nichts vorausgesetzt wird, 
gelten die Uberlegungen fiir alle Metalle und hangen von den Naherungen, 
die fiir die Elektronenzustande durch- 
gefiihrt werden, nicht ab. 


3. Die Berechnung der Leitfahigkeit 
von Alkalimetallen. 

Wir verwenden die Naherung ge- 
bundener Elektronen, die in friiheren 
Arbeiten nicht konsequent durchge- 
fiihrt werden konnte. 

Bekanntlich besitzen die Alkali- 
metalle rdumlich zentrierte Gitter mit 
einem Valenzelektron. Deshalb gilt: 


Cig =o: 0; ; Fig. 1. Die Grenzenergieflache. 


(so daB es geniigt, eine der Funktionen, z. B. c- Zu berechnen), und 
: ak, 
2 
mit allgemein bekannten GréBen Ey, C,, A. Die Grenzenergie liegt in 
der Mitte eines Energiebandes. Die Energieflache in der ersten BrIL- 
LourNschen Zone ist gleich der Oberflache eines Wiirfels mit der Kanten- 
lange 2z/a (Fig. 1). 

Die Komponenten der Geschwindigkeiten sind 


4Aa.. ak; ah; ah; J @+7-/ | 
v;= —- sin + cos—! cos, is 
c h 2 2 2 ligc=x,y,2.] 
Nur die auf den Energieflachen senkrechten Komponenten sind ungleich 
Null. 

Aus diesem Grunde andert die i-te Komponente des auBeren Feldes 


nur die i-te Geschwindigkeitskomponente. Wegen (15) gilt 


hn AO ae 7 cos oe cos 


(22) 


de x 2hC? 2 1 4 Y | 
TH 9 Salt ATi HO 
« ahy + 49x aky + aqy 0 ak, + 44, xg 
x (44a) sin eos ; cos (23) 
k kh 2 = 
— sin —* cos eNOS = - T (n) z jane N (9) 49x 44y 1 9:- 
g . ue 
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Zuniichst berechnen wir die Anderung der Elektronengeschwindigkeit 


auf der oberen Seite (a 4 der Energieflache. 


Die Energiebilanz lautet: 
aky + aqy és ak; + 44, 4 
2 2 


nM 
= 
Ss 
Q 
a 


yn = — 8A sin 44% cog 
2, 


und 


| Ry Ly k 
dn = —4A cos a cos lie = 22” cos 2 = ois q (29,) = { 


(24) 


; 4 Ry ity 
+ 4A sin “de sin —~ z a Goes x id (4g,) + 


; L a Ldy + k ag; 
+4A sin <4 cos ee sin “4 + LAG up\- 


Das Glied Hug kénnen wir in (24) wegen seiner relativen Kleinheit ver- 
nachlassigen. Nur bei sehr tiefen Temperaturen miiBte man es in Be- 
tracht ziehen. Da weiter T (7) bei 7=0 ein scharfes Maximum besitzt, 
kommt man mit dem mit d(aq) versehenen Glied aus, und es kann in 
(23) uber 7 statt g, integriert werden: 


dv x (Gz 25 aky + aqy ak;+ aq; aky ak; 
SG Eas Se ee COS COS =o = COS CO x 
dt On M xT 2 ; 2 S #) 
yi ie dS ee 
- aky + aqy ak, ae aq; ho (7) Gy q.- 
OG = * CoS s UT 
2 2 1—e J 


SchlieBlich ist g eine kleine GréBe, weshalb im Integrandennenner der 
Mittelwert genommen werden kann: 


cos APE 8%. pag Shela abs 
2 2 
(“fax Na 
2 4 4 Y J 
% \ =F he cos dls: cos Pate cos Hs: cos as ; 
Bt 5 
Ady max ‘ 
\ 2 4 = . 
foe at ie <4 Tie = 6). Im Zahler wird der erste Summand 


nach q,, g, entwickelt, und die Reihe nach den ersten bei der Integration 
nicht verschwindenden Gliedern abgebrochen. Unter Einfiihrung von 
Polarkoordinaten fiir jeden Punkt der Flache resultiert: 


re ae ae ee ea 
anni yaar ey Nat (25) 


Auf 


7 
a Oe ae e 
der anderen Seite ist “te = 0. Durch Substitution von (25) in (12) be- 
kommt man 


Entsprechende Ergebnisse gelten fiir die untere Seite k, = — 


or = — 
Rx WG? Qa 


9m M ee OF) - CASH aby one ak: 
Wiss 5 2 
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Auf den Lateralflachen ist cz =0. Nach (21) wird die elektrische Leit- 
fahigkeit : 


4e 36M AB Re eee 
Bare Batre, (O)st 32, 
a gage: ae Q) C2 Th Tl; @ 
/2 7/2 
x | | cos? 2 cose SF g thy g ahs 
abe: 2 2 2 2 
0 0 
mit dem Wert 7?/16 fiir das Integral, so daB man 
me 28sec 2 @\> 14 
Pod wo OF) +7, 2) 
erhalt. 


Die Temperatur bis zu der (26) gilt, ist durch die Forderung gegeben, 
daB in der Entwicklung von v,—v, nur die Glieder mit g; und q? be- 
halten werden. Wegen des Verschwindens von Integralen mit Gliedern 
ungerader Ordnung, und wegen 9 < gnax fiir T< 90, gilt diese Berechnung 
sicher bis zur DEByrEschen Temperatur. 

(26) ist gegeniiber schon bekannten Gleichungen aus zwei Griinden 
verschieden. Erstens enthalt (26) nur theoretisch bestimmbare GréBen, 
zum zweiten enthalt (26) die Austauschenergie A. Diese Tatsache ist 
von besonderer Bedeutung. Bei einer Zunahme von A wird das Elektron 
,ireier’’ und die Leitfahigkeit wachst an. Dagegen bedeutet eine Zu- 
nahme der Bindungsenergie C eine starkere Wechselwirkung zwischen 
Elektronen und Gitter, die Leitfahigkeit nimmt ab. Die GroBenordnung 
von C ist 10 eV. Die GrdBe des Betrages der Austauschenergie hangt 
sehr vom Energieband ab. Elektronen.in niedrigen Energiezustanden 
besitzen kleine A-Werte. So gilt z.B. fiir K-Elektronen im Natrium 
|A|~10-*° eV. Da fiir diesen Fall C von ahnlicher GréBenordnung wie 
bei héheren Elektronenzustanden ist, wird der Quotient |A|/C sehr klein. 
Deshalb beeinflussen Elektronen niedriger Energiezustande die elektri- 
sche Leitfahigkeit auch bei ungefiillten Bandern nur wenig. Die Starke 
der Bindung zwischen Elektronen und Gitterionen dagegen beeinfluBt 
die Leitfahigkeit stark. 

Die Temperaturabhangigkeit dieser Theorie ist die gleiche, wie die 
friiherer Arbeiten. Die Hauptschwierigkeit bei der Berechnung liegt in 
der Ermittlung des Quotienten A?/C?. Wir vergleichen deshalb die 
experimentellen und theoretischen Werte dieses Quotienten fiir Natrium 
(Tabelle 1) und andere Alkalimetalle (Tabelle 2). Die theoretischen Werte 


Tabelle 1. 
9+ 10-5 Ge A Cr Cw |(1A\ 1Ab 1A 
| ao om=1(T=20/4° K) | (eV) | (eV) | (eV) | ( CB ee (ee rod ( Cc ie 
Na 160 | 38,46 a ilo 14,96 | 31,03 0,93 | 0,45 | 0,55 
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Tabelle 2. 


PENCE C8 TR UAT eee 
aS ee - ed |e K Rb | Cs 


SS SS 2 eee eee 
| | | 


O 363 100 lb 48 1. «a 
ace (T= 6) \ 7,56 43,06. | 3502 | 27,44 
[A /(C)exp 0,32, Oy 0,266 Oy 55 


sind einmal unter der Annahme deformierbarer Ionen, zum anderen fiir 
feste Ionen berechnet worden. Die experimentellen Werte stammen von 
GRUNEISEN [9]. 

Wie man sieht, ist die Ubereinstimmung gut. Die Naherungen fiir 
deformierbare Ionen und die fiir feste Ionen weichen in entgegengesetz- 
tem Sinn von den wahren Werten ab. Die Naherung fiir feste Ionen ist 
besser. 


4. Weitere Resultate und Bemerkungen. 

Die Resultate des zweiten Teils haben wir auch auf die Berechnung 
der Leitfahigkeit von anderen Metallen mit kubischem Gitter, unter der 
Voraussetzung niedriger Temperaturen und unter Verwendung der 
Naherung fiir gebundene Elektronen, angewandt. Da die Lage der 
Grenzenergie unbekannt ist, kénnen diese Resultate nicht mehr direkt 
mit der Erfahrung verglichen werden. Wir geben infolge der Lang- 
wierigkeit der Rechnungen hier nur die wichtigsten Resultate wieder: 

4. Die Starke der Bindungsenergie zwischen Elektronen und Gitter- 
ionen beeinfluBt die Leitfahigkeit betrachtlich. 

2. Das auBere Feld verursacht in den meisten Metallen zwei Arten 
von Strémen, von denen einer mit, der andere entgegen dem Feld lauft. 


3. Die Energieflache bestimmt die Stromrichtung vollstandig. 


4. Die Existenz zweier Stréme ist eng mit dem Auftreten des ano- 
malen HaArt-Effekts verbunden. 


5. In Metallen mit einfachem oder raumlich zentriert kubischem 
Gitter ergeben sich fiir komplementare Fiillungen des Energiebandes 
gleiche Resultate. (Es ist also gleichgiiltig, ob 1/, oder °/, der Zustande 
gefiillt sind.) 


6. Metalle mit einfacher kubischer oder raumlich zentrierter Struktur 
haben zahlreiche gemeinsame Eigenschaften und unterscheiden sich 
vielfach von Metallen mit flachenzentrierter Struktur. 


7. Die Temperaturabhangigkeit ist die gleiche wie bei den Alkali- 
metallen. 


Man erkennt, daB unsere Schliisse das qualitative Verhalten der 


Metalle gut wiedergeben und nicht durch die Theorie spharisch symme- 
trischer Energieflachen erhalten werden kénnen. 
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Diese Resultate beweisen die Wichtigkeit der Kenntnis von Energie- 
zustanden und im besonderen der Energieflache. Mit der N aherung fiir 
den Fall gebundener Elektronen kénnen wir uns nicht zufrieden geben, 
obgleich die numerischen Resultate gut sind. (Diese Naherung gibt zu 
groBe Werte fiir A und C. Bei der Quotientenbildung kompensieren sich 
diese Fehler.) Es wird deshalb notwendig sein, entweder eine Zellen- 
approximation zu verwenden, oder neue Methoden fiir eine Naherung zu 
suchen, die zwischen den Naherungen fiir freie und gebundene Elek- 
tronen liegt. 


Anhang I. 
Aus den Gln. (4) und (5) folgt: 

(Fn = EE(1 +N,@)) (fon + Ha Pea Ce + Ha ya ly + Ha Yeats) X 

Xx fo — pepe, — pve; = 0, ¢,) — 

NAG Ee gg Yi, Ura Ce fy Uy Sy — 1a Me C,) 

fot poze, + hye, ie ae 

WAG) Goo Pa Pcals tbe Oya Gy 1 the Ue, ©) X 

X (1 — fo — Uz e, — Wd, Cc, — WY, C,) — 

(i= N,(9)) fo Pe Ge Fe yey + 1.) X 

KAT 5 Veg C, — fe, By, — Ue, D3 ,°C,)} 


L ist eine Abkiirzung fiir die Operationen vor der geschweiften Klammer- 
n (8), w bedeutet e- ae Statt F;c» schreiben wir c;. Durch Addition 
i 


und Subtraktion von 


2foa(1 — fo) + 2fol(t — foe) 


zu dem Faktor von 1+ N,(¢7) in der geschweiften Klammer und 


2foe (4 — fo) ; 2fo(4 = fou) 


zu dem Faktor von N,(q7), erhalten wir unter Vernachlassigung der- 
quadratischen Glieder und mit Hilfe der Relation 
hws 


2 = oP oP fF) (t folk) = 0 


das Endresultat 
2 em oe > 1 one 


1=%, 9,2 


und daraus folgt, nach (2) die Behauptung im Text. 
27* 
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Anhang 2. 
Aus 
pp = KD ew —H) 
bzw. 


wo K durch die Relation 
J luz)? at, =1 


bestimmt ist, erhalten wir, wegen 
h2 
Oe if | grad up|? dt, 


(der Index B bedeutet, daB wir die Naherung gebundener Elektronen 
beniitzen), endlich die folgende Gleichung 


nh 1 = Se FP ore - 2 ¢ 
Cp Gas [ eik(n 1k oh es TV Pee 
w 2m” Fly? — 7) [2 dt « DD: Yo ( )- wot ) 


dys (y¥—n’) dy (¥—n)\ dz. 
1 dy H dy : 


Wo(7 — 7) ist die Wellenfunktion des Elektrons im freien Atom, das am 
Gitterpunkt 7” liegt. In der Doppelsumme ziehen wir die Glieder mit 
m=n' zusammen, und summieren zuerst iiber 7 ; wir ziehen nur die 
Gitterpunkte in Betracht, die zu  benachbart sind. 


ee 4 2 Ne dYo 
oA 2m f IY ae tit yo? P+ +( role oe 


In den Alkalimetallen haben wir €=E,-+ C, und somit 


ro 


On eer — { [evi (SR) ] ear. 


>. 


Srye(r) dr 
0 0 


7) ist der Radius einer Kugel deren Inhalt gleich dem Inhalt einer 
Elementarzelle ist. Fiir Natrium haben wir folgende numerische Werte: 


79 = 3,90 at. Einh., #2 = 0,846-10!%cm=2, Cy = 14,06eV. 
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Wir haben die von HArTREE [16] tabellierten Werte der Wellenfunktion 
des Valenzelektrons beniitzt. Eine ahnliche Rechnung ergibt aus 


Cy=3Cy+ J V| up 


at Me 


den Wert Cy=31,03 eV. Die Konstante A ist aus SOMMERFELD- 
BETHE [3] entnommen. (A = — 14 eV.) 


Fir viele Ratschlage und standige Unterstiitzung méchte ich meinen 
herzlichsten Dank Herrn Professor I. SuPEK aussprechen, auf dessen 
Anregung diese Arbeit entstanden ist. 
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Uber eine y-y-Winkelkorrelation beim Zerfall 
von *Mo und das Termschema des *Tc*. 


Von 
U, CAPPELLER und R. KLINGELHOFER. 


Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Juli 1954.) 


Beim Zerfall von 9*Mo werden y-y-Koinzidenzen beobachtet; ihre Rate hangt vom 

Winkel zwischen den gleichzeitig emittierten Quanten ab. Die aufgefundene Ani- 

sotropie betragt etwa 20%. Diese Aussage kann zusammen mit anderen Informa- 

tionen iiber den Zerfall des 9*Mo dazu herangezogen werden, den Spin und die 

Parity des Grundzustandes von °°Mo auf +h, + und die der héheren angeregten 

Zustinde im 9°Tc: 181 keV-Niveau auf 3h, + und 921 keV-Niveau auf $h, — fest- 
zulegen. 


1. Evnleitung. 


Der Zerfall von Mo (T; =67,5h) ist schon wiederholt untersucht 
worden!5, Das Ergebnis dieser Untersuchungen ist — Einzelergebnisse 
gegeneinander ausgewogen — in Fig. 1 zusammengefaBt®. 

®°Mo kann demnach in verschiedener Weise durch einen /~-Zerfall 
in den Kern %Tc iibergehen. Den Hauptanteil bilden die beiden Uber- 
gange mit den Grenzenergien E, =1,23 MeV und E,,=—0,45 MeV; sie 
sind mit Sicherheit festgestellt worden. Ihre Intensitaéten verhalten sich 
etwa wie 4:1. AuBerdem soll noch ein energiedrmerer B--Ubergang By 
mit einer oberen Grenzenergie von etwa 80 keV existieren. Weitere 
Ubergange sind nicht beobachtet worden. 

Neben diesen zum Tc fithrenden 6--Ubergangen ist der Zerfall des 
*°Tc-Kernes in den stabilen %Ru-Kern zu erwahnen (T,=3 - 10°a) 
Ex, =0,296 MeV); er stért bei den hier beschriebenen Untersuchungen 
nicht. 


* Vorgetragen auf der Tagung der Physikalischen Gesellschaft Hessen-Mittel- 
rhein und Wiirttemberg-Baden-Pfalz am 30. 4. 54. Siehe U. CAPPELLER u. R. KLIn- 
GELHOFER, Physik. Verh. 3, 68 (1954). 

1 Mepicus, H., D. MAEDER u. H. SCHNEIDER: Helv. phys. Acta 22, 603 (1949). 

* Mepicus, H., D. MAEDER u. H. SCHNEIDER: Helv. phys. Acta 24, 72 (1951). 
Phys. Rev. 81, 652 (1951). 

3 SCHNEIDER, H., O. Huser, F. HumBet, A. DE SHALIT u. W. ZUNTI: Helv. 
phys. Acta 25, 259 (1952). 

4 Bunker, M.E., u. R. Canapa: Phys. Rev. 80, 961 (1950). 

® Mineticu, J. W., M. GorpHABER u. E. Witson: Phys. Rev. 82, 972 (1951) 
83, 216 (1951). ; 


6 Vgl. z.B. auch GorpHaBER, M., u. R. D. Hitt: Rev. Modern Phys. 24, 179 
(1952). 
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Die vom *Mo ausgehenden p--Uberginge fiihren zu verschiedenen 
angeregten Zustanden des *°Tc-Kernes. Der energiereichere Ubergang f, 
fiihrt zu einem 6h-Isomer, das in einer y-y-Kaskade mit Ey = 2 keV 


und E,, = 140keVin den } 
Grundzustand des 9TC- Drehimpuls und Parity 
Kernes iibergeht. Der aaah “Mo Tyg-675h Vi ae 
energieschwachereUber- _ 1288 +------- 5 SE (1e,+ odler 2,4) 
gang f, fihrt zu einem keV \ 2 6% ee 
Niveau des %Tc-Kerns Ce Seal FY 
bei 921 keV. Dieser Uber- | 921 RRR ‘i | == —=(@2 =) 
gang ist mit der Emis- ‘§ 
sion verschiedener y- 8 \ Ke ae 
Strahlungen verbunden “ B,~80%\ a »,\740 

(E,, = 779/781 keV‘, keV 
E = 740 keV, fa in E \| | ip (e+) 
(80 keV, Bo 140 key Mit ON eel Be 
und E,=39keV); sie i [ P1 Z2keV) - 72,4 
lassen sich in der in Fig. 1 oe eee N94 
angegebenen Weise dem M, 
Termschema des %Tc ~3%”}—- aaa “35 
einordnen. 

Der dritte f-Ubergang fithrt zu fa hte 
einem Niveau bei 1288 keV; er ist BS | 
mit einer y-Strahlung von E,= & : 
367 keV verkniipft. Uberdies soll Ew} | 
eine weitere y-Strahlung (E, = < 
850 keV) existieren 8. S 5 
FiirdieIntensitatendereinzelnen b 

y-Uberginge liegen keine Messungen 
vor, in denen die Intensitaten aller 140 181 367 740 779/781 keV 


bisher bekannt gewordenen y-Strah- 
lungen miteinander verglichen wer- 
den. Lediglich fiir die Intensitats- 
verhaltnisse einzelner y-Strahlungen 
liegen genauere MeBergebnisse vor; 
sie sind in Tabelle.1 in den ersten 
beiden Zeilen zusammengestellt. Um 


Energie —= 
Fig.1au.b. Das y-Spektrum beim Zerfall von 
*°Mo und das Termschema des "Tc, 

a Das Termschema des **Tc, Die eingeklammerten 
Drehimpuls- und Parity-Angaben sind das 
Ergebnis dieser Arbeit. 

b Das y-Spektrum beim Zerfall von ®*Mo. Die 
Intensitaten sind der dritten Zeile von Tabelle 1 
entnommen, 


hieraus Intensitatswerte fiir das gesamte y-Spektrum abzuleiten, kann 
man versuchen, die Ergebnisse der einzelnen Untersuchungen unter 


7 Vel. 4, 


8 Marty-Wo.t.iman, N.: Ann. physique 6, 622 (1951). Diese Strahlung kénnte 
auch dem bei der Praparatherstellung mitgebildeten und bei der chemischen Auf- 
arbeitung nicht abgetrennten Tc-Isotop zugeschrieben werden. Vgl. Mepicus °*. 
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Tabelle 1. Relative Intensitdten und Konversionskoeffizienten beim Zerfall von 9Mo. 
Die Einzelergebnisse der ersten beiden Zeilen sind in der dritten versuchsweise 
aneinander angeglichen. 


eacnets [keV] 140 181 367 740 779 
a aan an relative Intensitat 
MEppicus 1W..a. 1?* ae 900 ~w15 fe 40 100 
Soa oe SE Seas ; : 8 Ani 9,6 100 14,4 
Pies Arbeit . L ee lite aC 80 | 9 4 9 1 
| oop 
BONER Wh Abe 6 6 oo o | 942 I) keine Angaben 


+ Ein AnschluB an die Intensitétsangaben der energiereicheren Strahlung ist 
hier nicht mdglich. 


Beachtung der dort speziell vorliegenden Beobachtungsbedingungen 
aneinander anzugleichen. Das Ergebnis ist in Tabelle 1 in der dritten Zeile 
aufgeschrieben. Die dieser Zusammenstellung entsprechende spektrale 
Verteilung ist in Fig. 1b aufgetragen. Auf die Ausdeutung dieser Inten- 
sitatswerte wird in der Diskussion weiter unten noch einzugehen sein. 

SchlieBlich sind in Fig. 1 neben den einzelnen Niveaus Drehimpuls- 
quantenzahlen und Parities eingetragen. Von diesen Werten ist der 
Drehimpuls (f =9/2) des Grundzustandes des *°Tc-Kernes in jiingster 
Zeit direkt bestimmt worden ®, ; sein Wert bestatigt die Voraussagen des 
Schalenmodells. Die Parity dieses Zustandes diirfte dementsprechend 
als gerade anzusehen sein. 

Im Anschlu8 hieran ergeben sich die Drehimpulszahlen und Parities 
des 140 keV-Niveaus und des 142 keV-Niveaus aus der Lebensdauer des 
142 keV-Zustandes, Beobachtungen der Konversionskoeffizienten fiir die 
140 keV- und die 2 keV-Strahlung und der Intensitat der cross-over- 
Strahlung. Alle diese schon langer bekannten Werte sind in Fig.1 nicht 
eingeklammert eingetragen. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die in Fig. 1 eingeklammerten 
Drehimpulsquantenzahlen und Parities der iibrigen Niveaus des %Tc- 
Kernes und des Grundzustandes des ®*Mo-Kernes festzulegen. Zu dieser 
Festlegung fiihrt die Beobachtung einer Anisotropie in der Winkel- 
korrelation zwischen den beim Zerfall von Mo gleichzeitig emittierten 
y-Quanten™. Uber die Vorbedingungen fiir diese Beobachtung, die aus 

° KEssLerR, K.G., u. W. F. Meccers: Phys. Rev. 80, 905 (1951). 

*° Kesster, K. G., u. R. E. TREES: Phys. Rev. 92, 303 (1953). 
u y-y-Koinzidenzen sind schon von MANDEvILLE, C.E., u. M. V. SCHERB 


[Phys. Rev. 73, 848 (1948)] beobachtet worden, ohne daB dort auf Winkelkorre- 
lationsfragen eingegangen worden ware. 
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ihr zu ziehenden Folgerungen und die aus diesen Folgerungen im Zu- 
sammenhang mit anderen Informationen iiber den Zerfall des Mo zu 
ziehenden Schliisse wird im folgenden berichtet. 


2. Strahlungsquelle. 


Als Strahlungsquelle fiir die nachfolgend beschriebenen Unter- 
suchungen diente metallisches Molybdan, das im Pile mit Neutronen 
bestrahlt worden war. Hierbei 
kénnen die radioaktiven Kerne 
Mo, *Mo* und Mo gebildet 
werden. 


Von diesen zerfallt der Kern 
883Mo* mit 6,7h Halbwertszeit in 
den Grundzustand von %*Mo. Diese 
Aktivitat war bei Beginn der hier 
beschriebenen Messungen schon 
weitgehend abgeklungen. Uber 


do 


den weiteren Zerfall des Grundzu- Fig. 2. Koinzidenzanordnung zur Beobachtung von 


93 2 ‘ Winkelkorrelationen. 
standes des Mo-Kernes ist nur Q, y-Quelle, Ey, Ep» fester und beweglicher Em- 


wenig bekannt; man weiB nur, _ pfanger (Szintillationskristall mit Photomultiplier), 
. . s KV Kathodenverstarkerstufe, HV Hauptverstarker, 
dab dieser Kern mit einer groBen AD Amplitudendiskriminator, KS Koinzidenzstufe, 


Halbwertszeit (7; >2a) durch LK Lauteeitkette, ZD Zeitdiskriminator, KG Kipp- 
: ae : gerat (Synchroskop), O Oszillographenrohre (Syn- 
emen Elektroneneinfang in den chroskop), U Untersetzer, ZW Zahlwerk. Die Einzel- 


stabilen Kern 98Nb zerfallt. raten der beiden Szintillationszahler Ey und Ep wer- 
den mit der gleichen Zahlanordnung (U und ZW) 


Die Hauptaktivitat einer neu- dadurch gemessen, daB durch einen Eingriff in die 
tronenbestrahlten Molybdanprobe (ihrer se der Kojedenssine Min 
ist dem Zerfall des hier interessie- oder den anderen der beiden Zahler hergestellt wird. 
renden Kerns *Mo zuzuordnen. 

Die Messungen der vorliegenden Arbeit bestatigen diese Zuordnung ; 
alle gemessenen Zihlraten klingen mit der dem %Mo eigenen Halb- 


wertszeit (T, = 67,5 h) ab. 
3. MeBapparatur. 


Zur Durchfiihrung der Messungen diente eine Koinzidenzapparatur 
tiblicher Anordnung” (Fig. 2). 

Zum Nachweis der y-Quanten wurden Na(T1) J-Szintillationskristalle 
(20x 20x10 mm?) benutzt. Die in ihnen ausgelésten Lichtimpulse wer- 
den je einem Photomultiplier® zugeleitet ; am Ausgang des Photomulti- 
pliers entstehen so Spannungsimpulse mit einer mittleren GréBe von 


12 Technische Einzelheiten sind der Diplomarbeit von R. KLINGELHOFER, Mar- 


burg 1954, zu entnehmen. 
13 Type FS 9/A, Fernseh-G.m.b.H., Darmstadt. 
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etwa 50 mV. Diese Spannungsimpulse werden dann tiber je eine Phasen- 
drehstufe, Kathodenverstirker und je einen Verstarker (V = 100; rise 
time 3 - 10-7 sec) zu zwei Amplitudendiskriminatoren geleitet. Dort wird 
fiir jeden geniigend groBen Signalimpuls das zum Betrieb der Koinzidenz- 
stufe notwendige stets gleich groBe und stets gleich lange Koinzidenz- 
signal (Dauer: 2+ 10-7 sec, RC-clipping) gebildet. 

“Zur Einstellung der Amplitudendiskriminatoren diente eine Synchro- 
skopeinrichtung. Ihre Auslésung wurde jedoch nicht wie iblich durch 
die Signalimpulse, sondern erst durch die Koinzidenzsignale vom Aus- 
gang des Diskriminators her vorgenommen. Man erhilt so einen direkten 
Uberblick" tiber die Einstellung der Amplituden diskriminatoren. Ins- 
besondere kann man mit Hilfe dieser zusatzlichen Synchroskopeinrich- 
tung die Schwellenwerte der Diskriminatoren leicht so einstellen, daB 
nur Signalimpulse von einer direkt itbersehbaren GréBe zur Bildung 
von Koinzidenzsignalen fiir die Koinzidenzstufe herangezogen werden. 

Als Koinzidenzstufe diente eine additive Mischschaltung aus zwei 
Trioden und einer Festhalteréhre. Dieser Stufe ist. ein zweiter Dis- 
kriminator (Zeitdiskriminator) nachgeschaltet. Mit ihm kann das Auf- 
lésungsvermogen der Koinzidenzstufe wahlweise eingestellt werden. 

Fiir die hier beschriebenen Versuche wurde eine Koinzidenzauflé- 
sungszeit von 1077 sec eingestellt; die Konstanz dieser Einstellung 
wurde zwischen den Messungen mit einem Priifgerat laufend tiberwacht. 


4. Vorbereitung und Einstellung der MeBapparatur. 


Beim Zerfall von ®**Mo werden y-Quanten verschiedener Energie 
ausgesandt!*, Um einen Uberblick iiber ihre Registrierung zu bekommen, 
wurde zundchst einmal das Signalimpulsspektrum am Ausgang der 
Hauptverstarker unter den normalen Betriebsbedingungen der Koinzi- 
denzapparatur mit einem Einkanal-Diskriminator aufgenommen (Fig. 3). 
Man erkennt den (nicht aufgelésten) peak der 781/779/740 keV-Strahlung 
und den (ebenfalls nicht aufgelésten) peak der 140/181 keV-Strahlung. 
Der Untergrund zwischen diesen beiden peaks rithrt von den von der 
781/779/740 keV-Strahlung ausgelésten Compron-Elektronen her. In die- 
sem Untergrund geht die rund 10mal schwachere 367 keV-Strahlung unter. 

Fir die optimale Registrierung von Koinzidenzen zwischen den 
781/740 keV-Quanten und den 140/181 keV-Quanten miissen hiernach 


“Um die Signalimpulse trotz der verzégert einsetzenden Koinzidenzsignale 
vollstandig tibersehen zu kénnen, sind in den Weg der Signalimpulse vom Ausgang 
der Hauptverstarker bis zum Eingang des Synchroskops Laufzeitketten einge- 
schaltet. 

1 Vgl.z.B. ELMorE and Sanps: Electronics, ExperimentalTechniques, S.122. 1949. 

° Die f-Strahlung ist durch eine geeignete Einbettung des Praparates in Plexi- 
glas von der Registrierung ausgeschlossen. 
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die beiden Amplituden-Diskriminatoren auf die Stelle A (Fig. 3) ein- 
gestellt werden’’. Mit Hilfe der Synchroskopeinrichtung kann diese Ein- 
stellung leicht vorgenommen und fortlaufend kontrolliert werden. 


5. Mefergebnisse. 
Das Ergebnis einer MeBreihe, in der bei der vorstehend beschriebenen 
Diskriminatoreinstellung die Einzelraten der beiden Szintillationszahler 


und die Koinzidenzrate fiir verschiedene Winkel zwischen den beiden 
Zahlern fortlaufend beobachtet wurde, ist in Fig. 4 wiedergegeben. Eine 


Winkelabhangigkeit der ‘ 
5 . : eile 
Koinzidenzrate tritt deut- pene ka | 
lich hervor. | | \ 
Wenn die einzelnen MeB- x a +| | 
punkte einer solchen MeB- § [ o5V 
; . gla 5 
rethe ‘dem Anschein nach S18, gat ft Recihee” 
iibermaBig streuen, so ist §& lj 
demgegeniiber zu bedenken, § las \ eae 
daB der einzelne MeB8punkt 200+ v ee abe 
einen aus nur jeweils 1000 sta- L ae 
tistischen Ereignissen (Zahl- Pree ee as 
impulsen) abgeleiteten Wert P OS A B00 keV 
0 15 30 45 60 mV 


darstellt, der schon aus sta- 
tistischen Griinden um etwa 
; i 5 ‘ Beh 
3 % schwanken darf. Sieht Fig. 3. Das Spektrum des ; aie: aufgenommen mit Szintillations- 
zahler und Einkanal-Diskriminator, 


man sich die Gesamtheit ej der Beobachtung der Winkelkorrelation wurden die Ampli- 
der MeBergebnisse fiir eine tudendiskriminatoren (AD, Fig.2) der Koinzidenzanordnung auf 


bestimmte Winkelstellung un- die Stelle A eingestellt. 

ter diesem Gesichtspunkt an, 

so bleibt die Streuung der einzelnen MeBpunkte durchaus im Rahmen der statisti- 
schen Streuung. Wollte man diese Streuung herabdriicken, so miiBte man, um das 
gleiche MeBprogramm in der gleichen Zeit durchfiihren zu kénnen, auf starkere 
Strahlungsquellen zuriickgreifen. Man mu dann aber gleichzeitig auch auf eine 
Koinzidenzapparatur mit héheren Auflésungsvermégen gegeniiber demjenigen der 
hier verwendeten zuriickgreifen, um die mit der Strahlungsquellstarke quadratisch 
verkniipfte, zufallige Koinzidenzrate geniigend klein zu halten. 

Um aus diesen fortlaufenden Einzelmessungen die Winkelkorrelation 
herzuleiten, wurden die gemessenen Raten}8 jeweils mit der bekannten 
Halbwertszeit des 9*Mo auf den gleichen Zeitmoment (Versuchsbeginn) 
umgerechnet; tiber die fiir eine bestimmte Winkelstellung gemessenen 
Werte wurde dann in der iiblichen Weise gemittelt. 

Das zusammengefaBte Ergebnis aller vorliegenden Messungen ist in 
Fig. 5 eingetragen: die aufgefundene Winkelkorrelation laBt eine Aniso- 
tropie von (20--6)% erkennen. Neben den experimentell ermittelten 


Schwellenspannung des Kanaldiskriminators —- 


1 Der 779 keV-Ubergang kann zu keinen Koinzidenzen AnlaB geben, da er 
zu einem Zustand langer Lebensdauer fihrt. 
18 Die zufalligen Koinzidenzraten wurden vorher jeweils abgezogen. 
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Werten ist in der Figur noch eine Reihe theoretischer Kurven” aufge- 
tragen; sie geben den Verlauf der unter den dort jeweils angeschriebenen 
Voraussetzungen zu erwartenden Winkelkorrelationen wieder. Auf ihre 
Diskussion wird weiter unten noch einzugehen sein. 
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Fig. 4. Die Koinzidenzrate beim Zerfall von **Mo in Abhangigkeit von der Zeit. 

Die Koinzidenzen wurden bei fiinf verschiedenen Stellungen des beweglichen Empfangers gemessen, Nach 
0,5 Halbwertszeiten wurden nur noch halb so viel Ereignisse wie vorher fiir jeden MeBpunkt gezahlt. Dem- 


entsprechend ist von hier ab der statistische Fehler wie in der Figur angedeutet um den Faktor 2 eréBer. 


6. Diskussion der MeBergebnisse. 

Zur Auswertung der vorliegenden MeBergebnisse sei zunachst auf 
folgendes hingewiesen: 

Auf Grund des vorliegenden Termschemas (Fig.1) kénnen y-y- 
Koinzidenzen aus verschiedenen Kaskaden erwartet werden. Auf Grund 
der bekannten Intensitaten (Tabelle 1) diirften indes bei der oben er- 
wahnten Diskriminatoreinstellung die beobachteten Koinzidenzen im 
wesentlichen von der zum Grundzustand des %Tc-Kerns fiithrenden 
740 keV/181 keV-Kaskade y,/y,; herrithren. Dieser Kaskade gegeniiber 
treten Koinzidenzen aus anderen Kaskaden mindestens um einen 
Faktor 10 an Haufigkeit zuriick. 

Ordnet man dementsprechend die in dieser Arbeit beobachteten 
Koinzidenzen speziell dieser zu einem Endzustand mit J = $ fithrenden 


© Die Kurven wurden nach D. R. Hamitton, Phys. Rev. 58, 122 (1940), be- 
rechnet. 


Uber eine y-y-Winkelkorrelation beim Zerfall von Mo. 409 


Kaskade zu, so kann man die gemessene Winkelkorrelation mit den- 
jenigen Winkelkorrelationen vergleichen, die sich unter der Annahme 
verschiedener Drehimpulsquantenzahlen fiir den Ausgangs- und Zwi- 
schenzustand dieser Kaskade und unter der Annahme bestimmter Multi- 
polcharaktere fiir jeden der beiden Ubergiinge der Kaskade berechnen 
lassen. Das Ergebnis einer solchen Berechnung ist in Fig. 5 fiir solche An- 
nahmen aufgezeichnet, die zu einer Anisotropie der Winkelkorrelation 
zwischen 10% und 30% 

fiihren 2°, Man _ erkennt, 03 

daB unter den in Betracht 
zu ziehenden Drehimpuls- 
zuordnungen allein die 
Quantenzahltripel 


—%,"%. 32 9-9 
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fiihren, die mit den MeB- 
werten einigermaBen in 
Ubereinstimmung gebracht 
werden kann. z 
Unter diesen vier Quan- 
tenzahltripeln kann man _ yale 
Fig. 5. Die Winkelkorrelation der 740 keV-, 181 keV-Kaskade 


durch folgende Uberlegun- beim Zerfall von Mo. 


; Die ausgezogenen Kurven stellen berechnete Winkelkorrelatio- 
Lelong: tated Auswahl nen dar, die beieinem Endzustand mit dem Drehimpuls J = $ 


treffen. Fiir die beobachte- zu Anisotropien zwischen 10 und 30% fiihren (s. Text). 
ten f-Uberginge E, = 

1,23 MeV und E,, =0,45 MeV errechnen sich log ft-Werte von 7,2 
und 6,2. Beide Uberginge diirften demnach einfach verbotene Uber- 
gange sein und mit einer Drehimpulsanderung 0 oder 1 und einem 
parity-Wechsel verbunden sein (A J =0,1; yes, first forbidden; A/=1)” 
Demnach muB, da der energiereichste B-Ubergang zu einem Niveau 
(142 keV) mit dem Drehimpuls J = } und nicht in die Niveaus mit den 
Drehimpulsen I = $ und I = $ fiihrt, dem Ausgangskern %*Mo eine 
niedrige Drehimpulsquantenzahl, also J = 4 oder J = #% und gerade 
Parityzugeordnet werden. Mit der gleichen Begriindung (4 7 =0,1) muB 


140 160 180° 
Winkel 0 —= 


20 Die in Fig. 5 aufgezeichneten Winkelkorrelationen beschranken sich auf 
Kaskaden aus Dipol- und Quadrupoliibergangen. Diese Beschrankung ist hier 
zulassig, da Ubergange hoherer Ordnung in dem hier in Frage stehenden Energie- 
bereich auf zu lange Lebensdauern fiir die an der Kaskade beteiligten Niveaus 
fiihren wiirden; Koinzidenzmessungen kénnen dann nicht mehr durchgefiihrt 
werden. 

21 Nuclear shell structure and f-decay. Mayer, M.G., S. A. MoszKowskKI u. 
L.W. NorpHeEim: Argonne National Laboratory ANL 4626. 
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im AnschluB daran dem 921 keV-Niveau wieder eine niedrige Dreh- 
impulsquantenzahl zugeordnet werden. 


Das 921 keV-Niveau ist aber das Ausgangsniveau fiir die soeben be- 
trachtete Kaskade. Unter den vier oben zur Auswahl stehenden Quan- 
tenzahltripeln fiir die Kaskade bleibt unter diesen Umstanden nur noch 
das Tripel 4, 3, 3, tbrig, da nur bei diesem Tripel der Ausgangszustand 
eine niedrige Drehimpulsquantenzahl hat. Dem 921 keV-Niveau wird 
damit endgiiltig die Drehimpulsquantenzahl J = $ bei ungerader Parity 
und dem 181 keV-Niveau die Drehimpulsquantenzahl J = $ zuge- 
ordnet. 


Nimmt man diese Zuordnung fiir die angeregten Zustande im %Tc- 
Kern an, so wird damit gleichzeitig zwischen den eben noch offen ge- 
bliebenen Méglichkeiten J = 4 und J = 3 bei der Drehimpulszuordnung 
fiir den %Mo-Kern zugunsten des Drehimpulses J = } entschieden. 
Andernfalls ware es nimlich nicht zu verstehen, daB kein direkt zum 
181 keV-Niveau (J = 3) fiihrender 6-Ubergang beobachtet worden ist. 
Das Fehlen dieses Uberganges zeigt, daB der B-Ubergang zum 181 keV- 
Niveau (J = 3) gegenitber dem Ubergang zum 142 keV-Niveau (I = }) 
stark benachteiligt ist. Da in beiden Fallen die Ubergangsenergien fast 
gleich sind, muB die Benachteiligung des einen Uberganges gegeniiber 
dem anderen von der Verschiedenheit der Drehimpulsanderungen her- 
ruhren. 


Bei den bisherigen Betrachtungen ist die Parity des 181 keV-Zu- 
standes offen geblieben. Je nach der Parity, die man diesem Zustand 
zuordnet, mtissen den einzelnen Ubergangen zwischen den Niveaus des 


"Tc-Kerns verschiedene Multipolcharaktere zugesprochen werden 
(Fig. 6a und b). 


Die so resultierende Multipolcharakterisierung erscheint in beiden Fallen zu- 
nachst nicht geeignet, das gemessene Intensitatsverhaltnis (Fig. 1b) zwischen dem 
921 keV-, 181 keV-Ubergang (y,) und dem 921 keV-. 142 keV-Ubergang (yg) richtig 
wiederzugeben. Die Intensitat des 779 keV-Uberganges (y,) — nach der hier vor- 
genommenen Zuordnung handelt es sich um einen M 1-Ubergang — sollte die Inten- 
sitat des 740 keV-Uberganges (y,) — M2 oder E2 — im Gegensatz zur experimen- 
tellen Erfahrung weit tibersteigen. Hierzu ist jedoch zu bemerken, daB es sich bei 
dem 921 keV-, 142 keV-Ubergang um einen Ubergang zwischen zwei Zustanden 
mit gleichem Drehimpuls und gleicher Parity handelt. Das Matrixelement dieses 
Uberganges diirfte dementsprechend gegeniiber den Matrixelementen anderer 
Ubergange, bei denen sich Drehimpuls und Parity andern, relativ klein sein. 


Fur die Wahl einer Zuordnung nach Fig. 6a spricht das gemessene 


Verhaltnis zwischen der K- und L-Schalenkonversion (Tabelle 1) des 
181 keV-Uberganges. Dieser Ubergang wird dadurch als E 2 festgelegt 22, 28. 


22 MrHELIcH, I. W.: Phys. Rev. 87, 646 (1952). 
23 GOLDHABER, M., u. A. W. SUNYAR: Phys. Rev. 83, 906 (1951). 
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Auch die relative Intensitat des 181 keV-Uberganges gegeniiber dem 
39 keV-Ubergang spricht fiir diese Zuordnung. Dagegen und fiir eine 
Parity-Zuordnung nach Fig. 6b spricht, daB der 740 keV-Ubergang in 
diesem Falle gegeniiber oben (Fig. 6a) einen seine Intensitiit begiinsti- 
genden Multipolcharakter hat: E2-Ubergang gegeniiber M 2-Ubergang. 
Hier wiirde also ein laéngst nicht so starkes Verschwinden des 
779 keV-M1-Ubergangsmatrixelementes2! zu fordern sein, um das ge- 
messene Intensitaétsverhaltnis zwischen den beiden fraglichen y-Uber- 
gangen zu erklaren. Endgiiltige Aussagen hieriiber werden sich aber 
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Fig. 6. Multipolzuordnung im y-Spektrum des Tc in Abhangigkeit 
von der Parity des 181 keV-Niveaus. 


erst nach dem Vorliegen genauerer Messungen fiir den Konversions- 
koeffizienten der 181 keV-Strahlung und die Lebensdauer des 181 keV- 
Zustandes machen lassen ??. 


AbschlieBend sei noch auf die Bedeutung der hier vorgenommenen 
Drehimpuls- und Parity-Zuordnung beim %Mo-Kern fiir das Schalen- 
modell hingewiesen. 


24 Der 781 keV-Ubergang wird in beiden Fallen zu einem E£,-Ubergang. Die oben 
erwahnte 781/779 keV-Strahlung diirfte daher im wesentlichen eine 779 keV- 
Strahlung sein. 

25 Nach AbschluB dieser Arbeit erhielten wir Kenntnis von der Arbeit von 
J. VARMA u. C. E. MANDEVILLE, Phys. Rev. 94, 91 (1954). Die dort vorgenommene 
Drehimpuls- und Pariry-Zuordnung ist mit der von uns aufgefundenen Winkel- 
korrelationsanisotropie nicht zu vereinen; sie fiihrt im Gegensatz zum experimen- 
tellen Befund zu einer negativen Anisotropie der Winkelkorrelation. Dies gilt auch 
dann noch, wenn man neben der 740 keV-, 181 keV-Kaskade den dort vorgeschla- 
genen dualen Zerfall des 181 keV-Niveaus und damit das Auftreten von 740 keV-, 
41 keV-, 140 keV-Tripelkaskaden beriicksichtigt und ihren Einflu8 auf die Winkel- 
korrelation nach ARFKEN, G. B., L. C. BlEDENHARN v. M. E. Rose, Phys. Rev. 86, 
761 (1952) beriicksichtigt. 
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Im %Mo und *7Mo wird nach und nach die 4d,/.-Schale aufgefillt °°; 
die gemessenen Drehimpulse dieser Kerne geben hierfiir einen eindeutigen 
Beleg. Beim °8Mo ist die 4ds).-Schale voll besetzt. Fir das weitere Neu- 
tron im Mo stehen die 5 g,j.- und die 3 s,/.-Schale zur Auswahl. Das 
Leuchtnukleon bevorzugt offensichtlich den 3s,/.-Zustand, sowie auch 
nach der Besetzung der 5 gq/>-Schale im ™8Cd wieder die 3 s,/.-Schale 
gegeniiber den in Konkurrenz stehenden 6/44/.- und 4d3/.-Schalen be- 
vorzugt wird. 


Herrn Professor WALCHER danken wir fiir sein stetes forderndes 
Interesse und zahlreiche Diskussionen. 


Marburg a.d.Lahn, Physikalisches Institut der Universitat. 


26 Siehe z.B. KLINKENBERG, A. P. F.; Rev. Mod. Phys. 24, 63 (1952). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 413—424 (1954). 


Zur Theorie der elastischen Nachwirkung 
in kohlenstotfarmem a-Eisen bei Torsion. 
Von 
WOLFGANG PitscH und Kurt LUcke. 

Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. August 1954.) 


Es wird fiir einen reinen Schubversuch die elastische Nachwirkung eines Fe-Ein- 
kristalles in Abhangigkeit vom C-Gehalt berechnet. Daraus wird unter verschie- 
denen Voraussetzungen iiber den Spannungs- und Verformungszustand die ela- 
stische Nachwirkung eines polykristallinen Eisendrahtes im Torsionsversuch ge- 
wonnen, und zwar einmal im quasiisotropen Zustand, zum anderen bei Vorliegen 
einer idealen (110)-Textur. Ferner wird die GréBe der elastischen Nachwirkung 
eines polykristallinen Eisendrahtes mit Hilfe der Dampfung von Torsionsschwin- 
gungen in Abhangigkeit vom chemisch analysierten Kohlenstoffgehalt gemessen. 
Die Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment ist befriedigend. 


$1. Einleitung. 

In letzter Zeit ist haufig die elastische Nachwirkung kieiner C-Be- 
trage (0,01 Gew.-%) in «Eisen dazu benutzt worden, die Vorgange 
bei einer C-Ausscheidung aus iibersattigter Losung zu verfolgen [J], [2]. 
Dazu wird das logarithmische Dekrement A abklingender, freier Tor- 
sionsschwingungen gemessen. Der Zusammenhang zwischen der Damp- 
fung Q4=A/z und dem in Lésung befindlichen C-Betrag wird bei 
polykristallinem Material durchweg als 


Q1—0,01 entspricht 0,01 Gew.-% C (1) 


angesehen [3], [4], [5]. Diese Auffassung stiitzt sich auf Schwingungs- 
experimente von L. J. Dijkstra [6], die an Blattfedern durchgefuhrt 
wurden. Sie sollten zur Priifung der theoretischen Aussagen von D, Por- 
DER [7] iiber die elastische Nachwirkung in einem Einkristall bei einem 
reinen Zugversuch dienen. 

Die Messungen an Einkristallen bestitigen die PorpERsche Formel 
recht gut. Die Messungen an polykristallinem Material zeigten jedoch 
sehr starke Streuungen und keinen linearen Zusammenhang zwischen 
elastischer Nachwirkung und C-Gehalt. Die Beziehung (1) stellt ledig- 
lich einen ganz rohen Mittelwert dieser MeBpunkte dar. 

Aber abgesehen von den experimentellen Unzulanglichkeiten lassen 
sich diese theoretischen und experimentellen Ergebnisse gar nicht ohne 
weiteres auf den Torsionsversuch anwenden, da bei diesem reine Schub- 
verformungen auftreten, die besprochenen Ergebnisse aber bei Zug- bzw. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 28 
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Biegeverformungen gewonnen worden sind. Es ist daher in der vor- 
liegenden Arbeit die elastische Nachwirkung eines Fe-Einkristalles 1m 
Schubversuch und daraus die eines polykristallinen Drahtes im Tor- 
sionsversuch berechnet worden, wobei auch der bisher stets unberiick- 
sichtigt gebliebene EinfluB einer vorhandenen (110>-Textur abgeschatzt 
worden ist. 

SchlieBlich wurde der Zusammenhang zwischen der Dampfung im 
Torsionsversuch und dem Kohlenstoffgehalt auch noch sorgfaltig experi- 
mentell ermittelt und mit der entwickelten Theorie sowie einigen anderen 
Aussagen der Literatur verglichen. 


§ 2. Zusammenhang zwischen Gitterverformung, 
Verspannung und Kohlenstoffgehalt. 

Analog zu den Potperschen Uberlegungen [7] soll zunachst eine 
theoretische Aussage tiber die GréBe der elastischen Nachwirkung eines 
aufgekohlten Fe-Einkristalls bei einem reinen Schubversuch gemacht 
werden. 

Die freie Energie eines reinen Fe-Einkristalls, dessen <100>)-Achsen 
in x-, y- und z-Richtung legen, lautet nach der Elastizitatstheorie (e 
Verzerrungskomponenten) 


Ie S25 silia $044 Cx als oye ate e.4) a C12 (ei Cxs at Cx s Ore an Cx x Cy) ae (2) 
= $ Cyq Ge ai OU: an é5) : 
Bei einer Aufkohlung werden die Kohlenstoffatome bekanntlich in den 
<100>-Achsen eingebaut [13]. Stellen C,, C, bzw. C, die Konzentratio- 
nen auf der x-, y- bzw. z-Achse dar, so daB C,+C,+C,=3C, die 
Gesamtkohlenstoffkonzentration als Zahl der C-Atome pro Fe-Atom 
angibt, so wird die freie Energie nach der Aufkohlung gleich 
ie = Fy ae 6(C, a Gy aie C,) (en, Cy y Cx 2) 
mee (C, Cx x at Cy eyy a C, Cy 2) a 


OG, Cra ar ENG, PC eC aris 


vl —= 


(3) 


Mm 


(S,, = Mischungsentropie, 6, ¢, @, y = Konstanten T = abs. Tempe- 
ratur), wobei die Verzerrungskomponenten e, » von den spannungs- 
freien und kohlenstofffrecen Ausgangszustand gezahlt werden sollen. Zur 
Ableitung von Gl. (3) sind die e,,, und die C, als klein angenommen und 
die Produkte héheren als zweiten Grades vernachliassigt worden. Dar- 
uber hinaus wurde die Wechselwirkung zwischen den Scherkomponenten 
und dem Kohlenstoff vollstandig vernachlassigt. 

Im Falle emer gleichmaBigen Verteilung ist C,= C, SiC tes Case Die 
Abweichungen davon seien c,=C,—C, usw., also CAG sey 0. 
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Unter Beriicksichtigung der Beziehung [7] 


Te tae ee 
=TS,= VC (Cyr o,4 G) mit (4 —C,) SC, bei Cys 371072 


(V = Molvolumen des Fe; R = Gaskonstante) ergibt sich damit aus 
Gl. (3) 


(ec 
BEC ace eae 


+x) Cy mit e=36-+e.| 


PaPytelstet ey teed + (£4 
TE Co (Cxx + yy + 2) + (90 4 


Der Zusammenhang zwischen den Gitterspannungen, den Gitter- 
verformungen und dem C-Gehalt ist gegeben durch 


{ OF OF 
fee= 5} P., =(- usw. 
0 €y x /}T=const 0x y/T=const 
Unter Verwendung von (2) und (4) folgt daraus 
gi = C1 Cee C12 yy “F tye Ge, bt, § Co Loe = C44 lxy 
Py y = Cy 2 Cee + Cy lyy + C426, pet, + gC, Pye =Cyaeys (5) 


Fg Of gbn4 Cyo lyy 1 C44 ze + EC, + 8 Co Pg = Cag Cex: 


Eine Umstellung des Gleichungssystems ergibt weiter 


ae gCo S11 86y— Spot (cy + ¢,) + | 


249 + Cy 
Gees + Sia(By + Ped | W 


xy = SaaFy usw. 


Man sieht, daB sich die Gitterverformung aus zwei Anteilen zusammen- 
setzt, die durch den eingelagerten Kohlenstoff und durch auBere Kraft- 


einwirkung entstehen. Im Falle P,,=P,,=--:=0 ist die Gitter- 
aufweitung 
C, 
ee S11 EC, — Syne (Cy +c.) usw. 


und nur durch den Kohlenstoff gegeben. Im Falle C)=0 und damit 
auch ¢,=c,=c,=0 ist 


- = $1, P, ay So (F yy oi i) usw. 


und allein durch auBere Krafte gegeben. Ahnliche Betrachtungen lassen 
sich auch hinsichtlich der Entstehung der Spannungen anstellen. 


§3. Elastische Nachwirkung eines Einkristalls 
bet einem reinen Schubversuch. 
Wird einem Material mit gleichmaBig auf die drei Achsen verteiltem 
Kohlenstoff von auBen eine Verformung e° aufgezwungen, so ergibt sich 
28* 
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zunichst die rein elastische Gitterverspannung P, solange der Kohlen- 
stoff noch in seiner Gleichverteilung verharrt — d.h. c,=c,=c,=0 — 
aus (5) zu 

iy =a gCo se C14 ooh =e Cre (en9 = ee | 


0 
Pry = Cayley USW. 


(7) 


Im allgemeinen wird der Kohlenstoff aber unter der Wirkung der Ver- 
formung einer neuen Verteilung zustreben, was die Nachwirkung be- 
dingt. Wenn diese erreicht ist, die Nachwirkung also vollzogen ist, stellt 
sich die sog. relaxierte Spannung P’ ein. Zur Berechnung von P’ muB 
die Konzentrationsverteilung des Kohlenstoffs in Abhangigkeit von der 
Gitterverformung bekannt sein. Sie ist [7] 


Sif teil. ial 0 0 0 j 
e=—S(po-tn) 2ae—4y—e,) usw. (8) 
~) 0 


Schreibt man th ae + x) =a, so folgt nach Einsetzen der c, in (5) 
~) d 


(9) 


= (¢44 — 24) ee + (42+) (Cy viesex liane Cu | 
rey y= Cs 


wee usw. 


Mit Hilfe der Gln. * und (9) sollen nun die elastischen und relaxierten 
Spannungen. bel einer reinen Schubverformung berechnet werden. Dabei 
seien die Hauptachsen des Einkristalls die x-, y- und z-Achse. Die 
Schubrichtungen seien die €- und die 7-Richtung. Eine ,,reine Schub- 
verformung™ heiBt, es existiert nur e2, += 0, alle anderen Verformungen 
Cre= lyn = Bes Sal: 

Die Transformationsgleichungen fiir den Verzerrungstensor redu- 
zieren sich in diesem Falle zu 


0 
ee — Le Ky eee 


Coy = (a8, + Bra,) ee, usw. 


Ferner wird noch eine Transformationsformel des Spannungstensors 
benutzt 


(10) 


Pe = gar ee aie ST ey Or nea 
sil Lae pete se vy BE Praiey 2PeYnt (11) 
2 pine rites pile oe 


Dabei lauten die Richtungskosinusse a = cos(x &), %, = cos(x 9), 


Dee =cos(y&), B, =cos(y 7), ye= cos (z &), y, =cos(z7). Setzt man Gl. (10) 
in Gl. (7) ein, und dann diese in Gl. (11), so ergibt sich fiir die elastische 
Spannung 


= [Cyg + (C14 — Cre — 2Cq4) (az a + Be Br Sa Ve Vn) ] Cen. (12) 
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Gl. (10) dagegen in Gl. (9) eingesetzt, ergibt die relaxierte Spannung 
Pe = [Cga t+ (411 — yg — 3.4 — 2Cq4) (ae 0 + Bz B; = ve Y;) |] Cee (13) 


Die anderen Spannungskomponenten P, 1 bzw. P,’, interessieren im fol- 
genden nicht. 

Wirkt auf das Material hingegen von auBen eine Kraft P® ein, so 
ergibt sich zundchst die rein elastische Deformation e, solange der 
Kohlenstoff noch in seiner Gleichverteilung verharrt, nach Gl. (6) zu 


Le oe. Peas Sia (Py + P2,) | 
| (14) 


2027 1 


0 
Czy = S4,Pzy usw. 


Die anelastische Verformung e’ entspricht wiederum den neuen Gleich- 
gewichtsbedingungen, zu deren Berechnung die Konzentrationsvertei- 
lung des Kohlenstoffs auf die drei Achsenrichtungen in Abhangigkeit 
von der Gitterverspannung bekannt sein muB. Sie ergibt sich aus Gl. (8) 
und (6) unter Beriicksichtigung von 3a< (c,,—¢,,) (vgl. S. 419) zu 
Se (Sy i) Cle ey E)  usw: 


é 


Nach Einsetzen in Gl. (6) folgt 


c 


x 


, gC 
Cx = <a : (S54 en 2) eee 
2019 7 41 
++ (Spo — (S11 — Sy5)") * (Py + P.) (15) 
Cop sag iey MSW. 


Mit Hilfe der Gln. (14) und (15) sollen nun die elastischen und relaxierten 
Deformationen bei Einwirkung einer reinen Schubspannung berechnet 
werden, wenn also nur P2,==0 existiert, alle anderen Spannungen 
P.= P),=-+-+=0 sind. Dies geschieht ganz analog der soeben durch- 
gefiihrten Berechnung der elastischen und relaxierten Spannungen, man 
hat lediglich in den Gleichungen an Stelle der Spannungskomponente F, , 
die Verzerrungskomponente é,, einzusetzen und umgekehrt. Auf diese 


Weise erhalt man schlieBlich 
Bary [Sea + 4 (Sir — S12 — 3 Sa) (az Ot, tr B: Br =i Ve Vn) PP, (16) 
und 
Cen = [Sas t+ 4 (Six — Sig + 34 (Sqy— Se)? — $544) x | 17) 
x (ab af + BEB; + yeyi)] Poy. J 
Die anderen Verzerrungskomponenten ¢,,, und e,, interessieren wieder 


nicht. 
Bekanntlich folgt aus der allgemeinen Theorie der Nachwirkungen, 


daB die Dampfungskonstante Q-1 unter Voraussetzungen, die beim 
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Kohlenstoff im Eisen gut erfillt sind, durch 


Ls (Ce ley i) oe (tees ANG i" 
Ae ul yp) why uw 
A (Beles n) 


gegeben ist [12], wenn P,, bzw. e¢,, die betrachtete Spannungs- bzw. 
Verzerrungskomponente darstellt. Dabei ist das mit einem Strich ver- 
sehene Verhaltnis im vollstandig relaxierten Zustand und das ohne 
Strich im Zustand volliger Gleichverteilung zu bilden. Im Falle, daB 
dem Material eine reine Schubverformung aufgezwungen wird, ergibt sich 
durch Einsetzen von Gl. (12) und (43) 

En Cya + (G1 — 19g — 2044) (ag ay, + Be By + Ve Yn) 


und im Falle, daB am Material eine reine Schubspannung wirkt, mit 
Hilfe von Gl. (16) und (47) 


ic 2 Cen — Cen 12.4 (Sy) — Sy)? (ag wy + BEBe + 2 Yn) (19) 
‘i Cen ? Saat 4 (Sia — Spo — $Sg4) (ag ay, + Be Br + YE Yn) 
2 -1 
Die am der Grove @— 7 (re + x) enthaltenen unbekannten Kon- 
‘0 


stanten lassen sich gegenwartig nicht ohne Hilfe des Experiments be- 
stimmen. Da sich experimentell die Dampfung als proportional zum 
Kohlenstoffgehalt erweist (s. unten), 1aBt sich zunachst y als klein gegen 
RT/VC, vernachlassigen. Setzt man weiterhin in dem Gleichungs- 
system (6) die Spannungen gleich null, und konzentriert auBerdem noch 
den gesamten Kohlenstoff auf der z-Achse, d.h. C, =C,=0 und C,=3Cp, 
so erhalt man nach SNOEK und POLDER [7], [18] die Verzerrungen des 
tetragonalen Martensits!. Sie haben die Form 


(Co) M (Co) Mi 
(Crim = em = —& aot HE 
ierieeeslerertvene (20) 
(Co) (2C,) 
(Cz 2)t. M. SF ah abstain € 0/t.M. 
2094+ Cy ae, 


Entnimmt man diese experimentell bestimmbaren Werte einer alle bis- 
herigen MeBdaten zusammenfassenden Arbeit von C. S. RoBERTSs [14] als 


(2.2). M. = 0,872 (3 Colt.M. 

(Cx2)t.m. = — 0,098 (3 Co)t.m1. » 
so ergibt sich schlieBlich aus Gl. (20): «= —0,97 (cy —¢,5). Setzt man 
nun fir T= 303° K, V=7,15 cm’ und fiir die elastischen Konstanten 


1 Es ist hier vorausgesetzt worden, daB die Kohlenstoffatome auf den Wiirfel- 
kanten sitzen. Haufig ist noch eine zweite mdégliche Lage (tetraedrische Liicke) 
erértert worden [6], was zu kleinen Anderungen dieser Rechnungen fiihren wiirde. 


Auf Grund neuer Réntgenuntersuchungen [13] ist die zweite Lage jedoch als sehr 
unwahrscheinlich anzusehen. 
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des «-Eisens [11] 

S44 =1/Cqq= 8,62 - 10728 cm2/dyn 

Sir = (Cra + C42)/(2¢,2 + G1) (411 — Gs) = 7,57 1078 cm?/dyn 

Sig = — Cy9/(2¢,9+ 643) (411 — 2) = — 2,82 - 10-13 cm2/dyn 
so erhalt man schlieBlich bei einem Kohlenstoffgehalt von 3C = 
4,65 -10-4*=0,01 Gew.-%, also 3a= 3,815 - 102° dyn/cm?, aus Gl. (48) 


und (19) 
(ae or, + Be Be ni! + YEYn) 


A. 21) 2 
Q 30, 40 — 35, ‘650 (cg ay, + B2 B2 + y2 7?) ? (18a) 
B. Zhe See) (19a) 
5,22 + 14,75 (og a + BB? + y2y?) 


Wie man sieht, wird 010, wenn eine der 
Schubachsen mit einer der Kristallachsen 
zusammenfallt. Das entspricht der zur Gl. (3) 
gemachten Voraussetzung, daB die Wechsel- 
wirkung zwischen den Scherkomponentene,,, ae 

€yz»€z_ und dem Kohlenstoff zu vernach- eS 
lassigen ist, denn in diesem Falle sind héch- 
stens zwei Scherkomponenten = 0, alle an- N 
deren Verformungen sind ¢,,=¢,,=-**:=0. 


$4. Elastische Nachwirkung eines polykri- Fie. 1. Allgemeinste Lage eines 
zweiachsigen —7 Systems relativ 


stallinen, texturlosen Materials bet einem mm einem dreiachsigen x—y—z- 
System. Sie wird durch drei Para- 


FORME Schubversuch. meter beschrieben, z.B. die beiden 
Die: ‘elastisché,, Nachwirkung im: einem | | Polarkoordinaten der . 7-Richtung 
: - Es F und die w-Koordinate der 
polykristallinen, texturlosen Material im £-Richtung. 


Schubversuch ergibt sich aus einer Mittelung 
iiber alle méglichen Raumorientierungen der Schubachsen & und 
(Fig. 1). Dabei kann man nach H. G. v. BUEREN? von zwei verschie- 
denen Annahmen ausgehen, namlich 

a) die Kristallite seien gleichmaBig verformt. Dann ist im Falle der 
aufgepragten 4uBeren Verformung A. direkt tiber Q”? also Gl. (18a) zu 
integrieren, da die Verformung é?, gleichmaBig allen Kristalliten auf- 
gezwungen wird. Im Falle der aufgepragten auBeren Spannung B. ist 
jedoch die gleichmaBige Verformung gleich einer mittleren Verformung, 
die man erhalt, wenn die Gln. (16) und (17) getrennt integriert werden. 
Diese Mittelwerte sind dann in den Ausdruck fiir Q7 einzusetzen. 

b) Nimmt man eine gleichmaBige Verspannung aller Kristallite an, 
so ist aus analogen Griinden im Falle A. iiber die Gln. (12) und (13) ge- 
trennt — im Falle B. tiber Gl. (19a) direkt zu integrieren. 


1 Pers6nliche Mitteilung. 
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Die vorzunehmenden Integrationen lauten 


Fa= 1, [[ aF [asFre(ha+ BiB, t+ yy) (24) 

Kugelflache S$ 
Als Funktion Fkt ist jeweils Q71, éc,, Cem Pe, bzw. P;, gemeint. Sind 
die riumlichen Polarkoordinaten der 7-Richtung gleich @ und @ (7 = 1) 
und ist der von der &-Richtung beim Durchlaufen des Kreises S tiber- 


strichene Winkel gleich yw, so folgt 


ot = (02 +B)? (—a, y, sinp+B,cosp) %, =sin@cos® 
2 


Be = (7, + Br) (—B,y,siny Fa,cosy) B,= sin O sin ® 


2 


Ye = (ow, + Br)? sin p 1, = cos O 
dF =sinOdOd@, dS =dy und 


pea 4h) 2 on Pn Vr 
(cho + BEBE + v2ys) = 2sint y (Byy, + yhoq — SPE) + 
\ Om + Bn 
oe Be 
nPn 


PRS SR een + sin 2p a, B, Yq 


Boa) 
oe 
Die Integrationen (21)1 ergeben fiir 0,01 Gew.-% C die in Tabelle 1 an- 
gegebenen Werte. Sie gelten auch fiir einen Torsionsversuch, da dabei 
die einzelnen Volumenelemente eine reine Schubverformung erleiden. 

Da die elastische Nachwirkung des Kohlenstoffs im «-Fe eine ani- 
sotrope Eigenschaft des Materials ist, mu8 eine eventuell vorhandene 
Textur in Rechnung gesetzt werden. Die untersuchten Drdahte (s. unten) 
zeigten eine <110)-Textur. Deshalb wurde die elastische Nachwirkung 
fiir eine vollstandige <110)-Textur, bei der also alle Kristallite eine 
<110>-Achse parallel zur Drahtachse besitzen sollen, berechnet. Zwischen 
diesem Wert und dem fiir ein vollstandig texturloses Material sollte 
dann der gemessene Wert zu erwarten sein. Eine genauere Vorhersage 
war nicht mdéglich, da die Textur der benutzten Drahte nur qualitativ 
und nicht quantitativ ermittelt werden konnte. 

Die elastische Nachwirkung einer vollstandigen ¢110)-Textur ergibt 
sich aus einer Integration tiber yp allein, da die 7-Achse fest in Richtung 
der Drahtachse, also in <110)-Richtung weist. Dann ist z.B. x, =p, = 


1/|/2, y,=0, also agar + B28? + yzy; = $ cosy und die Integration lautet 


22 
PRG = i dy Fkt & “cos? ). 
0 


Die Ergebnisse sind ebenfalls in Tabelle 1 angegeben. 


1 Die Integrationen wurden zum Teil numerisch mit Hilfe einer Rechenmaschine 
im Institut fiir Strémungsforschung, Gottingen, durchgefiihrt. Fiir diese Unter- 
stutzung danken wir Herrn Professor TortmrEN und Herrn Dr. GRONE. 
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Tabelle 1. Zusammenstellung der theoretischen Ergbnisse. 


Fall | a) A. a) B. b) A. | b) B. Mittelwert 

| 
ie } 0,0050 | 0,0120 | 0,0045 | 00,0105 | 0,0080 
Qar0> 0,0080 0,0140 0,0060 0,0120 | 0,0100 
aS | | -0,0075 


Es soll noch bemerkt werden, daB das hier verwendete Verfahren, 
den Ausdruck fiir eine anisotrope Eigenschaft eines Einkristalls tiber den 
gesamten Orientierungsbereich zu integrieren — ohne einen EinfluB8 der 
Korngrenzen, Kornform und dergleichen zu beriicksichtigen — schon 
mit Erfolg von A. HuBER und E. Scumip [8] bei der Mittelung des 
Elastizitats- und Torsionsmoduls benutzt wurde [9], [10]. 


$5. Experimentelle Bestimmung der elastischen Nachwirkung 
in Abhangigkett vom C-Gehalt an einem polykristallinen Fe-Draht 
durch Torstonsschwingungen. 


Fiir die Versuche wurden hartgezogene Karbonyleisendrahte! ver- 
wendet, die erst sorgfaltig entkohlt und entstickt (die Restgehalte lagen 
unter 10-4 Gew.-% , wie durch Dampfungsmessungen festgestellt werden 
konnte), dann zur Ausrichtung etwa 0,2% gedehnt und schlieBlich auf 
verschiedene Kohlenstoffgehalte wieder aufgekohlt wurden. Wahrend 
der Entkohlung hat bereits eine Rekristallisation stattgefunden. Un- 
mittelbar vor den Untersuchungen wurden die Drahte noch — unter 
Vakuum in Hartglasréhrchen eingeschmolzen — mindestens 2 Std bei 
710° C homogenisiert und dann in einem Wasserbad abgeschreckt?. 


An den Drahten wurde mit Hilfe eines Torsionspendels die Dampfung 
gemessen. AnschlieBend wurde ihr Kohlenstoffgehalt chemisch analy- 
siert*. Das Torsionspendel war ahnlich dem von K& [15] verwendeten 
und wird an anderer Stelle eingehender beschrieben*. Die Apparate- 
dampfung, die an einem entkohlten Draht gemessen wurde, war kleiner 
als Q41=0,0015. Die spater angegebenen Q-1-Werte sind mit diesem 
Wert korrigiert worden. Die Schwingungsdauer des Pendels war so 
eingestellt (@3 sec), daB das Dampfungsmaximum bei 28° C lag. 


Die MeBergebnisse sind in Tabelle 2 zusammengestellt. Zu der ersten 
Spalte sei bemerkt, daB die angegebene Aufkohlungszeit sicher kein 


1 Das Material wurde freundlicherweise von der Vakuumschmelze, Hanau zur 
Verfiigung gestellt. 

2 Uber Einzelheiten des Materials und der Behandlung der Drahte siehe 
Dau, W., u. K. Licxe: Arch. Eisenhiittenw. 25, 241 (1954). — Dau, W.: Diss. 
G6éttingen 1953. 

3 Fiir die Durchfiihrung der Analysen in der Vakuumschmelze A.G., Hanau, 
sind wir Herrn Professor KErsTEN und Herrn Dr. Ipawitz zu Dank verpflichtet. 

4 Pirsco, W., u. K. Licxe: Erscheint demnachst. 
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Tabelle 2. Behandlung und Eigenschaften der Versucehsproben. 
< isi Chem, anal. Kohlenstoff- 
ae Q> = ln gehalt 3 Cy in Gewe% 
| 

— | — 0,00220 0,005 
a | 2 0,00355 0,006 

"4 | 2 0,00325 0,004 

Te 2 0,00795 0,009 

"Ts z) 0,00740 0,010 

ve | D 0,00740 0,012 

4 | D 0,00980 0,012 

1 2 0,01020 0,012 
1"/, 4 0,01465 0,018 
1"/5 4 0,01 520 0,021 

3 6 0,01600 0,046 

B | 6 0,01520 0,040 

6 | 8 0,01700 0,065 

6 | 8 0,01555 0,025 

6 | 8 0,01545 0,049 
1 | 4 0,01470 0,030 
11/4 | 4 0,01490 0,022 


eindeutiges MaB8 fiir den C-Gehalt ist, da letzterer auch von der Durch- 
stromungsgeschwindigkeit des Wasserstoffs und anderen nicht kontrol- 


G,020,- 


Ou 


° 


0,070 |- 


gS 
S 
S 


Ya des logarithmischen bekrements=A/a 


Sihee cae ea l ji 
0 G07 0,02 O08 004 O05 G06 G07 
Aohlenstopgehalt ben. Yo 


Fig. 2, Das maximale logarithmische Dekrement 
freier Torsionsschwingungen von Eisendrahten in 
Abhangigkeit vom Kohlenstoffgehalt. 


lerten Faktoren abhangt. In 
Fig. 2 ist die Dampfungskon- 
stante Q1 gegen den C-Gehalt 
aufgetragen. 


§6. Diskussion der Ergebnisse. 


Man sieht an Fig. 2, daB die 
Dampfung in bekannter Weise 
linear vom geldésten C-Gehalt 
abhangt. Nachdem die Probe 
iiber die maximale Léslichkeit des 
Kohlenstoffs (0,02 Gew.-%) hinaus 
aufgekohlt ist, weiterer Kohlen- 
stoff also nur noch als Ausschei- 
dung vorliegt, sinkt der Anstieg 
der Dampfungskurve plétzlich auf 
etwa 2 bis 3% seines Wertes 
im Léslichkeitsgebiet des Kohlen- 
stoffs. Der Einflu8 einer C-Aus- 


scheidung auf die Dampfung ist also in erster Naherung vernachlassig- 


bar. 


0,01 Gew.-% C 


entspricht 


Dem Anstieg im ersten Teil der Kurven entnimmt man 


Ost =0;00754 
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Die in Tabelle 1 zusammengestellten theoretischen Ergebnisse zeigen 
alle dieselbe GréBenordnung wie der experimentelle Wert. Da in Wirk- 
lichkeit weder ein reiner Schubspannungs- noch ein reiner Schubver- 
formungszustand vorliegen wird, sondern sich eher ein gemischter Zu- 
stand einstellen wird, ist in Ermangelung einer genauen Kenntnis dieses 
tatsachlichen Zustandes in der letzten Spalte einfach iiber diese vier be- 
handelten Grenzfalle gemittelt worden. Der Wert fiir die (110)-Textur 
liegt dann etwa 20% hdher als der fiir texturloses Material. Der 
gemessene Wert stimmt praktisch mit dem fiir texturfreies Material 
iiberein. 


Beim Vergleich mit der Literatur fallt auf, daB bei Torsionsschwin- 
gungen zuweilen hohere Dampfungen im Léslichkeitsgebiet des Kohlen- 
stoffs gefunden worden sind. So wird wiederholt die GréBe Q1=0,018 
berichtet [1], [16] und C. WERT [17] gibt 04=0,015 bei 0,0145 Gew.-% C 
an. Diese Unterschiede gegeniiber unserem Wert kénnten gema8 Ta- 
belle 1 gerade noch durch eine wesentlich starkere <110)-Textur er- 
klart werden. 


Uberraschenderweise fand C. Wert in der eben erwahnten Arbeit 
trotz sehr hohen Kohlenstoffgehaltes (bis zu 0,065 Gew.-%) nach Ab- 
schrecken von 710°C keine Dampfungswerte Q7 gréBer als 0,0155. 
Dies mag — wenigstens zum Teil — dadurch erklart werden, daB, wie 
in Fig. 2, der Kohlenstoff schon teilweise ausgeschieden war und daher 
praktisch keine Nachwirkung mehr verursachte. AuBerdem miiBte aus 
den MeBergebnissen von C. WERT auf eine Léslichkeitsgrenze bei etwa 
0,015 Gew.-% C geschlossen werden, was aber im Gegensatz zu unseren 
Messungen und denen von L. J. DijKsTRA [4] steht (letzterer bestimmte 
mit Hilfe von Dampfungsmessungen die sich nach langer Auslagerung 
einstellende Endkonzentration). Es ist nicht klar, ob der geringere Wert 
von C. WERT auf ein zu langsames Abschrecken oder auf die Wirkung 
fremder Legierungselemente zuriickgefiihrt werden kann, die seinen 
Proben in geringen Mengen (0,5 %) beigefiigt waren. 


Herrn Professor Dr. phil. Dr. Ing. E. h. G. Masine danken wir fiir 
die Erméglichung und standige Foérderung der Arbeit. 


Der Forschungsgemeinschaft Deutscher Wissenschaft sei fiir die 
Stellung von Gerdten gedankt. 
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Die Winkelverteilung der bei den D, D-Reaktionen 


im Bereich niedriger D-Energien emittierten 
Teilchen. 
Von 
U. Timm, H. NEvERT und B. ELsner. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 11. August 1954.) 


Die raumliche Intensitatsverteilung der bei den Reaktionen 


D [p, ig | P (1) 
He?/ n (2) 


emittierten Teilchen zeigt schon bei den niedrigsten anwendbaren D-Energien ein 
Maximum in und entgegengesetzt zur Richtung der stoBenden Deuteronen. Die 
meist gut tibereinstimmenden MeGresultate fiir (1) zeigen eine Verteilung, die 
iiberwiegend durch eine Funktion N(#) = N,, (1 + A (E) cos?%) gegeben ist. Hin- 
sichtlich der Winkelverteilung von (2) waren die MeBergebnisse aber stark ver- 
schieden. Wahrend Messungen an den Neutronen mit Borzdhlern eine mit den 
Protonen von (1) annahernd tibereinstimmende Verteilung ergaben, wiesen andere 
Versuche an den He?-Teilchen auf eine starkere und mit der D-Energie wesentlich 
rascher zunehmende Unsymmetrie von (2) hin. — Die hier einerseits mit einer 
Indikatormethode an den Neutronen, andererseits mit Proportionalzahlern an 
den He*-Teilchen von (2) und an den Protonen von (1) im Spannungsbereich 30 
bis 70 kV durchgefiihrten Messungen an einem okkludierten D,-Target ergaben 
fiir die Reaktion (2) Werte fiir N,/N,, in Abhangigkeit von der Energie, die von 
denen fiir (1) nur wenig abweichen. 


I. Einleitung. 


Es ist schon friihzeitig beobachtet worden, daB die Intensitat N 
der bei den Reaktionen D,D bei niedrigen Spannungen ermittelten 
Teilchen gemaB N (#) = Ngo (1 + A cos?) vom Winkel abhangt, den die 
Teilchen mit der Richtung des stoBenden Deuterons bilden. Dabei 
nimmt die durch A= a —1 ausgedriickte Unsymmetrie im Bereich 

90 
kleiner D-Energien noch mit der Deuteronenenergie zu. Die Unsymmetrie 


ist fiir den Fall der Reaktion D(D, H’) # (1) mehrfach sorgfaltig ermittelt 
worden [1] bis [4]. Die meist an Protonen erzielten MeBresultate der 
verschiedenen Autoren stehen im allgemeinen untereinander im Ein- 
klang. Kleinere Unterschiede mégen in der verwendeten MeBmethode 
oder in der Art des benutzten Targets ihre Ursache haben. Allerdings 
finden neuerdings WENZEL und WHALING [4] eine etwas andere Winkel- 
verteilung als die anderen Autoren. 

Bei der Reaktion D(D, He?) m (2) hat man es mit Teilchen mit 
jeweils dem gleichen Kernspin wie bei (1) zu tun. Da die Unsymmetrie 
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der Intensitatsverteilung der emittierten Teilchen davon herrihrt, daB 
auBer StoBprozessen mit J=0 auch solche mit /=1 zu Kernumwand- 
lungen fiihren, ist eigentlich zu erwarten, daB die beiden Prozesse keine 
wesentlich voneinander abweichende Winkelverteilung aufweisen. Da- 
gegen ist der etwas verschiedene totale Wirkungsquerschnitt auf Grund 
der unterschiedlichen Wirkung von CoutomB-Kraften bei der Emission 
der Teilchen verstandlich [6]. 


Im Bereich niedriger Spannungen legen fiir die Winkelverteilung 
des Prozesses (2) bisher weit weniger Messungen vor als fiir den Pro- 
zeB (1). Solche Messungen kénnen sowohl an den Neutronen als auch 
an den He®-Teilchen gemacht werden. Die Winkelverteilung der Neu- 
tronen wurde von BARTHOLDSON mit Borproportionalzahlern im Bereich 
oberhalb 70 kV durchgefiihrt [7]. Hiernach ergab sich fiir die Neutronen 
eine Unsymmetrie ahnlich der der Protonen von (1). Messungen an 
den He?-Teilchen von Ettot u.a. [8], fiihrten aber zu einem davon 
stark abweichenden Ergebnis. Danach sollte die Unsymmetrie von (2) 
bereits bei den niedrigen Spannungen erheblich gréBer sein und auch 
mit der Spannung rascher anwachsen als bei (1). 


Die Bestimmung der Winkelverteilung ist auch fiir die Kenntnis 
des totalen Wirkungsquerschnitts beider Reaktionen von Wichtig- 
keit. Deshalb wurden im hiesigen Institut seit etwa 2 Jahren eine 
Reihe von Untersuchungen durchgefiihrt, die die Winkelverteilung 
beider Prozesse erneut bestimmen sollten. Dabei wurde gegeniiber den 
alteren Versuchen [7] am ProzeB (1), die mit einem Kanalstrahlrohr 
als Ionenquelle durchgefithrt worden waren, jetzt eine Hochfrequenz- 
ionenquelle benutzt. Der Nachweis der geladenen Teilchen H1, H® und 
He? wurde mit Proportionalzahlern gefiihrt. Zum Nachweis der Neu- 
tronen, bei denen man es infolge der im allgemeinen verringerten Nach- 
weisempfindlichkeit fiir Neutronen mit geringeren Teilchenzahlen zu 
tun hat, wurde eine Indikatormethode verwendet, die von ReEtTz- 
SCHMIDT [9] speziell zur Bestimmung geringer Neutronendichten ent- 
wickelt worden ist. 


II. Apparatur. 


Die Hochspannung wurde tiber Transformator und Einweggleich- 
richtung erzeugt. Sie war zwischen 0 und 90 kV regelbar. Die Wellig- 
keit war in jedem Fall kleiner als 0,5% der Spannung. Die Messung 
erfolgte tiber eine Widerstandskette von insgesamt 400 MQ und einem 
Mikroamperemeter. 


Zur Erzeugung der D*-Ionen aus 99%igem D,-Gas wurde eine 
HF-Ionenquelle mit 150 bis 200 W Senderleistung benutzt, tiber die 
bereits an anderer Stelle berichtet worden ist [14]. Durch Trennung 
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des Ionenstrahls im Magnetfeld konnte gezeigt werden, daB dieser zu 
etwa 85% aus D*-Ionen bestand. Aus diesem Grunde, und weil auBer- 
dem der Wirkungsquerschnitt fiir die D, D-Reaktionen bei den unter- 
suchten kleinen Energien sehr rasch mit der Energie abfallt, konnte auf 
eine magnetische Trennung der D*-Ionen von den Ionen héherer Masse 
verzichtet werden. 


Das aus der Diise des Entladungsrohres tretende D*-Biindel wird 
mit Hilfe von zwei elektrostatischen Linsen fiir jede Beschleunigungs- 
spannung scharf auf das etwa 70 cm entfernte Target abgebildet. Dazu 
liegt an der ersten der beiden Linsen eine von 0 bis 15 kV variable 
Fokussierungsspannung; die zweite enthielt die eigentliche Beschleuni- 
gungsspannung. Der Ionenstrom lag nach Ausblendung zwischen 100 
und 200 uA. 

Als Target diente eine Al-Folie, 
die sich in wenigen Minuten mit D, 
belud. Die Frage, ob es sich bei 
einem solchen okkludierten Target um 
ein dickes oder ein diinnes Target 
handelt, ist schwer zu entscheiden, Paraffin 
da die Dichteverteilung der Deute- 
ronen in Abhangigkeit von der Ein- Nace 
dringtiefe unbekannt ist. Die hier ; 
an Protonen gemachten Messungen 
scheinen fiir ein im _ wesentlichen 
ee Target oF sprechen. Fig. 1. igs dee cdc i Neutronen, 


III. Nachweis der Kerntriummer und Durchfihrung der Messungen. 
a) Messung der Neutronen. 


Zum Nachweis der Neutronen wurde die folgende Indikatormethode 
verwendet: In einem Paraffinzylinder von 10cm Lange und 6cm @ 
befand sich ein NaJ(Tl)-Kristall von 15mm Kantenlange. Der Pa- 
raffinklotz wurde in 20cm Abstand vom Target angebracht. Er war 
in einem Winkelbereich von 0 bis 90° schwenkbar, wie aus der Fig. 1 
ersichtlich ist. Die schnellen D,D-Neutronen werden in Paraffin 
verlangsamt und als thermische Neutronen oder schon im Bereich 
der jeweiligen Resonanzenergien fiir Neutroneneinfang im Jod und 
Natrium des Kristalls eingefangen, wobei radioaktives J#& und Na*# 
gebildet wird. Infolge des gréBeren Einfangquerschnitts und der kiir- 
zeren Halbwertszeit von J!28 gegeniiber Na®4 miBt man bei kiirzeren 
Bestrahlungszeiten und den vorliegenden Intensitaten praktisch nur 
die Jodaktivitat. Die Messung wird so vorgenommen, da der Kristall 
eine zeitlang bestrahlt wird, und sofort nach Beendigung der Neutronen- 
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bestrahlung das Abklingen der Aktivitaét nach der Szintillationsmethode 
ausgemessen wird. Es wurde dazu ein Multiplier FS9-A der Fernseh- 
GmbH. Darmstadt verwendet. J!#28 zerfallt mit 25 min Halbwerts- 
zeit durch einen f-Zerfall mit E,,.,=2 MeV; nur bei 7% der Zerfalle 
ist eine y-Strahlung mit 0,43 MeV am Zerfall beteiligt. Die /-Energie 
ist also so groB, daB die meisten f-Zerfalle erfaBt werden konnen. 
Wahlt man fiir die Messungen bei verschiedenen Winkeln immer die 
gleiche Bestrahlungszeit, so ist die beobachtete Aktivitat direkt ein 
MaB fiir den Neutronenstrom, sofern der Deuteronenstrom auf das 
Target wahrend der Bestrahlungszeit konstant ist. Die zeitliche Kon- 
stanz wahrend jeder Messung und die relativen Intensitéten wurden 
an den Protonen der Reak- 
tion (1) mit einem Proportional- 
zahler als Monitor kontrolliert. 
Die Bestrahlungsdauern betrugen 
etwa eine Halbwertszeit, wahrend 
der die Intensitat sich innerhalb 
| | des statistischen Fehlers nicht 
UO yg meng ae op aOR t7Gf-y  anderte. Die Abklingkurven wur- 
Abkiingzeit min den tiber etwa zwei Halbwerts- 
Fig. 2. Zwei J**-Abklingmessungen bei 90° (ausge- zeiten ausgemessen und jeweils 
zogene Geraden). MeSwerte nur fiir eine Messung P Wat tes 
eingezeichnet. die Anfangsaktivitat unter Ver- 
wendung der bekannten J??8- 
Halbwertszeit nach der Methode des mittleren Fehlerquadrats ermittelt. 
Die Reproduzierbarkeit des MeBverfahrens geht aus Fig. 2 hervor, in 
der die Abklingkurven fiir zwei Messungen bei 90° an verschiedenen 
Tagen aufgetragen sind. 

Infolge der Ausdehnung des Paraffinblocks und des Kristalls erfaBt 
man bei dieser Geometrie einen gegentiber Zahlrohrmessungen gréBeren 
und nicht ganz definierten Raumwinkel. Das gemessene Intensitats- 
verhaltnis Nj/Ngy wird wegen des endlichen Raumwinkels immer etwas 
zu klein ausfallen. Man kann den maximal méglichen Fehler aber ab- 
schatzen. Die Korrektur macht einige Prozent an dem gesuchten Ver- 
haltnis aus. Eine weitere Korrektur ist noch durch die Umrechnung 
des endlichen Raumwinkels vom Labor- auf das Schwerpunktsystem 
erforderlich. 


1500 — —- 
7000 Sa === 
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Bei der Neutronenmessung wird man es in jedem Falle mit 
kleineren Teilchenzahlen als bei der Messung der geladenen Teilchen 
zu tun haben. Der Vorteil der Methode ist aber aufer einer relativ 
guten Nachweisempfindlichkeit der, daB man die Messungen ge- 
trennt von der eigentlichen Bestrahlungsanlage (z.B. Hochspannungs- 


anlage) durchfiihren kann, also frei ist von allen dabei oft auftretenden 
Stérungen. 
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b) Messung der H1, H? und He® mit Proportionalzdhlern. 


Die Messungen an den Protonen sind verhaltnismaBig einfach, da 
diese eine groBe Reichweite (14cm in Luft) haben. Dagegen sind die 
Messungen an den He® und H? wegen ihrer geringen Reichweite (4,5 mm 
und 14mm in Luft) schwieriger. Sie sind aber in einem Proportional- 
zahler infolge ihrer stark unterschiedlichen spezifischen Ionisation gut 
zu unterscheiden [15]. Zur Unterscheidbarkeit ist aber notwendig, das 
Zahlrohr mit einem méglichst diinnen Fenster abzuschlieBen. Hierzu 
wurden farbige Glimmerblattchen hergestellt mit etwa 0,7 Un DUCKGs als 
Gasfiillung wurde bei der Zaéhlung von He? und H3 eine Mischung von 


300 7 
Verstarker = iH 
Diskriminovor RS 
| Zahlwerk RS 200 | 
v 
eee | 
§ 700 
Monitor = 
ae 
D-Target | s gu n 
Sarge : 
elke ; Al-Folie Of £ 6 8 0 EH Ye 
B24 Glimmer-Folre Interval! ™m 
Fig. 3. Nachweisanordnung fiir p, H*, He? mit Fig. 4. Impulshohenverteilung der geladenen 
Proportionalzahler, schematisch. Teilchen im Proportionalzahler. 


Methylal und Argon (1:1) mit einem Gesamtdruck von 8 Torr benutzt. 
Diese Fillung erwies sich als besonders giinstig fiir die Unterscheid- 
barkeit der beiden Teilchensorten. 


Bei den ersten Messungen wurden Frontzahler benutzt. Diese ergaben 
aber, wie langere Vorversuche zeigten, vermutlich wegen der starken 
Streuung in der Impulshéhe einer homogenen Teilchengruppe nicht 
ganz zuverlassige Resultate. Es wurden dann Zahler mit Seitenfenstern 
verwendet, bei denen diese Streuung wesentlich kleiner war und die 
Trennung der Gruppen darum besser. Fig. 3 zeigt die benutzte Nach- 
weisanordnung fiir die geladenen Teilchen. Die Gasverstarkung im 
Proportionalzihler war etwa tausendfach. Die Impulse wurden dann 
noch dreihundertfach nachverstarkt. Sie wurden teils mit Untersetzern, 
teils oszillographisch ausgezahlt. Die Auszahlung der auf einem Film 
registrierten Impulse nach Anzahl und Hohe ergab die in Fig. 4 gezeigte 
charakteristische Haufigkeitsverteilung der Teilchen. Die Figur zeigt, 
daB die Teilchengruppen mit guter Genauigkeit getrennt werden konnten. 
Die Protonenimpulse aus der Reaktion (1), die der kleinsten Impuls- 
gruppe zuzuordnen sind, kénnen vom Untergrund und der wegen der 
benotigten starken Nachbeschleunigung am Oszillographen ausgedehnten 
Spur des Schreibstrahls nicht mehr getrennt werden. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 29 
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Zur genauen Ermittlung der Haufigkeitsverhaltnisse der geladenen 
Teilchen wurde die in Fig. 3 schematisch gezeigte elektronische An- 
ordnung verwendet. Die Impulse durchlaufen dabei nach der propor- 
tionalen Verstarkung einen ScuMitt-Diskriminator. Es wurde dabei 
bei fester Spannung am Proportionalzahler durch Verdnderung der 
Diskriminatorspannung das gesamte Impulsspektrum ausgemessen, 
wodurch man die integrale Kurve zur Fig. 4 erhalt. Es entsteht dann 
ein Plateau fiir die He®-Teilchen und ein solches fiir He? + H?® (vgl. 
Fig. 5). Durch das Al-Fenster des zweiten Zahlers in Fig. 3 kénnen 
nur die Protonen hindurchtreten, so da8B dieser Zahler als Monitor 
diente. Zur Auswertung wurden die MeBwerte in einem Plateau ge- 
mittelt. Sie ergaben direkt die He*-Haufigkeit; die H*-Haufigkeit be- 
kommt man durch Differenzbildung. Die 


FH He-+H” Messungen wurden zur Ermittlung der 
S75 Hatta | | Winkelverteilung bei 90° und bei 140° 
S } 3 | durchgefihrt (s-Fig.5). Pur jeden ¢Mep= 
8 1 een ie “Ai punkt wurden im Mittel etwa 10000 Teilchen 
c Tht einer Sorte gezahlt. 
nS 05 i =| 
g IV. Resultate. 
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Fig. 5. Beispiel einer Plateaukurve. 


Zur Uberpriifung der Apparatur wurde 
die Winkelverteilung der Protonen dieses 
Prozesses neu gemessen. Die hier vorgelegten Untersuchungen um- 
fassen einen Spannungsbereich von 30 bis 70kV. Die Winkelver- 
teillung von (1) wird so bestimmt, daB man die Protonenhaufig- 
keiten bei verschiedenen Winkeln (hier 90° und 140°) relativ zu 
einem Monitor bestimmt. Die im Laborsystem gemessenen Protonen- 
zahlen werden in bekannter Weise auf das Schwerpunktsystem um- 
gerechnet. In dem hier verwendeten Spannungsbereich ist die Winkel- 
verteilung durch eine Funktion N(#)=N (90) (1+ A cos?#) gegeben, 
héhere Cosinusglieder spielen hier vermutlich kaum eine Rolle. Aus 
den MeBwerten bei den obigen zwei Winkeln lat sich also bereits das 
Verhaltnis 1+ A= N,/Ngo berechnen. Die Unsymmetrie A nimmt mit 
der Spannung zu. Die MeBresultate sind in Fig. 6 (1) zusammen mit 
den Resultaten einiger anderer Autoren aufgetragen. Sie stimmen gut 
mit Messungen von BRETSCHER u. a. [2] sowie von MoFFAT u.a. [3] 
an einem diinnen Target tiberein. Die friiheren Messungen [7] waren 
mit einer Kanalstrahlapparatur gemacht, so daB die Energien vermut- 
lich jeweils etwas zu groB angegeben waren. WENZEL und WHALING [5] 
finden allerdings in Abweichung von anderen Messungen eine Ver- 
teilung N (9) = N (90) (1+ A cos?+ B cost). In die Figur ist hierbei 
fiir No/Ngo der Wert 1 + A + B eingetragen. 
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b) Winkelverteilung von D (D, He3) n. 

Diese wurde hier sowohl an Neutronen als auch an He?-Teilchen 
ausgemessen. Die Messungen an den Neutronen mittels der oben be- 
schriebenen Indikatormethode fiihrten, wieder im Spannungsbereich 
zwischen 30 und 70 kV, unter der plausiblen Annahme, da die Winkel- 
verteilung hier ebenfalls durch ein Gesetz N (9) = N (90) - (4 -+ A cos?) 
bestimmt ist, zu Werten von 
4-+A, die mit den nach klei- 7,6 | 
neren Energien hin extrapo- | 
lierten Resultaten von Bar- Y | 
THOLDSON [7] im Einklang TY = 
stehen [vgl. Fig. 6 (2)].. Auch Sep oul pests 
ein MeBwert von BAKER [10] } 
bei 50 kV fiigt sich in die ve 
beiden Messungen ein. Da- ry ee Se 
gegen finden die Autoren der 
Oxford-Gruppe [8] durch Mes- 
sungen an den He?-Teilchen, 45|——+ 
einehiervonstarkabweichende Y¥ 
Winkelverteilung [s. Fig.6(2)}, 
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tion D(D, H?) # folgt. 47 
Die Winkelverteilung von 
(2) kann man aber auch da- ee et, 
durch besGuuen, daB ae si Fig. 6. Abhangigkeit des Haufigkeitsverhaltnisses Ny/Noo 
wieder fiir einige Winkel, das — vonder D-Energie fiir D(D, H*) p (1) und fiir D (D, He) n (2) 
Haufigkeitsverhaltnis der bei a pL On oe aay we ee 
(2) emittierten He*-Teilchen BARTHOLDSON [7]; J@{ 7 Baker [10]; VY p Wenzex [8]; 
Saag tcierteny, RS er ore eh area eh 
Teilchen ausmiBt (Verzwei- 
gungsverhialtnis). Aus der bekannten Winkelverteilung von (1) kann man 
dann die von (2) ermitteln. Fiir das Verzweigungsverhaltnis He®/H® bei 
90° wurde in Ubereinstimmung mit den Messungen anderer Autoren [8], 
[11], [12], [13] das Verhiltnis 0,94 (im Laborsystem) gefunden. Die so 
gefundenen Ergebnisse fiir Nj/Ngy im Bereich von 30 bis 60 kV sind mit 
in die Fig. 6 (2) eingezeichnet. Wie man sieht, stimmen sie mit den 
Ergebnissen an den Neutronen iiberein. Sie liegen aber noch weit 
auBerhalb der Fehlergrenzen, die fiir die Messungen der Oxford-Gruppe 
angegeben sind. Das Resultat der vorliegenden Untersuchungen ist 
demnach, daB die Spannungsabhangigkeiten der Unsymmetrie bei den 
beiden Reaktionen nur wenig voneinander abweichen, wobei (2) die 
29* 
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kleineren Werte aufweist. Dies Ergebnis ist auch in Einklang mit 
Messungen von RicHaArps [16], BENNET [1/7] und MANNING [18], nach 
denen die Unsymmetrien bei beiden Prozessen im Bereich 100 bis 500 kV 
auch nur wenig verschieden sind. In der Fig. 6 ist bei den He®- Mes- 
sungen der Gesamtfehler eingetragen, der nur statistischer Natur ist. 
Andere Fehler, z.B. im Raumwinkel, sind dagegen vollkommen ver- 
nachlassigbar. 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir die Bereit- 
stellung von Mitteln zur Durchfithrung dieser Untersuchungen. 
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Lichtabsorption in klassischer 
und quantentheoretischer Beschreibung. 
Von 
HELMUT SCHMIDT*. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 14. August 1954.) 


Die klassische DRupEsche Absorptionsformel gilt nur fiir hy << kT, wenn v die 
Frequenz des absorbierten Lichtes ist. Durch quantenmechanische Stérungs- 
rechnung in zweiter Naherung wird eine allgemein giiltige Absorptionsformel 
hergeleitet. Diese stimmt im Grenzfallhy<kT mit der klassischen und fiir hy >k T 
mit einer schon von FROHLICH angegebenen Absorptionsformel iiberein. 


Die Lichtabsorption an den freien Elektronen in Metallen und Halb- 
leitern 14Bt sich nach DRuDE klassisch verstehen, wenn man die Lei- 
tungselektronen als klassische Ladungen auffaBt, die in ihrer Umgebung 
unter dem EinfluB einer Reibungskraft beweglich sind. Die Annahme 
einer statischen Reibungskraft ist dabei allerdings unbefriedigend, da 
ein bewegtes Elektron in Wirklichkeit durch statistische Zusammenst6Be 
mit den thermischen Gitterwellen des Mediums gebremst wird. Die 
Drupesche Theorie 1aBt sich jedoch leicht in diesem Sinne korrigieren 
und muB dann die Absorption geniigend langer Lichtwellen richtig be- 
schreiben. Fiir kurze Lichtwellen ist dagegen die klassische Behandlung 
nicht mehr gerechtfertigt, selbst wenn — wie wir weiterhin annehmen 
wollen — die Energie der Lichtquanten nicht zur Anregung der Leitungs- 
elektronen in héhere Bander ausreicht. Die Absorption wird hier durch 
Quantenspriinge der Leitungselektronen innerhalb des Leitungsbandes 
verursacht, wobei jedoch gleichzeitig noch eine Schallwelle des Gitters 
— zur Erfiillnng des Energie- und Impulssatzes — absorbiert oder emit- 
tiert wird. 

Diese Absorption durch Elektronenspriinge innerhalb des Leitungs- 
bandes hat FrOuLIcH! fiir Halbleiter im Grenzfall kurzer Wellen quan- 
tenmechanisch berechnet und erhdlt so fiir die Absorption einen Wert, 


der sich um den Faktor =|/ we von dem klassischen Wert unter- 
scheidet. 

Wahrend damit die Lichtabsorption fiir sehr lange Wellen durch 
die klassische DrupEsche und fiir geniigend kurze Wellen durch die 


* Gekiirzte K6lner Dissertation. 
1 Semi-Conducting Materials, S. 132. London 1951. — Fan, H. Y., u. M. Bex- 


KER: Infra-red Optical Properties of Si and Ge. 
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FrOu.icHsche Absorptionsformel bekannt ist, wollen wir hier auf quan- 
tenmechanischer Grundlage einen tiber den ganzen Frequenzbereich 
giiltigen Ausdruck fiir die Absorption herleiten. Die DRrupEsche und 
die Fréuticusche Absorptionsformel werden sich daraus als Grenzfalle 
fiir hy <kT bzw. hy>>kT ergeben, so daB wir den Ubergang zwischen 
beiden Absorptionsformeln im Gebiet hy ~ k T und das Zustandekommen 


des Faktors | — studieren k6nnen. 


Die wesentliche Verschiedenheit der FROHLICHschen von der DRUDE- 
schen Absorptionsformel wird sich dabei so erklaren: 


Im Falle hy<kT hat ein Elektron gentigend thermische Energie, 
um selbst Lichtquanten auszusenden, so daB sich die Gesamtabsorption 
als Differenz zwischen elementaren Absorptionsprozessen und Prozessen 
erzwungener Emission ergibt. Fiir hy=>kT dagegen fallen die elemen- 
taren Emissionsprozesse fort. 


Da die Leitungselektronen in Halbleitern der klassischen Statistik 
geniigen, in Metallen jedoch nur mit der FERMI-Statistik zu behandeln 
sind, verlauft die Berechnung der Absorption in beiden Fallen etwas 
verschieden. Wir wollen uns hier auf Halbleiter beschranken: 


Wir denken uns in dem Halbleiter eine Lichtwelle mit der Frequenz» 
und nehmen zunachst an, die Bewegung eines betrachteten Leitungs- 
elektrons, die thermischen Schwingungen des Kristalls und die Licht- 
welle seien voneinander unabhangig. Nun fassen wir die Wechselwir- 
kung zwischen dem Elektron und der Lichtwelle bzw. zwischen dem 
Elektron und den thermischen Gitterschwingungen als kleine Energie- 
stérungen U, bzw. Ug auf und untersuchen die Abnahme der Licht- 
amplitude unter dem Einflu8 der Stérung U=U,+ Ue. 


Da ein freies Elektron kein Licht absorbieren oder emittieren kann, 
ergeben sich Absorption und Emission erst in der zweiten DrrAcschen 
Naherung, d.h. in Doppelprozessen, wobei in einem Schritt des Doppel- 
prozesses das Elektron mit der Lichtwelle in Wechselwirkung tritt und 
in dem anderen Schritt das Elektron ein Schallquant emittiert oder 
absorbiert. Dabei ist die Energie der beteiligten Schallquanten meist 
klein, so da das Elektron bei dem DoppelprozeB praktisch die ganze 
Energie eines absorbierten bzw. emittierten Lichtquantes aufnehmen 
bzw. abgeben muB. 


Ein Elektron mit dem Impuls )» und der thermischen Energie 
Iie =P kann somit bei dem DoppelprozeB springen (Fig. 1): 
entweder unter Absorption eines Lichtquantes in einen Zustand mit 


dem Impuls p’ in dem Kugelschalenbereich B’ des Impulsraumes mit 
der Energie E’ y E, +h», 
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oder unter Emission eines Lichtquants in einen Zustand mit dem 
Impuls p” in dem Bereich B” mit der Energie E” ~E,—hy. Der 
zweite ProzeB ist allerdings nur mdéglich, wenn das Elektron die zur 
Lichtemission nétige Energie mitbringt, wenn also E, > hv. 

Wir fragen nun zunachst nach der Wahrscheinlichkeit W’ dafiir, 
daB das Elektron in der Zeiteinheit von dem Zustand p, aus in den 
Bereich B’ des Impulsraumes springt. 

Ein dem Sprung eines Elektrons von , in einen Zustand p’ des 
Bereiches B’ entsprechender DoppelprozeB kann auf zwei Wegen, d.h. 
liber zwei Zwischenzustande, verlaufen: 

1. Weg: Zunachst wird das Lichtquant 
vom Elektron absorbiert (a), dann springt 
das Elektron durch ZusammenstoB mit den 
thermischen Gitterwellen nach B’ (b). 

2. Weg: Das Elektron springt zuerst 
durch GitterstoB nach B’ (a), erst dann tritt 
es mit dem Licht in Wechselwirkung (b). 

Nach den quantenmechanischen Auswahl- 
regeln muB bei jedem TeilprozeB (a und b) 
der Impulssatz erfillt sein. Der Energiesatz 
braucht jedoch nur fiir den ganzen Doppel- 
prozeB zu gelten, derart daB Ausgangs- und Endzustand die gleiche 
Energie haben, wahrend die Energie des Zwischenzustandes davon 
abweichen kann. 

Die Wahrscheinlichkeit W,' bzw. W, fiir einen Sprung des Elektrons 
‘ auf dem 1. bzw. 2. Weg ist nun proportional: 

1. Zu dem Quadrat des Matrixelementes fiir den ElementarprozeB (a). 

2. Zu dem Quadrat des Matrixelementes fiir den ElementarprozeB (b). 

3. Zu der Dichte Dy) ~ |/E,+-Ayv der méglichen Elektronen-Endzu- 
stande, gemessen auf der Energieskala. 

Dabei ist das Matrixelement fiir die Wechselwirkung zwischen Licht 


und Elektron proportional zum Impuls p des Elektrons. (Das klassische 


Stérglied in der HAmILton-Funktion eines Elektrons im Lichtfeld lautet 
ja V= ——_%- p, wenn % das Vektorpotential der Lichtwelle ist.) 
mC 


Das Matrixelement fiir den StoB eines Elektrons an den thermischen 
Gitterwellen ist dagegen vom Impuls des Elektrons unabhangig. 


Damit wird 
Wi =C- 5 Ey + hy 


Wy =C-p'2 VE, + hy, 
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denn auf dem 1. Weg hat das Elektron noch den Impuls py, auf dem 
2. Weg dagegen schon den Impuls p’, wenn es mit dem Lichtquant in 
Wechselwirkung tritt. 
Mit 

ib, =s2 wales 

p'2 = 2m (E, + hy) 
folgt fiir die gesamte Ubergangswahrscheinlichkeit nach B’ 

W! = Wy + Wy ~ (2Ey 4+ hy) Eq + hy. 

Die strenge quantenmechanische Rechnung liefert 


W' = Cy* (2Ey + ho) Eo + hv. (1a) 


Die Konstante C, ist jetzt von v unabhangig. N, bedeutet die Anzahl 
der anwesenden Lichtquanten. 

Der Faktor N,/v erklart sich durch einen Anteil N,/y, herriihrend 
von dem Matrixelement der Licht-Elektron-Wechselwirkung, wahrend 
der Anteil 1/y? durch die zweite Drrac-Naherung bedingt ist und quali- 
tativ so gedeutet werden kann, da8 die Ubergangswahrscheinlichkeit W’ 
um so kleiner wird, je gr6Ber der energetische Abstand hy zwischen Aus- 
gangs- und Zwischenzustand ist. 

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit W’ von p, nach B’ unter 


Emission eines Lichtquantes ergibt sich entsprechend 
N, =e : 
Co+ —$ (2, — hy) \V£.—hy fir Ey>hy 


wr | ap 


0 tr, fy = hy. 
Die relative sekundliche Absorption wird somit 


pb: (Zahl der abs. Quanten) — (Zahl der emittierten Quanten)/pro sec 
Zahl der vorhandenen Quanten TI, 


pro sec absorbierte Energie = W’— W”’ 


Feldenergie a Ne 


“0|(2Ey + hr) [Eo thy — (2E,—hv) VEy— hy) fir Ey>hv (2a) 
A a 


. eee 
—} (2E, + hy) Ey + hy fiir Ey<hy. (2b) 


Dabei ist Ey die Anfangsenergie des absorbierenden Elektrons. 


Zur Berechnung der tatsachlichen Absorption miissen wir die Gl. (2) 
noch tiber die thermisch verteilten Anfangsenergien E, mitteln. Bevor 
wir das allgemein durchfiihren, betrachten wir die Grenzfalle langer bzw. 
kurzer Wellen. 
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Da E, dieselbe GréBenordnung wie kT hat wird praktisch fiir alle 
Elektronen E,>hy, wenn kT >>hy. In Gl. (2a) heben sich dann die 
beiden — durch elementare Absorptions- und Emissionsprozesse be- 
dingten — Glider fast weg und bei Entwicklung nach h»/E, bleibt 

A NE, fh Ey hy, 


Mit dem thermischen Mittelwert von Eo: namlich | Bare oe yar 
ergibt sich der Mittelwert von A zu \x 


A= eT fir RTS hy. (3a) 
)z-»? : 
Entsprechend folgt aus (2b) mit Ey,<hy bei Entwicklung nach E,/hy 
ee ee es cee (3b) 
yp? 
Die Gl. (3a) steht in ihrer »-Abhangigkeit in Ubereinstimmung mit der 
klassischen Absorptionsformel, wahrend Gl. (3b) die FROHLICHsche 
Absorptionsformel darstellt. Die Ausdriicke fiir die Absorption in (3a) 


und (3b) unterscheiden sich formal um den Faktor = se , wie schon 
eingangs erwahnt wurde. 

Die Konstante C, wollen wir hier nur durch Vergleich von (3a) mit 
der klassischen Absorptionsformel bestimmen (die quantenmechanische 
Rechnung liefert denselben Wert) und gehen dazu kurz auf die klassische 
Rechnung ein: 

Sei N, die Dichte der Leitungselektronen im Halbleiter und o die Leit- 


fahigkeit, so definieren wir die GréBe y durch 
6==— Ng. (4) 


Wenn man nach DrupbE annimmt, daB auf ein mit der Geschwindigkeit » 
bewegtes Elektron eine zu v proportionale Reibungskraft f wirkt, so 


folgt aus (4) 
{=—mypd, 


und die relative Absorption Ap,yg. ergibt sich zu 


dN ie" y 
A ee) : ae 
Drude Dae Wh ea i y i 
\ 256 (5) 
2 
pe apie A i | 
TE m wv 25 


Dabei ist ¢ die Dielektrizitatskonstante des Mediums. 
Wir kénnen die DrupeEsche Theorie noch verbessern, indem wir 
beriicksichtigen, daB ein bewegtes Elektron nicht durch eine stationare 
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Reibungskraft, sondern durch statistische ZusammenstéBe mit den 
Gitterwellen gebremst wird, wobei die mittlere freie Weglange der 
Elektronen konstant, unabhangig von der Geschwindigkeit ist. 

Dann ergibt sich 
Bp) IN oy 
Oye Wa Te 


A xtass, = fir Vee = : (6) 


Dies Resultat weicht nur um den Faktor = se 1,13 von dem einfacher 


zu gewinnenden DrupeEschen Ergebnis ab. 

Die Bedingung » >y/2z bedeutet — da 1/y=t die mittlere StoBzahl 
ist —, daB die Lichtwelle viele Schwingungen austtihrt, bevor das Elek- 
tron einmal mit dem Gitter zusammenstoBt. Da wir in der quanten- 
mechanischen Rechnung die Wechselwirkung zwischen Gitter und Elek- 
tron als klein vorausgesetzt haben, ist zu erwarten, daB diese Rechnung 
versagt, sobald vy Sy/2z wird, so daB das Elektron wahrend einer Licht- 
schwingung viele StoBe erfahrt. Fiir »>>y/2z jedoch stimmt der quan- 
tenmechanische Ausdruck (3a) fiir die Absorption mit dem klassischen 
Ausdruck (6) tiberein. 


Durch Vergleich von (3a) und (6) erhalt man 


Com 4 Ney 
© ont a(R T)Pe+m 7) 
Nach der Behandlung der Sonderfalle hy 2 kT wollen wir in der voll- 
standigen Gl. (2) die Mittelung iiber die etnech verteilten Anfangs- 
energien EF, der Elektronen vollziehen. 


Der thermische Mittelwert einer beliebigen Funktion F(E,) wird 


oo ager 
fF(E)) VEye *T dE, 
0 
F (E,) ee 00 
[VEoe *®T dE, 
2 ry Eo 
SS kT 
aie F(E,)VE,e *?dE 


rt oS pen 
- DG. J (2Ey + hy) VEy + hy Eye tT dE, + 
A= A ( oy) — ——— F — 
(kT): zt? yp (oe) i, hey 
sl (2Ey — hy) /E, — hv|Ege kT dE, 
A=“ “FEW GE, i) [ECE MO YE, oar 
Gi eas daa carl. al (2E9+ ») [Ey thr Ege dE. (8) 
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Das Integral kénnen wir durch die HANKEL-Funktion 


Ma( 2) == [ e-?*\7Gn\ adr 


0 
ausdrticken. Mit dem Wert fiir C, aus (7) erhalten wir 


Sum Nie ore oA hv oe, [ hv = hy 
oe Sint | K, ). (9) 


A eats 
2kT 2kT 


On? e-m 
Dies ist die gesuchte Absorptionsformel, welche den Zusammenhang 
zwischen der klassischen und der FROHLICHschen Formel vermittelt. 


Drude-Forme! allgemeinere quantentheoret Forme/ 
as ak ; 


0 fen ki/h a 4 


eh ‘ j 
korrigierte Kass. Farme/ Frohlich-Formel 
Fig. 2, Giiltigkeitsbereiche der verschiedenen Absorptionsformel. 


Fiir die Grenzfalle hy<kT bzw. hy>kT ergeben sich daraus mit 
der Beziehung 


Vz ef fir x4 


wieder der klassische Ausdruck (6) bzw. die FROHLICHsche Absorptions- 


formel (3b). 
Zum SchluB geben wir eine Ubersicht tiber die Giiltigkeitsbereiche der 


verschiedenen Absorptionsformeln. Wir nehmen dabei an, es sei fn < ee c 


(fiir Elektronen in Ge ist = = (0,72 -10" sect; a =1,6- 108 sect) : 
It L 


Dann gelten (vgl. Fig. 2) 
Die DrupEsche Formel (5) fir Oo ms : 


Die korrigierte klassische Formel fir O<1¥< ee ; 


Die FrOuLIcHsche Formel fiir Lee I ys 
Die allgemeinere Formel (9) fiir fa <i, 


Dabei ist v, die Grenzfrequenz, bei der Spriinge in hohere Bander auf- 
treten. 


Herrn Professor SAUTER danke ich fiir seine freundliche Unterstiit- 
zung der Arbeit. 


Kiln, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 440—447 (1954). 


Zur Theorie des elektrischen Widerstandes 
guter metallischer Leiter. 


Von 
CLAuS-ADOLF BussE und FRITZ SAUTER. 
(Eingegangen am 14, August 1954.) 


Die durch Unkenntnis von Matrixelementen oder dergleichen bedingte numerische 
Unbestimmtheit in den bisherigen quantenmechanischen Widerstandsformeln laBt 
sich dadurch vermeiden, da man den elektrischen Widerstand mit anderen physi- 
kalischen MeBgroé8en in Beziehung setzt. Eine solche Verkniipfung wird fiir die 
Alkalimetalle médglich durch die hier erlaubte Behandlung des schwingenden 
Ionengitters als elastisches Ionenkontinuum. Als Folge seiner Schwingungen ent- 
steht ein durch die Gesamtheit der Leitungselektronen teilweise abgeschirmtes 
elektrisches Feld, an dem die einzelnen Leitungselektronen gestreut werden und so 
einen Widerstand erfahren. Der gesamte Widerstand erweist sich dann als verkehrt 
proportional zum Produkt aus Massendichte und Quadrat der Laufgeschwindigkeit 
von Kompressionswellen in diesen Materialien. Die numerische Ubereinstimmung 
mit den Me8werten sowohl fiir den Widerstand wie fiir dessen Druckabhangigkeit 
ist befriedigend. —- Berechnet man dartiber hinaus aus der Vorstellung, dai das 
erwahnte elektrische Feld als treibende Kraft fiir die elastischen Schwingungen des 
Ionenkontinuums anzusehen ist, die Laufgeschwindigkeit dieser Wellen, so kommt 
man ebenfalls zu recht brauchbaren Werten. 


Es ist bekannt, daB die vorliegenden quantenmechanischen Berech- 
nungen des elektrischen Widerstandes guter Leiter zwar die richtige 
Temperaturabhangigkeit hefern, daB sie aber in quantitativer Hinsicht 
keine recht brauchbaren Resultate geben!. Denn alle bisherigen Wider- 
standsformeln enthalten irgendwelche praktisch nicht oder nur ziemlich 
ungenau berechenbare GréBen wie etwa die Abschirmung des CouLOMB- 
Feldes der einzelnen Gitterionen oder das mit den Elektronenfunktionen 
gebildete Matrixelement des Gitterpotentials oder dergleichen. Es ist 
daher wiinschenswert eine Widerstandsformel zu finden, welche statt 
dieser GroBen nur bekannte, leicht ermittelbare Materialkonstanten 
enthalt. Da8 dies in bestimmten Grenzfallen tatsachlich méglich ist, 
sollen die folgenden Ausfiihrungen zeigen. 

Den Ausgangspunkt dieser Betrachtungen bildet die Feststellung, 
daB im Fall guter Leiter die Struktur des Ionengitters ohne EinfluB auf 
den elektrischen Widerstand ist. Dieser wird zwar durch die Streuung 
der Leitungselektronen am Ionengitter bedingt; doch fiihren zu einer 
solchen Streuung bei guten Leitern nur Gitterbaufehler und thermische 
Gitterstérungen, d.h. die durch das Gitter hindurchlaufenden Warme- 
schwingungen, nicht aber die ungestérte Gitterstruktur; denn wegen 


+ Vgl. z.B. Betur, H.: Handbuch der Physik, 2. Aufl., Bd. XOX V 250388 
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der GroBe der kiirzesten Wellenlinge der Leitungselektronen kénnen 
hier Laue-Interferenzen bzw. Bracc-Reflexionen nicht auftreten. 
Daher kann man hier ja auch die Leitungselektronen statt mit den 
Brocuschen Funktionen in guter Naherung mit ebenen Wellen be- 
schreiben. 

Bei den hier betrachteten guten Leitern liegt es somit nahe, von der 
Gitterstruktur tiberhaupt abzusehen und statt mit einem thermisch 
gestorten Jonengitter mit einem Ionenkontinuum zu rechnen, in welchem 
Warmeschwingungen laufen. Letzteres entspricht weitgehend der ver- 
einfachten Behandlung des Gitters in der DeByeschen Theorie der 
spezifischen Warme von Festkérpern und ist hier in ahnlicher Weise 
wie dort zu rechtfertigen. 

Es wird also angenommen, daB das Ionenkontinuum Warmeschwin- 
gungen ausfiihrt, die mit einer rdumlich und zeitlich periodischen Ande- 
rung seiner Raumladungsdichte verbunden sind; und zwar geniigt es 
hier, Longitudinalschwingungen zu betrachten, da Transversalwellen 
nicht zu einer Dichtednderung fiihren. Ferner wird angenommen, daB 
sich die Leitungselektronen in dem dadurch entstehenden elektrischen 
Feld nach den Gesetzen der THOMAS-FERMI-Statistik anordnen und da- 
durch die Raumladungsschwankungen des Ionenkontinuums teilweise 
kompensieren; die Elektronen werden hier also im Sinne der aus der 
Molekiilphysik bekannten adiabatischen Naherung behandelt. SchlieB- 
lich wird angenommen, daB das vom Ionenkontinuum und von der 
Gesamtheit der Leitungselektronen herriihrende, im Rhythmus der 
Schallwellen schwingende elektrische Feld zu einer Streuung der einzel- 
nen Leitungselektronen fiihrt und damit den elektrischen Widerstand 
bedingt. Das vorstehend skizzierte Programm soll nun rechnerisch 
durchgefiihrt werden. Dazu geniigt es, zunachst eine einzelne, das Metall 
durchlaufende Kompressionswelle zu betrachten. Die durch sie hervor- 
gerufene Verschiebung $ eines urspriinglich am Ort r liegenden Massen- 
elementes wird dann gegeben durch 


3 = 8, cos ((qr) —wt—@). (1) 


Dabei ist die Kreisfrequenz m und der Ausbreitungsvektor q mit der in 
dem hier betrachteten Modell naturgem4B isotropen und frequenzunab- 
hangigen Schallgeschwindigkeit c durch die Beziehung 


c=ol¢ 
verkniipft. AuBerdem ist 
8, ll q- 
Durch die Welle (1) wird die (mittlere) Ladungsdichte 9, des Ionen- 


kontinuums geandert in 
0; = Oo (1 — div 8). 
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Diese Ladungsdichte o, fiihrt zusammen mit der Ladungsdichte 0, der 
Elektronen zu einem Potential ® entsprechend der Beziehung 
A® = — 4x (0; + @z)- 


Dabei ist 0, nach der THoMAS-FERMI-Statistik gegeben durch 


- Smeg | 2m (E + eo) 3 Bes (1 o® \3 
oo= — 3m AON (1428) 
mit (2) 
Oy a Oe 2mME Ts | 
£o ue 3 h2 ; 


Da man hier e)@ als klein gegen die FErmi-Grenzenergie € ansehen und 
daher o, nach dieser GréBe entwickeln kann, erhalt man fiir die Poten- 
tialgleichung in erster Naherung 

AD = 42 04 (div 8 + 240). 


g 


Setzt man hier zur Abkiirzung 


2 é aB m \s é h2 
a= a mit ie es 
9 670 &y Qo 4 ee 2 (3) 


so kommt man wegen (1) zur Lésung 


: : 3 2 92 
@ =Gysin ((qt) —wt—g) mit Dy = 7H 2, Oe. (4) 


Die Elektronen reduzieren somit durch ihr Mitschwingen das von den 
Schwankungen des Ionenkontinuums allein bedingte Feld (gegeben durch 
den Fall aj—oo) um den Faktor ajq?/(1 +4592). Diese abschirmende 
Wirkung nimmt zu mit anwachsender Elektronendichte 2) und anwach- 
sender Schallwellenlange. 


Das durch (4) gegebene Potentialfeld veranlaBt nun die einzelnen 
Leitungselektronen zu Quantenspriingen. Und zwar kann dadurch ein 
Elektron mit der anfanglichen Geschwindigkeit », in einen Zustand mit 
der Endgeschwindigkeit » tibergehen, sofern Energie- und Impulssatz 
in der Form 


~ bp tho = — v?, My tha =m>d 


erfullt sind. Es sind dies Ubergange, die entweder als Braccsche 
Reflexionen der Elektronen an den mit der Schallwelle gekoppelten 
Potentialschwankungen angesehen werden kénnen, oder aber als eine 
Art Raman-Effekt bei der Elektronenstreuung an diesem Potential 
unter Absorption bzw. Emission eines Schallquants!. In beiden Fallen 


* Sauter, F.: Ann. Phys. (5) 42, 110 (1942). 
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kommt man durch eine einfache quantenmechanische Betrachtung zu 
der Beziehung 


m2) _ vV@ 

w.(0) = 1622 & a, (5) 
fiir die Wahrscheinlichkeit, daB das betrachtete Elektron an der Schall- 
welle pro Sekunde um den Streuwinkel # in die Raumwinkeleinheit ge- 
streut wird. Der Streuwinkel # ist dabei als Winkel zwischen den Rich- 
tungen von b, und » definiert und vermittels g nach (4) in ©, enthalten; 
fiir q gilt ja wegen mv?/2>fho in erster Naherung 


hg =m|v. — v| © 2mvsin#/2. (6) 


Die GréBe V bedeutet das (Periodizitats-) Volumen des Metalls. Sie fallt 
aus der Formel (5) heraus, wenn man fir das in @j enthaltene Quadrat 
der Schwingungsamplitude g, die Gesamtenergie ¢ der Schallwelle 
(=kT fir hohe Temperaturen) einfiihrt gemaB 


Vijig 5, oF 2 8; 


dabei bedeutet sw, die mittlere Massendichte des Ionenkontinuums, 
Oo/{4o daher die spezifische Ladung der einzelnen Jonen. Dann wird 


2veEo% ap 2 
Se tear pal eae : (7) 

Es ist bemerkenswert, daB man genau zu den gleichen Werten fiir die 
Streuwahrscheinlichkeiten kommt, wenn man im Sinn der HousTon- 
schen Theorie die Streuung der Elektronenwellen an einem thermisch 
schwingenden Gitter untersucht, wobei die einzelnen Gitterionen hin- 
sichtlich ihrer Streuwirkung durch ein abgeschirmtes CouLoMB-Potential 


SL g—4|ao 

(A 
mit Ne;=Vo, und mit der durch (3) gegebenen GréBe ay als Abschirm- 
radius beschrieben werden. Formal erhalt man also mit den obigen Uber- 
legungen keine neuen Ergebnisse. In quantitativer Hinsicht aber ist 
als Fortschritt zu verzeichnen, da8 nunmehr der (in vierter Potenz in 
das Resultat eingehende) Abschirmradius a, durch die Formel (3) un- 
mittelbar angegeben werden kann, wahrend man bisher auf Abschat- 
zungen angewiesen war, bzw. umgekehrt a) aus den MeBwerten des W1- 
derstandes bestimmte. ZahlenmaBig ergeben sich aus (3) fiir a) bei den 
Alkalimetallen, wenn man mit einem Leitungselektron pro Atom rech- 
net, die in der Tabelle 1 angegebenen Werte. 

Es diirfte nicht unangebracht sein, die Aquivalenz der beiden Be- 

trachtungsweisen unmittelbar aufzuzeigen. Man erkennt sie durch Be- 
rechnung des die Streuwahrscheinlichkeit wesentlich bestimmenden 
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Matrixelementes 
Ute, = ih U (r) et (fof, t) at 


fiir die potentielle Energie U eines Elektrons in den beiden Fallen. Beim 
Ionenkontinuum gilt U = —e,@® mit der durch (4) gegebenen Potential- 
funktion ®; daher wird 


Ups, BoE {8 (ty at Gerth Pata Ey thie tame sg 


wobei V das Integrationsvolumen bedeutet. Im Fall des Ionengitters 
hat man mit 


zu rechnen, wobei 
t;, = tf + 3) cos ((q 17) — wt —@) 


den Ortsvektor der einzelnen Gitterionen darstellt; zu summieren ist 
dabei tiber alle N Gitterpunkte. Dann wird 


Use, = — &0 er ; zi ay e' (fob) 
Se eg a) 
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Die hier verbleibende Summe fiihrt durch Entwicklung nach den Ver- 
schiebungen der einzelnen Gitterionen zu 

Dee fH) {4 a(t, = F,.89).cos ((g.t7) aed =o )ct 2.) 

] 
Hier verschwindet der sonst fiir die LAvE-Interferenzen verantwortliche, 
erste Summenanteil, wahrend der zweite bei der Summation tiber die 
N Gitterpunkte im wesentlichen auf eine Summe aus zwei 6-Funktionen 
mit den Argumenten fy) — f+ q bzw. f, —f—q fithrt. Daher wird, wenn 
man noch in den Faktoren von Us, die Differenz f{—f, durch +q 
ersetzt, 


2m Ne er (G8) a2 e-iwt—i : 5 Oe 
Uy, = — 22 Neotr (O80. £5 (fj —E-+-q) e410!” — 4 (yt —g)etiorte), 
Dies stimmt aber genau mit dem aus der Kontinuumsbehandlung fol- 
genden Wert fiir Ug,, tiberein, wenn man ®, nach (4) einsetzt und Ne; =V 0, 
beriicksichtigt. 


Um nun zum Problem derWiderstandsbestimmung zuriickzukehren, sei 
zunachst festgestellt, da® fiir die in (7) eingefiihrte Schwingungsener- 
gie e der Schallwellen e=hwn bzw. e=ha(mi+1) mit i= 1/(e"/*T — 4) 
zu setzen ist, je nachdem ob es sich um die Absorption (w,) oder um 
ue Emission (w_) eines Schallquants handelt!. Man kommt dann in 


* SauTER, F.: Ann. Phys. (5) 42, 110 (1942). 
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ublicher Weise zu der Biocuschen Integralgleichung fiir die mittlere 
StoBzeit der Elektronen und damit fiir den elektrischen Widerstand1. 
Fir hohe Temperaturen, auf die sich die folgenden Betrachtungen aus- 
schlieBlich beziehen, wird ¢ in beiden Fallen »k T, und man kommt mit 
(6) zu einer gesamten Streuwahrscheinlichkeit 


rere < Sooe ry 


Mg Ce az 2MvVa, . OF 
— sin 
h Diy 


Da der spezifische Widerstand R durch 


ra m : 1 f 
a= a mit =| (1 — cos 3) w(9) dQ 
gegeben ist, findet man durch einfache Integration nach kurzer Um- 
formung 


2mkT  f{ 7? | 0 
3) hag a cr) itu J" ) 
Dabei ist 
» —({2mv%\?_ (m% ap\?__s 3M \3 
a roe | ogl kee ai a,(2"0', (9) 


wenn man uber alle Streuwinkel 0<@<_a integriert. Wiirde man im 
Sinn der Desyeschen Behandlung in der Theorie der spezifischen War- 
men mit einer durch die charakteristische Temperatur gegebenen maxi- 
malen Gitterfrequenz rechnen, so hatte man hier etwa 


= O5Fsax Mit GurwkOlic 


zu setzen; doch ware dieser Ansatz 1m Sinn des hier behandelten Kon- 
tinuumsmodells inkonsequent, so da im folgenden die Widerstands- 
formel (8) mit dem durch (9) gegebenen x-Wert benutzt werden soll. 

In diese Formel gehen auBer universellen Naturkonstanten, der 
Temperatur und der Dichte der Leitungselektronen m) nur die Massen- 
dichte des Materials ~, und die Geschwindigkeit von Kompressionswellen 
in diesem Material c ein, und zwar in der Verbindung wyc®. Fiir Alkalien 
ist es naheliegend, mit einem freien Elektron pro Atom zu rechnen. 
MeBwerte der Schallgeschwindigkeit in polykristallinen Alkalien standen 
nicht zur Verfiigung, so daB c aus der kubischen Kompressibilitat 7 und 
dem Torsionsmodul G nach der Formel 


21,4 10 
Ho & 4 =o 3 G (10) 
A ee 
Lee P, 
fiir alle Alkalien aus Messungen von BripGMAN bekannt, G dagegen nur 


berechnet wurde. y ist einschlieBlich der Druckabhangigkeit 


1 Vgl. z.B. Berne, H.: Handbuch der Physik, 2. Aufl., XXIV/2. 1933. Zur 
Behandlung des elektrischen Widerstandes bei tiefen Temperaturen siehe BussE, 
C.-A.: Kélner Diss. 1954. 
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fiir Na und K!. Die Gy-Werte fiir Rb und Cs wurden hieraus extra- 
poliert, wobei der Gang von Gy in anderen Gruppen des periodischen 
Systems zugrunde gelegt wurde. Der hierbei gemachte Fehler diirfte 
kaum wesentlich sein, da 4G /3 selbst nur einige Zehntel betragt. Ebenso 
diirfte es keinen groBen Fehler bedeuten, wenn man von der Druck- 
abhangigkeit von G neben der von x absieht. 

Mit diesen Werten, sowie den tibrigen Materialkonstanten ergibt sich 
fiir die Alkalien (ohne Lithium) bei 0° C die Tabelle 1. 


Tabelle 1. 
| F | | > | | 4 ae 
, ; % in 4G; ee 
Bo Ne | ain A | x Sa) a rarat ea 3GXx Ne ese: 
| 1022 cm-3 | 0 te *° cm? dyn | | 10-8 cm? kp 
| | | | 
Na | 2,62 | 0,67 153 0,163 0,40 as 57 
= | | | | 
i | 1,33 O75 1-225 0,363 0,32 =D 
Rb | 4,4 0,78 | 4,445 0,530 (0,24) — 140 
Csr 0,85 0,81 MOS) 0,713 (0,16) — 300 


Damit findet man fiir den Widerstand R bzw. seine relative Druck- 
abhangigkeit die Werte der Tabelle 2. 


Tabelle 2. 


1) Gk 


Rin Qem a 
: R dp 


in 10~-*§ cm? kp~? 


gemessen 


berechnet berechnet 


gemessen 


Wie der Vergleich mit den MeBwerten zeigt, ist die Ubereinstimmung 


in R als recht gut zu bezeichnen und in oe immerhin noch bemer- 
kenswert. 4 


Durch die gleiche Rechnung fiir die Metalle der ersten Nebengruppe 
(Cu, Ag, Au) ergeben sich etwa um den Faktor 2 bis 4 zu kleine Wider- 
stande. Noch gréBere Diskrepanzen findet man bei den tibrigen Metallen. 
Offenbar ist bei ihnen die Idealisierung des Problems durch das Rechnen 
mit freien Leitungselektronen nicht mehr zulassig, da sich bei diesen 
Metallen der hier zunachst vernachlassigte Gitteraufbau der Kristalle 
in Form von BracGschen Reflexionen bzw. von erlaubten und verbotenen 
Energiebandern auswirkt. DaB diese Effekte bei den Alkalien keine 


1 Zahlenwerte aus I. D’Ans und E. Lax, Taschenbuch fiir Chemiker und 
Physiker, 
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wesentliche Rolle spielen, liegt zum Teil an der speziellen Gitterstruktur 
dieser Metalle, im wesentlichen aber an ihrer niedrigen Tonisierungs- 
spannung. 

Wie brauchbar die hier vorgetragene vereinfachte Behandlungs- 
methode auch zur Ermittlung anderer Materialeigenschaften der Alka- 
lien sein kann, moége die folgende Berechnung der Geschwindigkeit von 
Longitudinalwellen in diesen Metallen zeigen. Dieser Berechnung liegt 
die Annahme zugrunde, daB die Schwingungen des Ionenkontinuums, 
beschrieben etwa durch die ebene Welle (1), riickgekoppelt durch das 
von dieser Welle erzeugte Po- 
tential ® nach (4), bzw. durch Tabelle 3. 
die auf das Volumelement 6V 
wirkende elektrische Kraft 


c in 10° cm sec! 


eth 5 V grad D bedingt oe — berechnet nach (11) | bestimmt nach (10) 
den. Dann kommt man zur Na 3,04 2,98 
Gleichung K 1,84 2,06 

dys Rb 1,18 1,23 
My OV _ = — 0, 6V grad @, Cs 0,86 0,92 


bzw. durch Einsetzen von (1) und (4) fiir Longitudinalwellen zur Be- 
ziehung 
ed a ol 

a ig tage 

Sie fiihrt bei extrem kurzen Wellen (4,g=>>1) zu einer konstanten 
Schwingungsfrequenz w = \/4z 05/9. Fir langere Wellen wird w ab- 
hangig von der Schallwellenlange A und fiihrt im Fall ajqg<1, d.h. fiir 
A>5A zu einer konstanten Schallgeschwindigkeit 


yur tes (= a5 (14) 
Ho 


Der Vergleich mit den aus (10) bestimmten Werten, berechnet auch hier 
unter der Annahme eines freien Elektrons pro Gitterion (vgl. Tabelle 3), 
zeigt eine bemerkenswerte Ubereinstimmung. 


Koln, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 
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Das Elektronenkontinuum in der Sdule 
des Hochstromkohlebogens und in anderen Bégen. 


Von 
H. MAECKER und T. PETERS. 
Mit 12 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 19. Juni 1954.) 


Aus der Kramersschen Theorie ergibt sich fiir die kontinuierliche Strahlung eines 
Plasmas ein frequenzunabhangiger Verlauf bis zu einer Grenzfrequenz v,, die dem 
Termabstand von der wahren Jonisierungsgrenze bis zu dem Term entspricht, bis 
zu welchem die Folge der Terme als hinreichend dicht angesehen werden kann. 
Von dieser Grenze aus fallt die Kontinuumsintensitat nach gréBeren Frequenzen 
hin mit exp(—hv/k T) ab. Dieser Abtall wird im Spektrum der Hochstrombogen- 
sdule nach eigenen Messungen und im Ar-, Kr-, Xe- und Hg-Bogen auf Grund 
anderer Messungen nachgewiesen. Beim Vergleich zwischen Theorie und Messung 
des Kontinuums stimmt die Absolutintensitat einigermaBen (bis auf etwa Faktor 2) 
iiberein, dagegen ist die Forderung der Frequenzunabhangigkeit nicht immer 
voll erfillt. Der Verlauf des Kontinuums in der Umgebung der Grenzfrequenz 
(ohne Riicksicht auf die Absolutwerte) l4Bt sich mehr oder weniger gut durch eine 
KIRCHHOFF-PLANCK-Funktion approximieren. Die so bestimmte Farbtemperatur 
liegt wesentlich unter der wahren Temperatur der Entladung. Man darf daher 
derartige Lichtquellen nicht als Graustrahler bezeichnen. Wegen der Abhangigkeit 
der Kontinuumsintensitat von N, ergibt eine Absolutmessung des Kontinuums 
die Elektronenkonzentration N, und tiber die Sana-Gleichung recht genau die 
wahre Temperatur. 


I. Problemstellung. 


Die kontinuierliche Emission bei Begegnung eines Elektrons mit 
einem positiven Ion der Ladung + Ze ist zuerst korrespondenzmaBig von 
H. A. KrAMers [1] berechnet worden. Seine Formeln, die durch eine 
verfeinerte quantenmechanische Theorie im wesentlichen bestatigt 
wurden, sind von A. S. EDDINGTON [2] und E. A. MILNE [8] auf Pro- 
bleme des Sterninneren und der Sternatmospharen angewandt worden. 
Spater hat W. FINKELNBURG [4] das Kontinuum in stromstarken Gas- 
entladungen ebenfalls als Elektronenbrems- und Rekombinationsstrah- 
lung gedeutet. SchlieBlich hat A. UNséLpD [5] die Frequenzunabhangig- 
keit der Kontinua in derartigen Entladungen nachgewiesen. Diese Aus- 
sage gilt allerdings nur in einem begrenzten Spektralbereich, was nicht 
immer klar erkannt worden ist, obwohl bereits W. FINKELNBURG und 
O. TH. Hann [6] darauf hingewiesen haben. Um die Voraussetzungen 
dieser Theorie und die daraus folgenden Giiltigkeitsgrenzen nochmals zu 
unterstreichen, soll hier zunachst eine ganz kurze Ableitung der Theorie 
gebracht werden. Der anschlieBende Vergleich dieser Berechnungen mit 
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eigenen Messungen am Hochstromkohlebogen und solcher anderer 
Autoren an Ar-, Hg-, Kr- und Xe-Bégen wird dann zeigen, inwieweit 
Theorie und Experiment in Einklang stehen. 


II. Theoretische Berechnung des Kontinuumsverlaufs. 


Nach der KrAmeErsschen Theorie betragt der kontinuierliche Ab- 
sorptionskoeffizient, bezogen auf ein Ion der Ladung + Ze und ein ab- 
sorbierendes Elektron der Geschwindigkeit v pro cm3 


42 Z? @& 1 
| = (1) 


aa homtv 
313 c t 


Der Absorptionskoeffizient hangt also sowohl von der Geschwindigkeit v 
des absorbierenden Elektrons, als auch von der Frequenz » des einge- 
strahlten Lichtes ab. Fiir N; Ionen pro cm? und AN, Elektronen im 
Geschwindigkeitsintervall Av gilt dann mit der MAXweELt-Verteilung 


L) 1600" epee N 


33 ch(axnm)! (kT)! 


Sy 
a 

| 
Bw 
= 


(2) 


wobei mv?/2kT =u gesetzt worden ist. 

Um den Beitrag aller Elektronen zur frei-frei-Absorption bei der 
Frequenz vy zu erhalten, miissen wir tiber den gesamten (positiven) 
Energiebereich integrieren. 

Der Absorptionskoeffizient pro cm wird dann 


5 ae 6 72 } . 
aGgerte Lace —* ala : : fetau 
SYS? CRA mE RTE F 


16m? e® Z2_—s—sCOWN N;, 1 
tal Si 


(3) 


~ 33 chlanm)! (ety! » 

Mit Hilfe des KircHHoFFschen Satzes gelangt man vom Absorptions- 

zum Emissionskoeffizienten, wobei noch zu beriicksichtigen ist, daB der 

Anteil der erzwungenen Emission bei Annahme kleiner Strahlungsdichte 

durch den Faktor (1—e~"”'*") ausgeschaltet werden muB: 

ni, Dope, CELE aan ie Ny 
3/3. (2am)? (kT)? 


= 6,36- 40787 22» NeNs . g—avih2 | ( ) 
(RT)! 


» eh vk 


/ —hv{kT 
é, = #, By = %,(1- Cane ed 


(frei-frei-Strahlung). 
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Aus der Art der Ableitung dieser Formel geht hervor, daf die Wechsel- 
wirkung der Elektronen untereinander nicht beriicksichtigt ist. DieseWech- 
Ley 4ace2 NE 


selwirkung fiihrt aber zu einer Plasmaeigenfrequenz v, = 57 pee 


die im allgemeinen von langen Wellen bis zum Zehntelmillimetergebiet 
reichen kann. Der Dampfungsfliigel dieser ,,Plasmaschwingungslinie” 
miindet asymptotisch in den durch Gl. (4) beschriebenen Verlauf ein. 


Zur naherungsweisen Berechnung der kontinuierlichen Gesamt- 
strahlung einschlieBlich der Rekombinationskontinua kénnen wir Gl. (2) 
im Sinne der Korrespondenzbetrachtung formal auch auf die negativen 

Energiewerte der gebundenen 
hihi Elektronen erweitern. Dazu be- 
ff, b Kort =kone/ (Oye ; > a 
BA Sy pom trachten wir ein modellmaBiges 
4 fifi Bie . . 

E=0 lonisierungs- Termschema (Fig. 1).  Liegen 

grenze eS “i i i 

ie an den_ kontinuierlichen 

E<0 Energiebereich anschlieBenden 

Terme hinreichend eng beieinan- 

7 der, z.B. bis zu einem Wert hy 

hy; =£;=[onisierungs- pe § 

ererge von der Ionisierungsgrenze an- 

gerechnet, so kann die Inte- 

gration in Gl. (3) bis zur un- 

teren Grenze —hy,/kT=— u, 

Grundzustand erweitert werden. Daraus folgt 
Fig. 1. Schematisches Termschema. ee 

fir y,<v<», 


= 167% ce (Z + s)? Ne Nj 1 el r/R 
3/3 ch(2mm)? (kT)s 


(5) 


Das Z? in Gl. (3) ist zu ersetzen durch (Z + s)?, weil die Elektronenbahnen 
teilweise in die Elektronenhiille eintauchen und dort einem stirkeren 


Feld ausgesetzt sind. Dieser Faktor driickt also die Abweichung vom 
Wasserstoffmodell aus. 


Der Zahlenwert fiir (Z +s)? darf jedoch nicht aus den Termdefekten 
gegen Wasserstoff entnommen werden, weil es in diesem Fall fiir die 
Energieberechnung auf die Mittelung tiber 1/r (ry = Radius-Vektor der 
Elektronenbahn) ankommt, wahrend zur Bestimmung der Ubergangs- 
wahrscheinlichkeiten iiber 7? zu mitteln ist. Hier bekommen also die 
kernfernen Gebiete relativ groBes Gewicht und das (Z + s)? wird kleiner. 
Man wird also auf jeden Fall sagen kénnen, daB das (Z-+s)? fiir das 
Kontinuum zwischen dem aus dem Termdefekt nach der Formel 


(Zines eng 28 er — (6) 
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(1 = Hauptquantenzahl; FE, = Ionisierungsenergie; E,, = Anregungs- 
energie; E;;,;—= Ionisierungsenergie des Wasserstoffs) bestimmten, und 
Z* legen sollte. 

Zur Berechnung des entsprechenden Emusstonskoeffizienten bedienen 
wir uns wieder des KircHHoFFschen Satzes nach Gl. (4). Fir WV, 
ergibt sich demnach die frequenzunabhangige Form : 


2272 e§ (Z + s)2 N.N » SS 
ca es ia ere = 60> 10° 4?- (Z + s\2- 
(a t)* . 


(Gesamtkontinuum vor der Grenzfrequenz). 


N,N; 


1 


(kT)? (7) 


3 | 3 c (2am) 


Da unterhalb von fy, zunachst keine Terme mehr folgen, bleibt die 
untere Grenze des Integrals in Gl. (3) fest auf —u,, so daB der Ab- 
sorptionskoeffizient allein mit 1/7? loge, ; 
abfallt, wahrend die e-Funktion in | ------- 
Gl. (5) den festen Exponenten hy,/kT 
erhalt. Der zugehdrige Emissions- AE; 


f 
' 
| 
' 
' 
' 


ae R a Hauptserien- 
koeffizient fallt dann fiir Frequenzen vi grence. 
: 5 I | | 
r > y \ T 5 os 
>, wie exp (—hvy/kT) ab (Fig. 2), a oe ue ee 


wie eine eintache Rechnung mit Fig. 2. Verlauf des Gesamtkontinuums mit der 


dem Kircusorrschen Satz zeigt:  P7eaucn? che Berlicksichtipung von (2 +s)" 
5 (schematisch). 


mw OZ + sl? NENG, yhiaT-(vg—»); 
| (7a) 


(Gesamtkontinuum hinter der Grenzfrequenz). 


Beim Fortschreiten nach hoheren Frequenzen hin treten die Grenz- 
kontinua der isohert legenden Terme additiv hinzu, der Abfall des 
Absorptionskoeffizienten mit 1/v? bleibt aber nach jeder Kante erhalten. 
Das gleiche gilt fiir den Abfall des Emissionskoeffizienten mit 
exp (—hyv/kT). 

Es ist zu beachten, daB die Jonisierungsgrenze auf Grund der von 
den Ladungstraégern erzeugten Mikrofelder im Plasma und der daraus 
resultierenden Verbreiterung der obersten Terme um einen Betrag AE; 
herabgesetzt wird. Die ausgezeichneten Energiewerte hy,, hy,,... 1m 
Termschema sind demnach von dieser effektiven Ionisierungsgrenze 
(E;—AE;) ab zu rechnen. In Fig. 2 ist dieser Effekt des Ubergreifens 
der Seriengrenzkontunua zu kleineren Frequenzen durch die gestrichelten 
Linien angedeutet. Da die Abszisse in v-Einheiten angegeben ist, werden 
die Kanten gerade um J4E,/kT vorgezogen. Schreiben wir Gl. (7) mit- 
tels der SAHA-Gleichung um, so folgt: 


_ 64? OZ +58)? AN pp. obi A EW /AT 
(U, bzw. U,= Zustandssumme des Ions bzw. des Resey | 
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Ersetzt man den Partialdruck der Neutralteilchen Nj’ 7 naherungs- 
weise durch den Gesamtgasdruck #, so gilt der daraus entstehende Aus- 
druck nur fiir ein schwach ionisiertes Gas, eine Einschrankung, die ge- 
legentlich in der Literatur nicht beachtet worden ist. 


Zusammenfassend soll noch einmal hervorgehoben werden, da die 
Frequenzunabhangigkeit des Emissionskoeffizienten nur bis zu einer aus 
dem Termschema des betreffenden Elements zu entnehmenden Grenz- 
frequenz y, gilt. Diese Frequenz ist so zu wahlen, dal die Termenfolge 
zwischen der Ionisierungsgrenze und der Energie y, als hinreichend dicht 
angesehen werden kann. Nach héheren Frequenzen hin fallt dann e, ~ 

exp (—hv[kT) (bzw. x,~1/9%) 


ae 1 4 lonisierungs- ab, bis sich ein neues Rekom- 
grenze 
| 


Kanten der binationskontinuum — tiberlagert 
Grenzkontinua im Gichh 
sichtbaren und Termtoge ee 
Sotinalbenh Nach Gl. (7) ist die Intensitat 
re des Kontinuums um so gréBer, je 
aes SS SS Grundzustand As , “ 
I I - hoher die Ladungstragerkonzen- 


Bigs) Binteilans GecPermachemataimcrerTypens  CLAuIOUN ict, adel, = Was elacmeaer 

SAHA-Gleichung und nach Gl. (8) 
dasselbe ist, je héher die Temperatur und je kleiner die Ionisierungs- 
spannung des Plasmas ist. Da auBerdem (Z-+s)? schwach mit der 
Ordnungszahl steigt, werden schwerere Elemente auch ein starkeres 
Kontinuum zeigen. 


Betrachtet man nun die verschiedenen Atomarten hinsichtlich der 
Strahlungseigenschaften im sichtbaren und ultravioletten Bereich, dann 
kann man grob schematisch eine Einteilung in drei Gruppen vornehmen 
(ig. 3). Zur ersten Gruppe sollen diejenigen Elemente zahlen, die eine 
ziemlich aufgelockerte Termfolge besitzen, bei denen eine frequenz- 
unabhangige Emission also nur im Ultraroten zu erwarten ist, wahrend 
im ibrigen Spektralbereich ein ziemlich zerkliiftetes Gebirge von tiber- 
einandergelagerten Einzelkontinua erscheint. Hierzu gehoren H, He, 
die Gruppen I, IT (z. B. Hg) und ein Teil der III. Gruppe des periodischen 
Systems. Bei dem zweiten Typ von Elementen folgt auf eine praktisch 
dichte Termfolge, die weit ins ,,Sichtbare“ hineinragt, kein weiterer 
Anregungszustand mehr bis zum Grundterm. Auf eine konstante Emis- 
sion vom fernen Ultrarot bis etwa 4000 A folgt also der beschriebene 
Abfall bis zur Hauptseriengrenzfrequenz. Diese Gruppe umfaBt im 
wesentlichen die Edelgase auBer He, die Halogene, dann aber auch schon 
die jeweils vor den Halogenen stehenden Elemente bis zur IV. Gruppe 
(z. B. C), bei denen im Gegensatz zu den Edelgasen und Halogenen aller- 
dings noch einige Anregungszustande in der Nahe des Grundzustandes 


hegen, die den Charakter der Strahlung im interessierenden Spektral- 
bereich aber nicht andern. 
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SchheBlich wollen wir in 
einer III. Gruppe alle die 
jenigen Atomarten zusam- 
menfassen, die sich durch 


eine hohe Multiplizitat der 


Terme  auszeichnen. Die 
Termfolge ist hierbei bis in 
die Nahe des Grundzustan- 
des als dicht zu betrachten, 
so daBb die Frequenzunab- 
hangigkeit der kontinuier- 
lichen Emission durch das 
gesamte Spektrum hindurch 
fast bis zur Hauptserien- 


grenzfrequenz gelten sollte 
Hierher gehoren die Elemente 
der Gruppen IIIa bis VIla 
und die sonstigen Ubergangs- 
elemente (Eisen- und Platin- 
metalle). 


III. Das Kontinuum 
in der Sdule 
des Hochstromkohlebogens. 

Zur Priifung dieser Theo- 
rie soll das Kontinuum des 
Kerns in der Sdule des 
Hochstromkohlebogens das 
erste Objekt der Untersu- 
chung sein. Der Hochstrom- 
kohlebogen zeichnet sich be- 
kanntlich [7] dadurch aus, 
daB er auBer einer 4uBeren 
gelben CaO-Aureole und 
einer inneren violetten CN- 
Aureole einen  hellweiBen 
Kern besitzt, dessen Spek- 
trum neben einigen hochan- 
geregten Linien ein kraftiges 
Kontinuum zeigt. DaB der 
Kern raumlich so scharf be- 
grenzt erscheint, wie es z. B. 
in Fig.4 von [7] zu erkennen 
ist, liegt nicht so sehr an 


Fig.4. Querspektren von der Saule des 200 Amp-Kohlebogens 
1,4 cm tiber der Kathode (linke Spektren), Strahlungsnormal 
(rechte Spektren) 
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einem besonders steilen Temperaturanstieg am Rande des Kerns, 
sondern an dem steilen Intensitadtsanstieg mit der Temperatur ge- 
maiB Gl. (8). Das Kontrastempfinden des Auges tut ein ubriges. Die 
eroBere Helligkeit des Kontinuums gegentiber den anderen Aureolen 
ist in der Tatsache des Kontinuums an sich begriindet, weil es im 
Spektrum einen viel gréBeren Bedeckungsgrad hat als die Linien oder 
3anden der Aureolen. 


In [7] ist die radiale Temperaturverteilung im Hochstromkohlebogen 
von 200 Amp in einem Querschnitt 1,4 cm iiber der Kathode bestimmt 
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Fig. 5. Intensitdtsverhiltnis vom Bogenkontinuum J®°8*" in der Bogenmitte (x=0) zum Strahlungs- 


normal Iyopma) als Funktion der Frequenz, Daraus die Absolutintensitat cee und entsprechende 


Messungen (relativ) von TER Horst und Rutcers [10]. 


worden. Fir die vorliegende Abhandlung wurde nun auch die absolute 
Intensitat des Kontinuums gemessen, indem mit einem Glas- bzw. Quarz- 
spektrographen (1 Prisma) Queraufnahmen von dem gewahlten Quer- 
schnitt gemacht und mit demselben Strahlengang Eichaufnahmen 
vom Krater der Kohlebogenanode nach McPHERSON [8] und EULER [9] 
als Normalstrahler genommen wurden. Intensitatsunterschiede sind mit 
rotierenden Sektoren meBbar tiberbrtickt. Die Belichtungszeit betrug 
fur alle Einzelaufnahmen 41sec. Eine so gewonnene Aufnahme zeigt 
Fig. 4. Zur Auswertung wurden alle Spektren der Lange nach in der 
Mitte photometriert und zunachst diejenigen Stellen herausgesucht, die 
gleiche Schwarzung im Kontinuum des Hochstromkohlebogens und des 
Normalstrahlers zeigten. Demgem4B8 eriibrigt sich fiir diese Punkte die 
Benutzung einer Schwarzungskurve. Das Verhiltnis der Abschwachungs- 
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faktoren fiir die verglichenen Spektren ist dann zugleich das reziproke 
Intensitatsverhaltnis zwischen dem Bogenkontinuum und dem Normal- 
spektrum bei der Frequenz », bei der die Gleichheit der Schwarzung fest- 


Bogen 


gestellt ist. Dieses Verhaltnis —“—" (x0 ist Mitte des Bogens, von 


Normal 
auBen gesehen) ist in Fig. 5 als Funktion der Frequenz graphisch dar- 
gestellt. AuBerdem sind eine groBe Zahl von Zwischenwerten, die durch 
Interpolation gewonnen sind, mit eingetragen. Multipliziert man diese 
MeBwerte mit der absoluten Intensitat des Normalstrahlers (im Frequenz- 
maB), dann ergibt sich die absolute Intensitat des Kontinuums in den- 
selben Einheiten wie beim Normal, und zwar fiir die aus der Mitte des 
Bogens austretende Strahlung, die natiirlich noch von Schichten ver- 
schiedener Temperatur vor und hinter der Bogenachse stammt. Ahnliche 
Messungen sind von TER Horst und RutceErs [J0] am parallel zur Achse 
angeblasenen Hochstromkohlebogen mit Wechselstrom gemacht worden. 
In ihrem relativen Verlauf decken sich beide Messungen von 6000 bis 
3300 A recht gut; von der Aufgabelung im UV wird noch die Rede sein. 
Ware nun der Bogen ein homogen erfiillter Kanal, dann brauchte 
man die Intensitat nur durch dessen Durchmesser zu dividieren, um 
den Emissionskoeffizienten ¢, in erg/sec - cm? + sterad A y, also die je cm?, 
Raumwinkel- und Frequenzeinheit ausgestrahlte Leistung zu erhalten. 
Tatsachlich liegt aber eine radiale Intensitatsverteilung vor, so daB die 
in der Mitte des Bogens (x = 0) beobachtete Strahlung aus sehr verschieden- 
artigen Schichten stammt. Ordnen wir jeder Schicht dy den Emissions- 
koeffizienten ¢,(v) zu, dann ist die in der Bogenmitte beobachtete Inten- 
sitat (s. [7], Fig. 3 und Gl. (1))# 
io) 
i{(g=0) =2f2,(r\ ar. (9) 
0 
Da wir uns nur fiir die ausgestrahlte Leistung in der Bogenachse inter- 
essieren, definieren wir einen effektiven Bogendurchmesser d so, dab 
der Emissionskoeffizient in der Achse ¢,(7=0) multipliziert mit dem 
effektiven Durchmesser d die beobachtete Intensitat in der Bogenmitte 
T(x) ereipt: 
I(x =0)=2fe,(ry)dr=d-e,(r=0), (10) 
0 
woraus folgt 
Ieee (11) 
éy (7 = ) 


Zur Ermittlung dieses Verhaltnisses, bei dem es auf die Wahl der Inten- 
sitatseinheiten naturgema8 nicht ankommt, wird das aufgenommene 


1 Druckfehler in [7]: In Gl. (4) ist der Faktor x vor der Wurzel \?e- a? im 
Nenner zu beseitigen. 
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Bogenkontinuum an vielen Stellen quer photometriert, auf relative 
Intensitat umgezeichnet und aus der ABELschen Integralgleichung (siehe 
[7], Gl. (4)) der Emissionskoeffizient berechnet. Das Verhaltnis der be- 
obachteten Intensitat in der Bogenmitte J(~=0) zu dem berechneten 
Emissionskoeffizienten in der Achse e, (7 = 0) ist dann der effektive Bogen- 
durchmesser d. Dieses Verfahren ist in Fig. 6 fiir einen Fall erlautert. Es 
fiihrt zu einem Gang der effektiven Bogendicke mit der Frequenz, wie 
er in Fig. 7 gezeichnet ist. Man kann nun den Bogen als homogen er- 
fillten Kanal mit dem Durchmesser d auffassen. Dividiert man die 
absoluten Intensitaten des Kontinuums in Fig.5 durch d, so erhalt 
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Fig. 6. Umrechnung der beobachteten Querverteilung I (x) Fig. 7. Effektiver Bogendurchmesser d fiir 
auf die radiale Verteilung e(7) und Bestimmung das Kontinuum als Funktion der Frequenz. 


des effektiven Bogendurchmessers d. 


man nach Gl. (11) den absoluten kontinuierlichen Emissionskoeffizien- 
ten e, in der Achse des Bogens. Diese Methode ist véllig streng und auch 
davon unabhangig, ob sich um den Kern des Bogens noch eine Hiille, 
die ein Molekilkontinuum abstrahlt, befindet. Die so umgerechneten 
Mefpunkte sind in Fig. 8 eingezeichnet. 


Bisher wurde kein Gebrauch von der gemessenen Temperatur und 
Elektronendichte gemacht. Erst beim Vergleich mit dem theoretischen 
Verlauf benétigen wir die in [7] gemachten Angaben fiir die Bogenachse 
N,==7,2°410'*cm-> und T=410900 °K:.. Damit k6énnen wir zunachst 
nach Gl. (7) den Emissionskoeffizienten im frequenzunabhiangigen Spek- 
tralbereich zu 2,5-410 7 c.g.s. berechnen unter Vernachlassigung des 
Faktors (Z--s)?. Zur Bestimmung der Grenzfrequenz y,, bis zu der 
dieser konstante Wert gilt, erinnern wir uns der in [7] gemachten Be- 
obachtung, da am Plasma 30% C, 55% N und 15% O beteiligt sind. 
Der Beitrag dieser Komponenten zum Kontinuum richtet sich auBerdem 
noch nach der Ionisierungsspannung. Dementsprechend geben wir mit 
einer gewissen Willkiir dem C mit E;= 11,28 eV ein Gewicht von 60%, 
dem N mit Z;=14,45 eV ein solches von 20% und dem O mit E,;= 
13,57eV ebenfalls 20%. Nach diesen Gewichten teilen wir das oben 
berechnete ¢, auf, fiihren die horizontalen Geraden bis zur jeweiligen 


id 
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Grenzfrequenz und lassen dann e, gemaB Gl. (7a) mit exp (—/v/kT) ab- 
fallen. Die Grenzfrequenzen der drei Elemente entnehmen wir den 
Termschemen (Fig. 9) unter Beriicksichtigung der Erniedrigung der 
Ionisierungsspannung von 0,33 eV. Danach gilt fiir C: v, = 0,843 +10); 
fiir N: ¥, = 0,95-10"%; und fir O: ¥, = 1,007-10%. Die Summe der 
Einzelkontinua ergibt dann den theoretisch zu erwartenden Verlauf 
des Gesamtkontinuums. Er ist 
in Fig. 8 mit eingezeichnet, 
allerdings um 20% verkleinert, 
um eine méglichst gute Deckung 
dieser Kurve mit den MeB- 
punkten zu erzielen. 
Ubereinstimmend mit den 
Aussagen der Theorie fallt die 
Intensitat des Kontinuums jen- 
seits der Grenzfrequenz stark 
ab und zwar etwa mit der 
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Fig. 8. Emissionskoeffizient in der Achse des 200 Amp-Kohlebogens (Punkte). Theoretische Kurve, um 
20% herabgesetzt (ausgezogen), Beides als Funktion der Frequenz, 


Fig. 9. Termschemata der Elemente C, N und O, 


Grenzfrequenz sollte theoretisch das Kontinuum ohne Beriicksichtigung 
von (Z +s)? konstant sein. Diese Forderung wird von den MeBpunkten 
innerhalb der MeBgenauigkeit ganz gut erfiillt, wenn man von den 
einzelnen AusreiBern im Roten absieht. Die kleine Abweichung im 
Absolutbetrag um 20% tiberschreitet weder den Genauigkeitsbereich der 
Theorie, noch den der Messung (10% Fehler im N,-Wert geben 20% 
Fehler in der berechneten Intensitat). 

Ein Wort mége noch iiber die Breite des Bogens, gesehen im Lichte 
des Kontinuums, gesagt werden. Fiir Frequenzen vor der Grenzfrequenz 
sollte nach Gl. (7) ety) N?(”) |Tosx 


€max a NZ, max V Ty) 


(12) 
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sein, d.h. die relative Querverteilung des Kontinuums sollte unabhangig 
von der Frequenz sein. Bei gutem Willen kann man auch diese Konstanz 
aus Fig. 7 herauslesen. Oberhalb der Grenzfrequenz gilt nach Gl. (7a) 


ED) g— hohe (1/T() 11 Tmax). (13) 


Emax 


es sollte also die Querverteilung mit zunehmender Frequenz schmaler 
werden. Ganz im Gegensatz zu dieser Erwartung steigt in Fig. 7 der 
Bogendurchmesser mit der Frequenz an. Diese experimentelle Fest- 
stellung kénnen wir nur mit der Annahme erklaren, daB der Bogenkern 
mit seinem Elektronenkontinuum noch von einer Aureole mit einem 
Molekiilkkontinuum umgeben ist. Durch unsere Umrechnung auf die 
Achsenverhiltnisse mit der ABELschen Integralgleichung ist der EinfluB 
dieser Aureole ausgeschaltet. Bei TER Horst und Rutcers (I. c.) da- 
gegen, die mit einem konstanten mittleren Bogendurchmesser rechnen, 
fiihrt diese Erscheinung zur Anhebung der Intensitatskurve bei héheren 
Frequenzen. In der gleichen Richtung wirkt bei den genannten Autoren 
die wesentlich héhere Temperatur von 16000 °K. Aus diesen beiden 
Grtinden scheint die Aufgabelung der Intensitatskurven in Fig. 5 wenig- 
stens qualitativ verstandlich. 


IV. Kontinuum der Edelgase. 


Einige weitere experimentelle Daten iiber die kontinuierliche Strah- 
lung legen vor an den Edelgasentladungen. In den Termanordnungen 
der Elemente Ar, Kr und Xe existieren im AnschluB an eine relativ 
dichte Termfolge — bis etwa 4 eV unterhalb der Ionisierungsgrenze — 
iiberhaupt keine weiteren Anregungszustande mehr (Typ II). 

Beriicksichtigen wir noch die Erniedrigung der Ionisierungsenergie, 
die je nach Elektronendichte im Entladungsplasma etwa 0,5 bis 1 eV 
betragen kann, so folgt, daB die Integration in Gl. (3) nur bis zu (nega- 
tiven) Energiewerten von 3 bis 3,5 eV erlaubt ist. Entsprechend wird 
eine nahezu konstante Intensitatsverteilung im Spektrum nur bis zu 
Wellenlangen von 3500 bzw. 4000 A vom Ultraroten kommend zu er- 
warten sein. Im anschlieBenden UV fallt nach der Theorie dann die 
Intensitat mit exp (—hv/k T) bis zur Kante des Hauptseriengrenzkonti- 
nuums ab. Die Messungen zeigen bereits im Sichtbaren eine abfallende 
Tendenz der kontinuierlichen Strahlung, was offensichtlich damit zu- 
sammenhangt, da die Voraussetzungen fiir die Theorie infolge einer zu 
starken Auflockerung der Termfolge nicht mehr in vollem Umfange 
gegeben sind. Da nach Gl. (7a) 


dln €, h 
dv ORT (14) 
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ist, kann der gemessene Intensitatsabfall im UV direkt zur Temperatur- 
bestimmung in den Entladungen herangezogen werden. Wir wollen 
zunachst die Theorie speziell auf die von P. Scnurz [17] und H. Krenre! 
gut durchgemessene 160 W-Xenonlampe anwenden und zur Temperatur- 
bestimmung benutzen. Nach den Messungen hat die Kontinuumsinten- 
sitat eine Verteilung wie ein schwarzer Kérper von rund 5500 °K (Fig. 10). 
Aus dem Abfall im UV ergibt 


sich nach Gl. (14) eine wahre ee | i 
Temperatur von 7400 °K. KP-Fonktion 

Einen weiteren Temperatur- “> . E 5 500K 
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: - Fig. 10. Intensitatsverteilung des Kontinuums in der 

die Grenzé zwischen frequenz- 460 w-xe-Lampe. (Nach P, Scuurz und H. Ktentz.) 

unabhangigem und abfallendem 

Teil der theoretischen Strahlungsverteilung darstellt, konnen wir den 

gemessenen Wert fiir B?°°° fiir ¢,/ in Gl. (7) einsetzen. 
Man erhalt dann mit N,=N; 

N2 Jape ae 


\kT 636-1087 (ZF speed 


(15) 


Da die Schichtdicke / des strahlenden Plasmas nicht genau bekannt ist, 
sind wir auf eine Schatzung angewiesen: die Bogenlange in der 160 W- 
Lampe betragt etwa 2mm. Es ist daher aus der Bogenform zu schlieBen, 
daB der effektive Durchmesser der strahlenden Schicht ebenfalls zu 
12mm angesetzt werden kann. Setzen wir noch fiir den Faktor (Z +- s)? 
den plausiblen Wert 2 ein und rechnen die linke Seite von Gl. (15) mit 
der SAHA-Gleichung (P= 25 Atm) um, so folgt daraus eine wahre Tem- 
peratur von 7800 °K in befriedigender Ubereinstimmung mit der aus 
dem Abfall im UV bestimmten Temperatur. 

Bekanntlich ist die Elektronendichte und somit auch die Strahlungs- 
intensitat sehr stark von der Temperatur abhangig, so daB umgekehrt 
selbst ein Fehler um einen Faktor 2 in der Schatzung des Ausdruckes 
(Z-+-s)?-7 in Gl. (15) nur eine Temperaturanderung um 250°K bewirkt. 


1 Nach persénlichen Mitteilungen. 
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Weiterhin hat K. Larcué in einer kiirzlich erschienenen Arbeit [12] 
Strahlungsmessungen von E. B6u an der 1000 W-Xenonlampe XBO 1001 
veroffentlicht (s. Fig. 11). Der Abfall des Kontinuums im UV ergibt 
dabei eine Temperatur von 10000 °K, wahrend der Absolutwert der 
Leuchtdichte von 4-104 Stilb auf eine Temperatur von etwa 9500 °K 
schlieBen laBt. (Dieser Wert ist wegen mangelnder Kenntnis der Schicht- 
dicke wieder etwas unsicher.) 

Die Messungen an den Xe-Lampen zeigen also in Ubereinstimmung 
mit der Theorie von der Grenzfrequenz an einen Intensitatsabfall mit 

cgs exp (—h»/kT). Im Bereich 
oe (pee Se, | vor der Grenzfrequenz da- 
y ; gegen, in dem die Intensitat 
unabhangig von der Frequenz 
sein sollte, fallt der Vergleich 
zwischen Theorie und Mes- 
sung nicht so befriedigend 
aus. Trotzdem stimmen die 
(T= 10000°K)* gemessenen Absolutintensi- 
XBO 1001 \ taten mit den nach Gl. (7) 
berechneten innerhalb eines 
Faktors 2 zusammen. 
Die Kontinuumsmessun- 
Oy oi ae te ae SEME gen an Kryptonlampen [13] 


Kk. P-Ffunktion 
6900°K 
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Fig. 11. Intensitatsverteilung des Kontinuums in der Der Intensitatsabfall beginnt 


Xe-Lampe XBO 1001. (Nach E. Boum.) an der erwarteten Stelle, je- 

doch reichen die Messungen 

zar Temperaturbestimmung aus der Neigung des Abfalls nicht 
aus. Ebenso liegen keine Absolutmessungen vor. 

Nach neuen Messungen am Ar-Bogen von G. Busz und W. FINKELN- 
BURG |/4] ist die Kontinuumsintensitat im Sichtbaren etwa konstant 
und fallt im UV schnell ab. Der Ar-Bogen erfiillt also die Forderungen 
der Theorie wesentlich besser als der Kr- und Xe-Bogen. 


V. Kritische Bemerkung zur Graustrahlerhypothese. 


Die gemessenen Intensitatsverteilungen im Hochstromkohlebogen 
sowohl wie in den erwahnten Xe-Lampen lassen sich recht gut durch 
KIRCHHOFF-PLANCK-Funktionen geeigneter Temperatur darstellen. Die- 
ser Angleichung kommt bei den Xe- und Kr-Lampen noch der bereits 
im Sichtbaren einsetzende Abfall der Kontinuumintensitat zugute. So 
findet man fiir den Hochstromkohlebogen eine Farbtemperatur von 
8500 °K gegeniiber einer wahren Temperatur von 11000°K, fiir die 
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160 W-Xe-Lampe rund 5500°K, an Stelle von 7400 bis 7800° K und fiir 
die XBO 1001 6000 °K Farbtemperatur statt einer wahren Temperatur 
von 9500 bis 10000 °K. 

Man kann also ganz allgemein annehmen, daB die wahren Tempe- 
raturen in den bisher behandelten Xenonentladungen zwischen 7500 und 
10000 °K legen. Diese Werte werden wesentlich gestiitzt durch Unter- 
suchungen von P. Scuutz [15] tiber die elektrischen Eigenschaften von 
Edelgasbégen, aus denen sich ebenfalls Temperaturen von 7000 bis 
10000 °K ergeben. 

Wegen des groBen Unterschiedes zwischen den Farbtemperaturen 
und den wahren Temperaturen darf die von K. Larcué [16] und 
H. SCHIRMER [17] aufgestellte Arbeitshypothese, die Xe-Bégen als 
Graustrahler anzusehen, nur als 
recht grobe Naherung betrachtet “ fe Neale | 
werden, denn die Definition [ 
des Graustrahlers verlangt eine 
relative Intensitatsverteilung, die 
gleich ist der mit der wahren 
Temperatur berechneten KIRCH- 
HOFF-PLANCK-Funktion. Dies 
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andert selbstverstandlich nichts 8 
. . | 
an der Verwendungsmoglichkeit rt 
dieser Lampen als Strahlungs- Dem Saher? Sainlawe nee 
elie Bo =A 
quellen ceinheitlicher Farbtem- BERS ae 
t Fig. 12. Kontinuierliche Strahlungsverteilung im 
peratur. UV-Standard. (Nach F. Réssxrr.) 


VI. Kontinuum 1m Hg- Bogen. 


Neben den Untersuchungen an Edelgasen liegen noch ausfiihrliche 
Arbeiten tiber Quecksilberlichtbégen vor, wobei insbesondere die Mes- 
sungen von F. RéssLtEer [18] iiber die kontinuierliche Strahlung des 
UV-Normals zu nennen sind. 

Das Quecksilberatom gehort, wie erwahnt, zu derjenigen Gruppe von 
Elementen, deren kontinuierliche Spektren im Sichtbaren und UV auf 
Grund der stark aufgelockerten Termanordnung weitgehend in einzelne 
Seriengrenzkontinua aufgeteilt sind, so da von einer frequenzunabhan- 
gigen Intensitat nicht mehr die Rede sein kann (Typ I). Trotzdem steht 
der Absolutwert der Intensitat des Untergrundes im Sichtbaren nach 
Messungen von F. RéssiEr in guter Ubereinstimmung mit der KRAMERS- 
Unséipschen Theorie. (Die tiber dem Untergrund liegenden Banden 
werden von R6ssLtER als Strahlung von StoSmolekiilen gedeutet.) 
Wenn die Theorie auch nicht in der Lage ist, die Uberlagerung der 
einzelnen Rekombinationskontinua bei komplizierteren Termanord- 
nungen vollkommen richtig zu beschreiben, so sollte doch zumindest 
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der rasche Abfall der Kontinuumsintensitét nach Uberschreiten der 
Energie des letzten Anregungsniveaus, von der Jonisierungsgrenze aus 
gerechnet, vom Experiment bestatigt werden. Dies ist beim UV-Normal 
auch in vollem Umfang der Fall. Der erste Anregungszustand (6°95) 
iiber dem Grundterm liegt 5,72 eV unterhalb der Ionisierungsgrenze 
(10,38 eV). Rechnen wir bei einer Bogentemperatur von 7500 °K mit 
einer Erniedrigung der Ionisierungsenergie von 0,3 eV, so folgt, daB das 
Kontinuum fiir y> 1,32 - 10! Hz mit exp—h»/kT abfallen sollte. Die 
quantitative Bestatigung dieser Aussage finden wir in Fig. 12. Leider 
ist der Abfall nicht so genau bekannt — schon wegen der mangelhaften 
Anschlu8méglichkeit an einen Normalstrahler im fernen UV — als daB 
eine Temperaturbestimmung hieraus erfolgen konnte. 


VII. Zusammenfassung. 

4. Es wird nochmals eine ganz kurze Ableitung der KRAMERS-UNSOLD- 
schen Theorie der kontinuierlichen Strahlung eines Plasmas gegeben. 
Danach sollte die Intensitat in Frequenzeinheiten konstant sein bis zu 
einer Grenzfrequenz v,. Die zugehérige Energie hy, ist so aus dem Term- 
schema zu bestimmen, daB die Terme zwischen der wahren Jonisierungs- 
grenze und dem Grenzterm als hinreichend dicht angesehen werden 
k6onnen. Hinter der Grenzfrequenz fallt die Intensitat mit exp (—hyv/k T) 
ab, bis sich eventuell das Rekombinationskontinuum eines weiteren, 
isoliert liegenden Terms iiberlagert. 

Die absolute Intensitat des Kontinuums steigt im wesentlichen mit 
dem Quadrat der Elektronenkonzentration an. 

2. Damit ergeben sich zwei Methoden zur Temperaturbestimmung, 
und zwar einmal aus der Absolutintensitat im frequenzunabhangigen 
Teil, die zunachst die Elektronenkonzentration liefert und dann in Ver- 
bindung mit der SAHA-Gleichung die Temperatur. Zum anderen ist der 
Abfall der logarithmischen Intensitat hinter der Grenzfrequenz der 
Temperatur umgekehrt proportional. 

3. Absolutmessungen des Kontinuums und friihere Messungen der 
Temperatur und der Elektronenkonzentration im Kern des Hochstrom- 
kohlebogens ergeben der Theorie entsprechend den Intensitatsabfall 
hinter der Grenzfrequenz mit der erwarteten Neigung. Im frequenz- 
unabhangigen Bereich ist die Ubereinstimmung innerhalb der MeB- 
genauigkeit ebenfalls ganz gut. 

4. Entsprechende Vergleiche zwischen Theorie und Experiment bei 
Ar-, Hg-, Kr- und Xe-Bégen nach Messungen von F. Rosser, P. SCHULZ 
und H. KIENLE, G. Busz und W. FINKELNBURG zeigen tibereinstimmend 
den richtigen Abfall hinter der jeweiligen Grenzfrequenz, wahrend im 
frequenzunabhangigen Bereich wesentliche Abweichungen von der 
Konstanz festzustellen sind. Man kann den Verlauf des Kontinuums 
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naherungsweise durch eine geeignete K1ircHHOFF-PLANCK-Funktion 
angleichen und erhalt so eine Farbtemperatur, die in den untersuchten 
Fallen unter der wahren Temperatur liegt. Die Temperaturbestim- 
mungen nach den beiden unter 2. genannten Methoden und die Er- 
mittlung der Verteilungstemperatur hatten folgende Ergebnisse: 


Tabelle 1. 

Wahre Temperatur | Farbtemperatur 

l | 
Hochstromkohlebogen 200 Amp. . 11000 °K | 8500 °K 
Xe-160 W Lee bate 7400— 7800°K 5500 °K 
ZI ELOMS SCHUM wy near Cece eee eee eee 9500—10000°K | 6000 °K 


Die Tabelle 1 zeigt, daB eine Identifizierung der Farbtemperatur mit 
der wahren Plasmatemperatur nicht statthaft ist, das Plasma also nicht 
als grauer Strahler angesehen werden darf. 
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Quantitative Untersuchungen 
der Oberflichendiffusion von Kalium auf Quarz*. 
Von 
Horst WEGENER. 
Mit 16 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 1. Juli 1954.) 


Kalium kondensiert auf geeignet vorbehandelten Quarzoberflachen bei Zimmer- 

temperatur in Form von Trépfchen und Kristallen. Die Kristalle wachsen unter 

Aufzehrung der Trépfchen, die sie umgeben ,(Hofbildung). Der Materietransport 

von den Tropfen zu den Kristallen erfolgt entlang der Oberflache durch Ober- 
flachendiffusion. 

Die Hofbildungsgeschwindigkeit nimmt bei Erhéhung der Temperatur ab und 
verschwindet beim Schmelzpunkt. Es wird gezeigt, da die Trépfchensubstanz 
unterkihltes fliissiges Kalium ist. 

Es wird eine Theorie der Hofbildung durch Oberflachendiffusion entwickelt. Dazu 
wird auBer dem Oberflachendiffusionskoeffizienten D und der mittleren Verweil- 


: ea : ; : : ; Br pe AS ie 
zeit t fiir Kaliumatome auf Quarz die ,,mittlere Ditfusionsreichweite 7‘ (7 =- |=) 
2 


eingefiihrt. Ein Vergleich zwischen Theorie und Erfahrung liefert {70°C == 2350s 
7 nimmt mit wachsender Temperatur exponentiell ab und betragt bei 60° C nur 
noch 30w. 
Die Oberflache ist mit Kondensationskernen besat; denn die Tropfen und Kristalle 
erscheinen bei allen Versuchen immer wieder an den gleichen Stellen der Quarz- 
oberflache. Zu jedem individuellen Kondensationskern kK gehért eine fiir ihn 
charakteristische Erstarrungstemperatur 7;. Stellt man das Kondensat bei einer 
Temperatur T her, so wirkt K als Tropfchenkern, wenn T > Tx ist, und als Kristall- 
kern, wenn T<Tzx ist. In einer speziellen Quarzkiivette lagen die meisten Er- 
starrungstemperaturen zwischen 0 und 6°C, d.h. etwa 60° unter dem Schmelz- 
punkt des kompakten Kalummetalls. 


§ 1. Uberblick. 


Die Beweglichkeit von Atomen, die auf der Oberflache eines festen 
Korpers adsorbiert sind, wurde zuerst von M. VOLMER und J. EsTEer- 
MANN [1] experimentell nachgewiesen (Quecksilber auf Quecksilber). Es 
folgten Untersuchungen von J. ESTERMANN [2] (Silber auf Glas) und 
VorMER und ApHIKARI [3], [4] (Benzophenonmolekiile auf Glas). Die 
Oberflachendiffusion von Metall auf Metall (Alkaliatome auf Wolfram) 
untersuchten unter anderem BoswortH [5], [6] und DRECHSLER [7] 
(Barium auf Wolfram). 

Durch Versuche dieser Art (zusammenfassende Berichte dariiber [12], 
[13], [14]) wurde die Kenntnis tiber den Zustand der Materie, die an 


* Diss. D 29. (Auszug.) 
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festen Oberflachen adsorbiert ist, entschieden bereichert. So wurde etwa 
ein grundsatzliches Verstandnis des Kristallwachstums erst durch die 
Entdeckung der Oberflachendiffusion méglich [8]. Die Bedeutung 
solcher Oberflachenerscheinungen fiir die Entstehung diinner Auf- 
dampfschichten diskutiert unter anderem J. FRENKEL [9]. Die FREN- 
KELschen Vorstellungen wurden von J. EsTERMANN [10] bestiatigt. 
Wenn die Unterlage, auf der die Schicht hergestellt wird, mit Kernen 
besat ist, an denen bevorzugt Kondensation erfolgt (Trépfchenbildung!), 
sind die FRENKELschen Vorstellungen zu erweitern (Oberflachendiffusion 
za den Kernen). Darauf weist beispielsweise A. EuxK- 
KEN [14] hin. 

In der vorliegenden Arbeit werden Vorginge be- 
schrieben, die sich auf einer Oberflache von amorphem 
Quarz abspielen, auf der Kalium kondensiert ist. Durch 
geeignetes Vorbehandeln (stundenlanges Erhitzen des 
Quarzes auf 400°C im Hochvakuum) gelingt es in noch 
nicht einwandfrei aufgeklarter Weise die Oberflache zu 
, bekernen‘‘. Beim Aufdampfen kondensiert das Kalium Fig. 1. 
an diesen Kernen entweder als Trépfchen (fliissig) oder Pas Versuchsgefab. 
als Kristall. 

Fig. 1 stellt die bei allen Versuchen benutzte evakuierte Quarz- 
kiivette dar. In den Ansatzrohren 6 befand sich Kahum. Es konnte 
mit einem Bunsenbrenner zur Frontplatte A wberdestilliert werden. 
Das Kaliumkondensat auf A wurde mikroskopisch untersucht. Es zeigt 
beispielsweise 1,5 min nach Herstellung des Kondensates die in Abb. 1a? 
wiedergegebene Struktur. Nach 64 bzw. 120 min hat sich die Struktur 
verdndert (Abb.1b und c). Diese bemerkenswerte zeitliche Struktur- 
anderung soll uns in dieser Arbeit beschaftigen. Es wird sich zeigen, daB 
sie unmittelbar auf die von VOLMER und ESTERMANN [/] entdeckte 
Oberflachendiffusion fiihrt. Zur naheren Beschreibung des zu unter- 
suchenden Vorganges entnehmen wir der Abb.1 zundachst, daB man zwei 
verschiedene Kondensationsgebilde unterscheiden muB: die Kvistalle 
(abgekiirzt Kr) und die Tvépfchen (Tr). Die Kr sind meist groBer als 
die Tr und von einem trdpfchenfreten Hof umgeben. Sie treten oft als 
Dreieck oder Vieleck auf. Die Tr sind kreisférmig und kleiner als die Kr. 
Die Kr wachsen im Laufe der Zeit unter Aufzehrung der Tr, die sie 
umgeben. Aber auch die Tr verwandeln sich allmahlich: die kleinen 
verschwinden, die groBen werden groBer (Abb.1). Es set voraus bemerkt, 
dap. die Kristallsubstanz festes (metallisches), die Tripfchensubstanz da- 
gegen fliissiges (unterkiihites) Kalium ist (s. §8). 


1 Die Abbildungen (Mikroaufnahmen) sind am Ende dieser Arbeit in einer 
Tafel zusammengestellt. 
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Wie gelangt nun das Kalium wahrend des Kristallwachstums von 
den Tr zu den Kr? Die Tr haben natiirlich einen gréBeren (dreidimen- 
sionalen) Dampfdruck als die Kr und miissen daher allmahlich zugunsten 
der Kr verschwinden. Man kann jedoch mit den bekannten Dampdruck- 
werten des Kaliums abschatzen, daB unter den vorliegenden Versuchs- 
bedingungen Tage vergehen miiBten, ehe ein Tr verdampft. Tatsachlich 
verschwinden die Tr, die nahe bei einem Kr liegen, schon nach wenigen 
Sekunden. 

Da der Transport itber die Dampfphase keine Rolle spielt, muB er 
entlang der Oberflache erfolgen. Die Kaliumatome besitzen also eine 
groBe Tendenz, aus dem Tr- oder Kr-Verband in einen Adsorptions- 
zustand: Kalium auf Quarz tiberzugehen. Um die Tr bzw. um die Kr 
herum bildet sich dabei eine (zweidimensionale) Sattigungsdichte (Fla- 
chendichte) aus: oy, bzw. 0x,, wobel @7, > 0x,. Der Dichteunterschied 
07; — Ox, > O fiihrt zu einem Diffusionsstrom entlang der Oberflache von 
den Tr zu den Kr. Die Kr wachsen, die Tr werden abgebaut. 


§ 2. Theorie der Hofbildung. 

Vermége eines ,,zweidimensionalen Lésungsdruckes p + der Tr und 
Kr“ bildet sich also auf der Quarzoberflache eine (weniger als mono- 
atomare) Belegung mit Kalumatomen. Die Flachendichte dieser Be- 
legung @ breitet sich nach der Diffusionsgleichung (1) aus: 

0 e oh 
atom = P4e ma ee ig oy? (1) 
(D = Oberflachendiffusionskoeffizient). 
Au8er durch Oberflachendiffusion andert sich 9 noch durch die Atome, 
die aus der Dampfphase von der Oberflache adsorbiert werden, und 
umgekehrt durch die Atome, die aus der Adsorptions- in die Dampfphase 
ubergehen. Das fihrt zu dem Ansatz: 


7g te] 
a ee 


In Worten: Die gesamte zeitliche Anderung der Oberflichendichte Q 
setzt sich aus drei Anteilen zusammen: Aus der Anderung bedingt durch 


Diffusion 15 e , aus der aus der Dampfphase pro Zeit und Fliache 


adsorbierten Masse vy und aus der Masse pro Flache und Zeit, die aus 
der Adsorptionsphase verdampft: — g/t. Dabei ist t die mittlere Ver- 
weilzeit eines Atoms in der Adsorptionsphase. 

Es geniigt, nur stationare Zustande mit ¢o0/et=0 zu behandeln, weil 
sich der Hofradius in der Zeit, die ein Atom braucht, um von den Tr 


+ Andere Namen fiir p® sind: ,, Querdruck, Spreitungsdruck oder zweidimen- 
sionaler Dampfdruck“. 
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zu den Kr zu wandern, praktisch nicht andert. Dann wird aus (2): 


(A —4](xD))g+%/D=0. (3) 


Zu (3) kommen die Randbedingungen: 9=o,, an sdmtlichen Kristall- 
und @=o,, an sdmtlichen Trépfchenrandern. 

Wir wollen folgenden Spezialfall betrachten: In der Kiivette seien 
neben relativ wenigen Kr sehr viele Tr vorhanden. Dann bestimmt der 
dreidimensionale Trépfchendampfdruck die aus der Dampfphase vom 
Quarz pro Flache und Zeit adsorbierte Masse vy. Im Trépfchengebiet 
(vgl. Fig. 2), d.-h. auf der Quarzoberflache zwischen den Tr, herrscht 
die konstante Flachendichte @,,. In diesem Bereich 
ist A 9 =O, also gilt nach (3) 


v/D = @,,/(tD). (3 a) 


Im Zentrum eines kreisférmigen trépfchenfreien 
Gebietes (,,Hof‘') mit dem Durchmesser @ befinde 
sich ein ebenfalls kreisf6rmiger Kristall mit dem 
Durchmesser 9 (vgl. Fig. 2). Am Kristallrandr = q/2 
herrscht die Flachendichte @,,,, die kleiner als die 


i i 3 5 : Fig. 2. Ein trépfchenfreier 
Flachendichte 9,, im Trépfchengebiet ist. Der — Hofin der Umgebungeines 


rotationssymmetrischen 


Kristall lagert also in einer ,,o-Senke‘‘. Dadurch a re ot 


entsteht der Hof. Die Trépfchensubstanz denken 

wir uns zu einer gleichmaBig dicken Schicht mit der Wagungsdicke d 
iiber das Trépfchengebiet verschmiert. Am Rand des Trépfchenge- 
bietes r=@/2 sei o=o,,. Mit diesen Randbedingungen findet man 
fiir (3) unter Beriicksichtigung von (3a) die rotationssymmetrische 
Losung: 


0 (7) = Oy, — (Or, — Oxy) * | 
Jo(i lar) - HY (i r/rD) — HP (6P/2VzD) Jy (ir! Ved) | (4) 
Jo (i D/2\tD)- HY (ig/2tD) — HY (i B/2/tD) Jy (ig/2)tD) 


Dabei sind J, und H! Zylinderfunktionen in der tblichen Bezeichnungs- 
weise. o(7) steigt monoton (etwa exponentiell) von innen (Kr) nach 
auBen (Tr). Aus o(7) folgt die radiale Diffusionsstromdichte: 


oa nee 


die an der Stelle y=@/2 (Rand des Tropfchengebietes) den Wert (5) 
annimmt: 


D i 
G (ja) = 52? Cre bee 


1 (5) 
* 7, @ Oa) eD) HY (igl2\eD) — Jn (i pl2)tD) HP (i ®)2 =D) 
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a |S (@/2)| ist die vom Rand des Trépfchengebietes wegdiffundierende 
Masse/Zeit. In dem MaBe, wie die Atome wegdiffundieren, werden 
andere Atome aus der Trépfchensubstanz in die Adsorptionsphase ein- 
treten, so daB am Hofrand die konstante Flachendichte o,, aufrecht- 
erhalten wird. Dadurch wird der Rand des Trépfchengebietes abgebaut : 

6 der Hofdurchmesser ® nimmt in der 
Zeit dt um d® zu. Durch diesen 
Randabbau wird der Diffusionsstrom 


oe L endlich je eespeist,.d. he: 


cs 


aS 


Dabei ist o® die dreidimensionale 
Dichte der Trépfchensubstanz und d 
die Wagungsdicke. Man entnimmt 
(6), da8 der Hofdurchmesser ® um 
so schneller zunimmt, je diinner die 
6 § % Schicht ist. Setzt man |G(@®/2)| aus 
| ae _. _ (5) in (6) ein, so erhalt man eine 
Fi. 5. nas Funktion von (4/0) Ve tle Differentialgleichung fir den Hof- 


Adsorptions- und Dampfphase) und t=¢*/D —durchmesser ® als Funktion der Zeit t. 
(Stoffaustausch), Die Hofbildung wird durch 


Hofdurchm. ® /Kristalldurchm. yp 
% ue 


5 


— 
(A/p)NE 


dea Glotanstansch fic probe @.Wene Diese Gleichung laBt sich streng inte- 
(®>|zD) verlangsamt. erieren und ergibt 
Cia Ciera \ Tae 1 D 
ae) 1 ! 5. {os 4 
0? d G 2 |r ‘De 2 ( 7) 


x {A (ig/2|/tD) J, (6 G/2)tD) — Jo(ig/2tD) HY (i B/2tD)}, 
wenn noch angenommen wird, daB die Hofbildung zur Zeit t= 0 beginnt 
(ach. 7 == 0: D =o). 

Fiir den Vergleich mit der Erfahrung erweist es sich als zweckmAbig, 
die Zylinderfunktionen bis zur 4. Potenz nach ihren Argumenten 
@/2\/tD bzw. g/2\/tD zu entwickeln: 

. (A/p*) +t = F (ly) + (p*/tD) - 6 (P/g) (8) 
mit 
D = 07 
A =A6 las Oxr) 
ed 
Ey) eye (lay eee) Pas; 
d(y) = (4/64) {y*(n y4 — 5) 4 4.9? (In y2 +4) + 1}) 


In Fig. 3 ist das Verhaltnis ®/p = (Hofdurchmesser/ Kristalldurchmesser) 
tiber (A4/q) Vt aufgetragen, und zwar fiir die Falle t= co (d.h. g®/t D =0) 
und t = endlich (y?/rD =1). Unendliche Verweilzeit t bedeutet, daB 
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kein Stoffaustausch zwischen Adsorptions- und Dampfphase statt- 
findet. In Wirklichkeit werden Atome zwischen den beiden Phasen 
ausgetauscht, d.h. t ist endlich. Dieser Stoffaustausch beeinfluBt den 
Verlauf von @(¢) jedoch nicht, so lange der Hofdurchmesser kleiner als 
etwa \z - D bleibt. 


$3. Die meBbaren Gripen. 

Wie die Abb. 1 und 2 zeigen, laBt sich der Hofdurchmesser @ als 
Funktion der Zeit ¢ gut experimentell bestimmen. Welche Gréfen 
folgen nun aus dem gemessenen @ (t)-Verlauf? Nach (8) laBt sich daraus 
zunachst A bestimmen: 

A =¢lim [FCW | 
ee a (9a) 
A hat die Dimension Flache/Zeit. Je gréBer A ist, um so schneller 
nimmt der Hofdurchmesser ® zu. A soll daher Hofbildungsgeschwindig- 
keit genannt werden. 

Bestimmt man auBer A noch die Wagungsdicke d eines Konden- 
sates, so folgt aus A, d und der Kaliumdichte 0) die GréBe D (0, — 0,,) 
mit der Dimension Masse/Zeit. Sie soll Massenstromstarke heiBen. 

AuBer der Hofbildungsgeschwindigkeit A folgt aus dem gemessenen 
@ (t)-Verlauf die GréBe tD. Nach tD aufgelést ergibt (8) naémlich 


2 / 
P 6 (P/¢) (9b) 


Chik a= —, 
t A/g? — F(D/¢) 


Zur Benutzung von (9b) muB man so groBe @-Werte heranziehen, daB 
die Abweichung der gemessenen @(t)-Kurve von der mit t= oo berech- 
neten gentigend groB ist. Nach (8) und Fig. 3 ist das erst dann der Fall, 
wenn @? > tD wird. 

Um den me8baren Ausdruck 7D zu deuten, definieren wir die mittlere 
Diffustonsreichweite 7. Gemeint ist: Ein Atom werde von der Oberflache 
aus der Dampfphase an der Stelle P adsorbiert. Das Atom diffundiert 
entlang der Oberflache und ‘verlaBt sie an der Stelle Q durch Wieder- 
verdampfen. 7 ist der mittlere Abstand zwischen P und Q. Wie im 
Anhang gezeigt wird, besteht zwischen 7 und tD der Zusammenhang 


7 == \rD. (10) 


So lange der Hofdurchmesser ® kleiner als die mittlere Diffusions- 
reichweite 7 bleibt, wird sich der 7-Wert naturgemaB nicht im @(t)- 
Verlauf wiederspiegeln, da praktisch alle Atome, die das Tropfchengebiet 
verlassen, den Zentralkristall erreichen, ehe sie verdampfen. Dieser 
Sachverhalt kam schon in Fig. 3 zum Ausdruck: Erst wenn ®?> 1D 
wird, weicht der @(¢)-Verlauf mit t= endlich merklich von demjenigen 
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mit t=oo ab. Daher wird man 7D erst dann nach (9b) aus ®(é) be- 
stimmen kénnen, wenn @ gréBer als 7 ist. Bei den weiter unten mitge- 
teilten Messungen am Kalium war ® aus technischen Griinden stets 
kleiner als 7, und daher zur 7-Bestimmung nach (9b) zu klein. Wahr- 
scheinlich wird man aber bei anderen Substanzen (z.B. Rubidium auf 
Quarz) (9b) anwenden konnen. 

Es besteht jedoch eine zweite Méglichkeit, die mittlere Diffusions- 
reichweite zu bestimmen, die auch dann durchfiihrbar ist, wenn ®>7 
bleibt. Zwischen 7 und D(@;,—@,,) [= Massenstromstarke, mefbar 
nach (9a)] besteht namlich ein bemerkenswerter Zusammenhang (12), 
der jetzt abgeleitet werden soll. Wir gehen dazu auf (3) zuriick und 
betrachten die beiden Falle: 


Tr: Es sind nur Trépfchen in der Kiivette. 
Kr: Es sind nur Kristalle in der Kiivette. 


Im Gleichgewicht gilt dann (wegen 49 =0): 


as Q= Or,» Le Ure» Vite ra Oz,/T 
AST uO )00 Y= Vy Ve = O/T: 


Durch Differenzbildung und Erweiterung mit D folgt daraus: 


D (0, a 0x,)/tD Sad aa ir 
oder wegen (10) 
D (Or, Nw Ox,)/7? a (2/20)? (Py, = Vice) (14) 
Vr, (Vx,), die Masse, die pro Flache und Zeit adsorbiert wird, 1aBt sich 
gaskinetisch bestimmen. Man berechnet dazu aus thermischer Ge- 
schwindigkeit und Dampfdichte die Gesamtzahl der auf die Oberflache 
auffallenden Atome und beriicksichtigt durch einen Adsorptionsfaktor 


y<1, daB eventuell nur ein Bruchteil davon adsorbiert wird. Man 
erhalt so mit den tblichen Bezeichnungen: 


Voy a one Pr, 

Vixe ne 2nkT Dons 
wobei # der dreidimensionale Dampfdruck iiber den Tr bzw. tiber den 
Kr ist. Nehmen wir noch als experimentelles Resultat voraus, daB die Tr 


aus unterkihltem fliissigen, die Kr aus festem Kaliummetall bestehen, 
10) folgt aus (14) mit Prr a Patiissig und Pr a Prest : 


D (On, me 0x,)/7” —q (fn) |) = (Phiissig - Ptest) ize (1 2) 


Aus (12) 1a8t sich die mittlere Diffusionsreichweite 7 bestimmen, wenn 


man die Dampfdruckdifferenz Ppiiccie— Diese und den Adsorptions- 
faktor y kennt und die Massenstromstarke D (07, — @x,) nach (Qa) miBt. 
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§4. Vergleich mit der Erfahrung. 

Will man die in §2 entwickelte Hofbildungstheorie mit der Erfahrung 
vergleichen, muB man im Experiment die Bedingungen schaffen, die in 
der Theorie vorausgesetzt werden. Dazu gehért: 

1. Kreisférmiger Hof [Durchmesser © (t)]. 

2. Kreisférmiger Zentralkristall (Durchmesser y). @ soll sich wah- 
tend des Experimentes nicht andern. 

Um diese Bedingungen zu schaffen, wurde wie folgt verfahren: 

a) Man 1aBt in einem Kondensat die Hofbildung geniigend lange 
laufen (vgl. Abb. 4). Dann sind schlieBlich alle Tr zugunsten weniger, 


relativ groBer Kr verschwunden. / 
b) Jetzt erwarmt man at Mebreike I 
die Kiivette etwas iiber den Ag “a 
Schmelzpunkt des Kaliums. { sob A 
Die Kr schmelzen und bilden 4 ‘4 ae 
vermoge der Oberflachenspan- 5 if a @ 
nung groBe kreisrunde Tropfen. & - / 
Schreckt man die erwdrmte Sil ae 
Kiivette wieder auf Zimmer- aay 
temperatur ab, so erstarren die 10 
Tropfen zu Kristallen, behalten l 
dabei aber ihre runde Form. LONG eal 0 Siac aationit eh woke 
Vo — min? 


Cc a dparl 
) Auf d S so praparierte Fig. 4. Der Hofdurchmesser ® als Funktion von Vt fur 


Kondensat wird erneut Kalium MeBreihe I und II. Die ausgezogenen Kurven sind 
ne : nach (8) berechnet. Der Anstieg der Kurven hangt 
aufgedampfit. Um die groBen von der Hofbildungsgeschwindigkeit A und damit von 


runden Kristalle (= erstarrte der Schichtdicke d ab. 

Tropfen) bilden sich dann im 

Laufe der Zeit Héfe. Der Durchmesser gy des Zentralkristalles andert 
sich dabei praktisch nicht, so lange ® nicht zu groB wird. Allerdings 
verliert er sehr langsam seine kreisrunde Gestalt. Das Experiment muB 
daher rechtzeitig abgebrochen werden. 

Die Abb. 2a, 2b und 2c sind an einem Kondensat gemacht worden, 
das nach dem mitgeteilten Rezept hergestellt ist. In Abb. 2c weicht 
der Zentralkristall schon merklich von der Kreisform ab. Die Hofaus- 
breitung wurde daher nicht dariiber hinaus verfolgt, da ja in immer 
starkerem MaBe die Voraussetzung eines zeitlich unveranderlichen kreis- 
formigen Zentralkristalls verletzt wird. 

In Fig. 4 sind zwei MeBreihen mitgeteilt. Aufgetragen ist der Hof- 
durchmesser ® iiber \'t. wobei ¢ die Zeit ist, die seit Beginn der Hof- 
bildung vergangen ist. Die Zentralkristalldurchmesserp waren bei 
beiden MeBreihen wirklich konstant, und zwar galt: 

MeBreihe I: y, = (12,0+0,2) p; MeBreihe II y,, = (14,6 +0,2) p. Aus 
den beiden MeBreihen folgt nun nach (9a) A/p* und zwar fir: 
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MeBreihe I: (A/g?), = 4,35 min1; MeBreihe II (A/q@?),, =0,354min™. Zur 
tD-Bestimmung nach (9b) ist ® bei beiden MeBreihen zu klein. Mit 
g?/tD =0 und den angegebenen MeBwerten fiir A/y? wurde namlich 
nach (8) der Zusammenhang zwischen ® und ¢ berechnet und in Fig. 4 
eingetragen. Aus der Ubereinstimmung zwischen Theorie und Erfah- 
rung folgt aber nach Fig. 3 nur, daB 7 gréBer als ~100 py. sein mu (und 
nicht etwa wegen (q/7)?=0 d.h. 7 =o0!). 


85. Die Schichtdickenabhangigkeit der Hofbildung. 

Die Hofbildungsgeschwindigkeit A ist fiir verschiedene Kondensate 
verschieden (vgl. MeBreihe I und II), und zwar nach (8) umgekehrt 
proportional zur Schichtdicke d. Dagegen hangt 
die Massenstromstarke D (0,, — 0x,) = 0 A d/16 
nicht mehr von d ab. Zur Bestimmung von 
D (0;,—@x,) mu8B man A und d experimentell 
bestimmen. Die Schichtdickenmessung lieB sich 
wie folgt ausfihren: 

Eine Durchsicht verschiedener Mikroauf- 
Sa ce nahmen von der Art der Abb.1 ergab, daB 
tigen Dreiecksgrundflichenabe einige Zentralkristalle als gleichseitige Dreiecke 
sind Pyramiden, deren Spitzen  ergcheinen (Abb. 3). Die vollstandige Kristall- 

atom d entsprechen. form heB sich im Auflichtmikroskop bestimmen, 

nachdem die Dreieckskristalle durch nachtrag- 
liches Bedampfen mit Kalium geniigend gro geziichtet waren. Es er- 
gaben sich stets Pyramiden abcd mit der Dreiecksgrundflache abc 
gemaB der kubisch-raumzentrierten Struktur der Alkalimetalle (Fig. 5). 

Das Volumen einer solchen Pyramide folgt aus elementargeometri- 
schen Betrachtungen aus der Kantenlange k, (Abstand ab): 


[er ere 
242 
Dieses Kristallvolumen mu8 dem Volumen V = x (@/2)?- d gleich sein, 
das den tropfchenfreien Hof um den -Kristall herum urspriinglich er- 
fillte. Daraus ergibt sich sofort die Dicke: 


d = 1](62c]/12) - (kA/D2) (13) 


k, und @ lassen sich mikroskopisch ausmessen. Die zweite Spalte der 
Tabelle 1 gibt fiir sechs verschiedene Kondensate die nach (13) bestimm- 
ten Schichtdicken d. Da die Kristalle ihrer geringen GréBe wegen nur 
ungenau ausgemessen werden konnten (MeBfehler k,~ ~7%), ist die 
Schichtdicke mit einem Fehler bis zu 20% behaftet. 

Die dritte Spalte der Tabelle 1 enthalt die aus dem Hofwachstum 
ermittelte Hofbildungsgeschwindigkeit A. Aus A, d und 9® =0,86g-cm-3 
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Tabelle 1. 
: e ] or ee 
Schicht Nr. | a@/10-& cm | A/10—7 cm* sec—? D (O7,—OKy)/10-¥ g sec 
1 0,21 4,30 | BO) als gi 
2 0,58 1,39 | 44+14 
3 1,39 0,788 | ey oa 
4 | 1,55 0,683 | 5741 
5 1,86 0,569 57 ed 
6 | 3/5 | 0,241 4,641 
: 


Mittelwert: {D (07, — @K,)}o92¢ = (5,2 40,4) + 1071 g sec 


ist dann die Massenstromstarke D (0,, — 0,..) berechnet und in der vierten 
Spalte mitgeteilt. D(o0,,—o,,) erweist sich wirklich im Rahmen der 
MeBfehler als konstant. 


§6. Die Temperaturabhingigkeit der Hofbildung. 


Die Massenstromstarke D (9, —o0,,) hangt von der Temperatur ab. 
Um diese Abhangigkeit zu untersuchen, messen wir an ein und demselben 


Kondensat die Hofbildungsge- S 
< ° é . 5 S 4 
schwindigkeit A bei zwei ver- ~<”” ase 
schiedenen Temperaturen T § ia 
. $ j 
(Warmebad) und 7, = 20°C iS IN 
; . QS aye 
(Zimmertemperatur). Nach (8) Qs, Ne 
gilt namlich: me ix 
=> % 
1 a c \ 
{D (CaS 0x, )$r/{D ce cr Oxy) ST, Ss dy 
\ i) 
= 1 £ 635°C =Schmelzpki. 
= {A}7/{A}r, Ss 0 Se BY 4 pee 
F 4 4 60 80 °C 100 
so daB mit {D(o,,—o,,)}r= = 
40-15 -1 f _ ‘Fig. 6. {D(op,—@xr)} r/{D (Ope — exr) }o02G Bimmt 
5,2 10 oe auch {D (01, mit peacheeriles Temparatur Ess Ab P= 63,5°C 
Ox IT bel beliebiger Tempera- (Schmelzpunkt der Kaliums) verschwindet es. 


tur T bestimmbar ist. 

Das Ergebnis ist in Fig. 6 wiedergegeben. D(0,, — @,,) nummt danach 
mit zunehmender Temperatur ab und verschwindet bei Temperaturen 
T= 63,5° C, dem Schmelzpunkt des Kaliums. Da der Diffusionskoeffi- 
zient D mit T ansteigt, muB die Differenz der Flachendichten 0,, — ox, 
mit steigender Temperatur abnehmen und oberhalb des Schmelzpunktes 


verschwinden. 


§7. Die mittlere Diffusionsreichweite 7. 


Leider hat die Untersuchung der Hofbildung gezeigt, daB man die 
mittlere Diffusionsreichweite 7 nicht aus dem @ (¢)-Verlauf entnehmen 
kann, weil 7 merklich gréBer als der Hofradius ist. Tatsachlich lieB sich 
nur eine untere Grenze abschatzen (7>100u). Man gelangt dagegen 
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unter Benutzung von (12) zu genaueren Aussagen uber 7. Nach \v7 
aufgelést gibt (12): 


(14) 


eee ee 
2 m 
= (P aiccig — Prest 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist bekannt; denn D(0,, — 0,,) wurde 
in den vergangenen Paragraphen bei verschiedenen Temperaturen be- 


stimmt, und die Differenz der Kaliumdampfdrucke (dreidimensional) 
14Bt sich aus Tabellenwerken entnehmen. Allerdings ist in den Tabellen- 


me ( D (er, — Oxr) 2 
) 


250 werken nur Ppiissig als Funktion der Tem- 
ru peratur angegeben. Daraus laBt sich je- 
200 doch #;,.,, berechnen; denn beim Schmelz- 
punkt sind p.4 und Ppissig gleich groB, 
| OL und die Temperaturableitungen ihrer Log- 
- arithmen unterscheiden sich wegen der 
700 CLAusIuS-CLAPEYRONschen Gleichung um 
bs die GréBe Q,/R T,, wobei Q, die Schmelz- 
warme und TJ, die Schmelztemperatur des 

bt Kahums ist. 7 ; 
ree In Fig.7 ist |y7 als Funktion der 
Fig. 7. 7 (~ mittlere Diffusionsreich-  Temperatur wiedergegeben. Der Adsorp- 

weite, da wahrscheinlich y~1) bei ver- ; ae j 3 

schiedenen Temperaturen 7. tionskoeffizient y< 1 ist fiir unseren Fall 


nicht bekannt. Doch hegen gute Griinde 
vor, y=1 zu setzen. Beispielsweise findet man bei Adsorption ver- 
schiedener Dampfe auf arteigener Unterlage stets Werte zwischen 0,9 
und 1 [13]. Auch bei Adsorption der Alkalimetalle auf heiBem Wolfram 
wurde y= 1 gefunden [75]. Merklich kleinere y-Werte scheinen nur bei 
Edelgasen vorzuliegen, was ihrer Reaktionstragheit wegen ja auch un- 
mittelbar verstandlich ist [/4]}, 

Wenn man In|/y7 tber 1/T auftragt, liegen die MeBpunkte auf 
einer Geraden. Das ist nicht verwunderlich, da die Oberflachendiffusion 
und das Verdampfen aus der Adsorptionsphase durch BoLtTzMANN- 
Faktoren e~**? geregelt werden. Ubrigens folgt aus der exponen- 
tiellen Temperaturabhangigkeit vom 7 nach (10) auch eine solche fiir 
die mittlere Verweilzeit t, ein Resultat, das beispielsweise FRENKEL [9] 
aus theoretischen Uberlegungen folgerte. 


§ 8. Der Agegregatzustand der Tr und Kr. 


In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, daB die Kr festes (me- 
tallisches) und die Tr fliissiges (unterkiihltes) Kalium sind. 


1 Nachtrag bei der Korvektury. Inzwischen wurde y gemessen. Wir fanden 
0,95Sy S1-. 
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Wenn man eine Kiivette, die Kr enthalt, erwarmt, beobachtet man 
bei 63,5° C, daB die Kr ihre kantige Form verlieren und kreisrund 
werden: sie schmelzen. Damit ist erwiesen, daB die Kristallsubstanz 
festes metallisches Kalium (Schmelzpunkt 63,5° C) ist. 


L 


Nun erinnern wir daran, daB D (0,,—0,,) 
mit wachsender Temperatur kontinuierlich 
kleiner wird und genau bei 63,5° C ver- 
schwindet. Das ist bezeichnend dafiir, 
daB die Phase (= Aggregatzustand) der 
Tr und die Kristallphase im Schmelzpunkt Pa 
koexistent sind. Andererseits koexistieren 

bei 63,5°C auch festes (= Kr) und fliissiges 
Kalium. Daher stellt die Trépfchenphase 
unterkiihltes fliissiges Kalium dar. 


Es ist gut, sich die Verhaltnisse an e woe 


einem p”)(7T)-Diagramm zu veranschau- Fig.8. Der zweidimensionale Lésungs- 
lichen (p®) = zweidimensionaler Lésungs- “"% *S pare a ae 
druck, der die Atome aus dem Kr- oder 

Tr-Verband in die Adsorptionsphase treibt). Obwohl der Verlauf von 
p®)(T) nur qualitativ bekannt ist, erlaubt ein solches Diagramm eine 
Reihe experimentell durchfiihrbarer Vorgange zu diskutieren. Wir 
tragen dazu fp”) iiber T auf (Fig. 8). Der Ast BO gibt p®) fiir festes, 
OC fiir fliissiges und A O fiir unter- 200, 
kihltes fliissiges Kalium wieder.  willk.Einh. 
Bei Zimmertemperatur liegt ein Tr 
auf dem Ast AO, ein Kr auf dem t 

BO-Ast. Erwarmt man beides, — 7 sggor 
so wird die p*)-Differenz kleiner. =f 
Bei 63,5°C verschwindet sie. oC 


Es folgen verschiedene Ex- eS aa 

‘ H : . 7] OP AP TE A YU a) 
perimente, die sich unmittelbar felt 25, 

mit dem p) (T)-Diagramm ver- Fig.9. Eine Schicht wird bei Zimmertemperatur 

hergestellt, zur Zeit t=5,5 min kurzzeitig auf die 

stehen lassen. Temperatur der fliissigen Luft, und zur Zeit = 40min 

kurzzeitig auf 66° C gebracht. Aufgetragen ist 2* ubert. 


7=20°C 


Wenn man geniigend tief ab- 
kiihlt, erstarren die Tr. Sie 
springen vom AO- auf den BO-Ast. Erwarmt man wieder aut Zimmer- 
temperatur, bleiben sie auf dem BO-Ast. Erst wenn man kurzzeitig uber 
den Schmelzpunkt erwarmt und wieder auf Zimmertemperatur abkuhlt, 
rutschen sie zuriick auf den AO-Ast in die unterkithlte fliissige Phase. 


Genau das lieB sich experimentell verifizieren. Dazu wurde an einem 
Kondensat, das bei Zimmertemperatur hergestellt wurde, die Hofbildung 
verfolgt. In Fig. 9 ist ©? tiber ¢ aufgetragen. 5,5 min nach Herstellung 
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des Kondensates wurde die Kiivette fiir 1 min in fliissige Luft getaucht 
und wieder auf Zimmertemperatur gebracht. Man stellt dann fest, dab 
sich ®? nun praktisch! nicht mehr andert, da die Tr und Kr im gleichen 
Ageregatzustand sind, also (0;, — 0x,) =0. Nach 40min wird die Kiivette 
kurzzeitig in ein Warmebad von T,,=66°C getaucht und wieder auf 
Zimmertemperatur abgekihlt. Jetzt lauft die Hofbildung weiter, denn 
die erstarrten Tr sind auf den oberen Ast zurtickgekehrt. 


Der Versuch wurde mehrfach wiederholt und dabei lediglich die 
Temperatur des Warmebades T,, von mal zu mal gedndert. Man stellt 


dann fest: Nur wenn T,, > 63,5° C gewahlt wird, lauft die erstarrte Hot- 
bildung weiter. 


Eine weitere Stiitze erhalt die Deutung durch das p® (7)-Diagramm 
durch folgenden Versuch: Ein bei Zimmertemperatur hergestelltes 
Kondensat I mit geniigend groBen Héfen wird kurzzeitig in fltissige 
Luft getaucht und wieder auf Zimmertemperatur gebracht. Darauf 
wird erneut Kalium gedampft (Kondensat II), das in den Héfen als 
Tr kondensiert. Diese neuen Tr werden nun nicht mehr nur vom 
Zentralkristall, sondern ebenso von den alten, inzwischen erstarrten Tr 
(Kondensat I) aufgesogen (Abb. 4a). Wenn man auf einen Hof auf- 
dampft, ohne vorher kurzzeitig abzuktthlen, saugen nur die Zentral- 
kristalle (Abb. 4b). 

Alle hier mitgeteilten Untersuchungen zeigen somit, daB die Kristall- 
substanz festes (metallisches), die Trépfchensubstanz hingegen fltissiges 
(unterkthltes) Kalium ist. Damit ist eine andere naheliegende Deutung 
widerlegt, zu der man durch Kondensate vom Aussehen der Abb. 2 
leicht verfiihrt wird (vgl. [17)). Danach sollen die verschiedenen ,,Rand- 
krimmungen“ der kleinen Tr und der groBen Zentralkristalle zu 
verschiedenen Flachendichten @,, und o,, fihren, im tbrigen aber 
Tr und Kr im gleichen Aggregatzustand sein. BRANDES [8] hat 
namlich (analog zum entsprechenden dreidimensionalen Fall) gezeigt, 
daB der zweidimensionale Lésungsdruck p®) kleiner Tr mit der Rand- 
krimmung zunimmt. Daher miissen die kleinen Tr zugunsten der 
groBen verschwinden. Tatsachlich wird aber dieser von der Trépfchen- 
kriimmung herriihrende Effekt ganz durch die von den verschiedenen 
Aggregatzustanden hervorgerufene Hofbildung verdeckt. DaB er trotz- 
dem vorhanden ist, zeigen die Abb. 1a,1b und1c. Man sieht deutlich, 
da} die kleinen Tr zugunsten der groBen verschwinden!. Allerdings geht 
diese Umwandlung viel langsamer vor sich als die Hofbildung um einen 
Kristall herum. 


1 Fine kaum merkliche Zunahme von 2 zwischen t= 5,5 min und ¢=40 min 
ist auf die Abhangigkeit des p°-Wertes von der Trépfchengré8e zuriickzufihren, 
die weiter unten diskutiert wird. 
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$9. Kondensationskerne und Erstarrungstemperatur. 

Man méchte wissen, warum das Kalium in Form von Tr und Kr 
kondensiert. Warum bilden sich beispielsweise keine zusammenhangen- 
den Schichten? Diese Frage fiihrt auf die , Kondensationskerne“’, deren 
Bedeutung aus folgendem Versuch hervorgeht: 

a) Ein Kondensat wird hergestellt und nach 5 min photographiert 
(Abb. 5a). 

b) Das Kalium wird wieder abgedampft. Nach mehrfachem Hin- 
und Herdestilleren wird schlieBlich wieder 


c) an der gleichen Stelle wie in a) Kalium aufgedampft und nach 
5 min photographiert (Abb. 5b). 

Vergleicht man die beiden sehr ahnlichen Mikroaufnahmen Abb. 5a 
und 5b miteinander, so stellt man fest: Die Kr und die Tr erscheinen 
(mit wenigen Ausnahmen) in beiden Fallen an den gleichen Stellen der 
Kiivette. Ob an einer Stelle ein Kr (Tr) erscheint oder nicht, hangt also 
nur von der Quarzunterlage ab: An dieser Stelle sitzt ein ,, Kristallkern‘‘ 
(Trépfchenkern). Trotz mehrfachem Uberdestillieren des Kaliums sind 
die Kerne haftengeblieben. 

Zwischen den Kristallkernen und den Trépfchenkernen besteht kein 
wesentlicher Unterschied. Es laBt sich namlich jedem individuellen 
Kern K eine ganz bestimmte, fiir ihn charakteristische ,,Erstarrungs- 
temperatur 7,‘ zuschreiben. Wenn ein Tr, das sich an diesem Kern 
gebildet hat, einmal im Laufe seiner Geschichte kalter als Ty wird, er- 
starrt es. Stellt man das Kondensat von vornherein bei Temperaturen 
T < T, her, so erscheint an diesem Kern ein Kristall (AK = Kristallkern). 
Liegt die Herstellungstemperatur iiber T,, so entsteht an diesem Kern 
ein Tr (K = Troépfchenkern). 

Um das naher zu begriinden, wird ein bei Zimmertemperatur her- 
gestelltes Kondensat gleich nach der Herstellung kurzzeitig in ein Kalte- 
bad getaucht und etwa 5 min spater photographiert. Die Abb. 5c, 5d 
und 5e gehdren zu Kaltebadtemperaturen von 8,9°, Sia nde oaC 
und geben genau die gleiche Kiivettenstelle wie in Abb. 5a wieder. Wie 
man sieht, nimmt die Kristallzahl mit sinkender Temperatur rapide zu. 

Genau dieses Verhalten ist natiirlich zu erwarten. Denn die Tr des 
bei Zimmertemperatur hergestellten Kondensates werden als unter- 
kiihlte Fliissigkeit bei Abkiihlung irgendwann einmal erstarren. Bei 
geringer Temperatursenkung werden es nur vereinzelte Tr sein, bei 
starkerer Abkiihlung entsprechend mehr. Die erstarrten Tr wachsen 
dann auf Kosten der sie umgebenden noch nicht erstarrten durch Hof- 
bildung. Die bei allmahlicher Abkiihlung eines Tr um ihn herum ein- 
setzende Hofbildung dient als bequemes Kriterium fiir die Erstarrung 
dieses Tr. Der Zeitpunkt des Erstarrens laBt sich sehr genau festlegen, 
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da nach (8) zu Beginn der Hofbildung ® etwa proportional zu Vi ist. Die 
Zunahme des Hofdurchmessers d@/dt ist daher proportional zu 1/V/e, 
also am Beginn der Hofbildung (¢-+0) sehr groB. Dieser plétzliche Beginn 
der Hofbildung ist sehr eindrucksvoll. Beim Ablauf eines mit einem 
Zeitraffer aufgenommenen Films (1 Bild/sec) sieht man den Hof formlich 
aufspringen. 
DaB jedem Kern eine Erstarrungstemperatur zuzuordnen ist, lieB 
sich wie folgt nachweisen: Man vergleiche das bei Zimmertemperatur 
, hergestellte, niemals abgekiihlte Kon- 
pene nee densat (Abb. 5a) mit dem Kondensat, 
> das kurzzeitig auf 8,9°C abgekithlt 
wurde (Abb. 5c). Alle in dem ersten 
Kondensat (Abb. 5a) vorhandenen 
Kristalle sind auch in dem zweiten 
(Abb. 5c) vorhanden. Die auf Abb. 5c 
neu hinzugekommenen Kr riihren von 
Tr mit Erstarrungstemperaturen zwi- 
schen 8,9 und 20°C her. So kann man 
fortfahren: Alle in Abb. 5c (T = 8,9° C) 
vorhandenen Kr lassen sich in Abb. 5b 
(7-== 64" GC) wiedertindén:) = Diemnen 
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Fig.10. An 25 willktirlich ausgewdhlten 


Kernen wird die Erstarrung der an ihnen 
kondensierten, unterktihlten fltissigen Tr 
untersucht. Als Funktion der kaltesten Tem- 
peratur T, auf die der Kern abgekiihlt wurde, 
ist aufgetragen, ob er als Kristall- oder 
Tropfchenkern wirkt (1 oder 0), 


hinzugekommenen Kr sind ehemalige 
Tr mit Erstarrungstemperaturen zwi- 
schen 6,4 und 8,9° C. 

Insgesamt wurde 11 Kondensate in 
dieser Weise untersucht, die sémtlich 


bei 23° C hergestellt wurden. Sie wurden 

kurzzeitig auf 6,1',16,7,7,6, 8,9, 41,0,013:4,°15,0,6101G,a16.5 420-5meie 
22,0° C abgekthlt. Dann wurden nacheinander 25 Kerne willkiirlich 
ausgewahlt und festgestellt, bei welchen Temperaturen sich Tr und bei 
welchen Temperaturen sich Kr an diesen Kernen gebildet haben. Das 
Resultat ist in Fig. 10 wiedergegeben. Als Abszisse ist die kalteste 
Temperatur aufgetragen, die der Kern angenommen hat. Durch den 
Ordinatenwert 1 oder 0 wird ausgedriickt, ob bei dem betreffenden 
Kern ein Kr oder ein Tr vorliegt. Beispielsweise bedeutet die obere 
Kurve, daB 5 der 25 ausgewahlten Kerne unterhalb von 15°C als Kri- 
stallkern und oberhalb von 16,8° C als Trépfchenkern fungieren. Diese 
5 Kerne haben also Erstarrungstemperaturen zwischen 15,0 und 16,8°C. 
Falle der Art, da8 ein Kern, der bei einer Temperatur 7, als Kristall- 
kern vorgefunden wurde, bei einer Temperatur T, < 7, noch einmal als 
Trépfchenkern erscheint, sind zwar relativ selten, kommen aber vor (die 
unteren 4 Kurven der Fig. 10). Die Erstarrungstemperatur ist also 
mindestens bei einem Teil der Kerne nicht scharf. Es gibt ein Erstar- 
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rungsintervall um eine mittlere Erstarrungstemperatur herum. Nach 
Fig. 10 kann dieses Intervall allerdings nur selten breiter als etwa 2° sein. 

Die Erstarrungstemperatur eines am Kerne K kondensierten Tr 

hangt nicht von der GréBe dieses Tr ab. Um das zu zeigen, kiihlt man 
so lange ab, bis das bei K kondensierte Tr erstarrt. Um das Trépfchen 
beginnt eine Hofbildung. Dann erwarmt man kurzzeitig tiber den 
Schmelzpunkt. Das erstarrte Tr, 
das wegen der Hofbildung ge- 0%r/en™ 
wachsen ist, schmilzt dabei zu x 
einem Tr mit gréBerem Radius & 
als urspriinglich. Jetzt kihlt = \ ‘ 
man erneut ab, bis das gréBere S 
Tr wieder erstarrt (Erstarrungs- 
kriterium: Weiterwachsen des & 
Hofes). Man findet so genau 
die gleiche Erstarrungstempera- x 
tur wie bei der ersten Abkiih- Holl elt: ila. Vader SHG 
lung mit dem kleinen Tr. 

Wir fassen zusammen: Die 
Quarzunterlage ist mit Kernen 
besdt. Mit jedem Kern verkniipft 
ist eine verhaltnismaBig scharf 
definierte Erstarrungstempera- 
tur. Diese Temperatur ist also 
dem an der Quarzunterlage fest- 
haftenden Kern eimgepragt. Da- 
raus folgt ibrigens, daB das Er- fae Gabo. ei woe 
starren des Tr nicht irgendwo Lyatab j 
: pe : Fig.11au.b. a Anzahl der Kristallkerne pro Flache 
im. Trépfcheninnern, sondern an als Funktion der tiefsten Temperatur T, auf die das 
Seas BRE ich SASK ROSY cr eiecaeruasionipesatoven Baek er Ree 
beginnt. pro Flache, deren Erstarrungstemperatur zwischen T 

Um festzustellen, wie die Er- und T+1°C liegt (Ableitung der Fig. 114). 
starrungstemperaturen tiber die 
i eee verteilt sind, wurde an verschiedenen Aufnahmen von 
der Art der Abb. 5 die mittlere Kristallkernzahl pro Flache bestimmt. 
Diese Kristallkernflichendichte ist in Fig. 11a tiber der Temperatur 7 
aufgetragen. GemaB der Abb. 5 nimmt diese Flachendichte mit fallender 
Temperatur rasch zu, erreicht aber schlieBlich bei etwa 0° C einen kon- 
stanten Wert, weil dann alle Kerne Kristallkerne sind. Die Ableitung 
dieser Kurve gibt die gesuchte Haufigkeitsverteilung der Erstarrungs- 
temperaturen (Fig. 11b). Die meisten Erstarrungstemperaturen liegen 
danach zwischen 0 und 6°C, d.h. etwa 60° unter dem Schmelzpunkt 
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nur fiir die von uns naher untersuchte Kiivette bezeichnend. Beispiels- 
weise lagen in einer zweiten Kiivette die meisten Erstarrungstempera- 
turen um 30°C herum. Um Hofbildungserscheinungen zu beobachten, 
durfte man ein Kondensat in dieser Kiivette daher niemals unter etwa 
35° C abkihlen. 

AbschlieBend soll noch die am Anfang dieses Paragraphen aufge- 
worfene Frage beantwortet werden: Warum bilden sich keine zusam- 
menhangenden Schichten sondern Tr und Kr? Nach FRENKEL [9] hat 
man die Entstehung einer homogenen Aufdampfschicht wie folgt zu 
verstehen. Zu Beginn des Aufdampfens werden aus der Dampfphase 
pro Zeit und Flache » Atome adsorbiert. Nach einer mittleren Verweil- 
zeit t verdampfen die adsorbierten Atome wieder. Bei nicht zu groBen 
Aufdampfgeschwindigkeiten kommt.es so zu einem Gleichgewicht mit 
einer weniger als monoatomaren Flachendichte @=yv-7t. Die adsor- 
bierten Atome sind beweglich. Sie werden sich daher teilweise zu Atom- 
zwillingen vereinen, die eine langere Verweilzeit als die Einzelatome auf- 
weisen. Steigert man allmahlich @ durch VergréBerung der Aufdampf- 
geschwindigkeit », so wird bei einer kritischen Flachendichte @, der 
Zwillingsanteil so groB, daB mehr Atome einfallen als wieder verdampfen. 
Dann entsteht eine zusammenhangende Aufdainpfschicht mit wach- 
sender Schichtdicke. 

Auf die Bildung unserer Trépfchenschichten trifft diese Vorstellung 
sicher nicht zu; denn wir haben es ja ganz entschieden mit Oberflachen- 
kernen zu tun, von denen in der FRENKELschen Theorie nicht die Rede 
ist. An den Kernen bilden sich Tr. In dem kernfreien Gebiet zwischen 
den Tr miiBten aber die FRENKELschen Vorstellungen anwendbar sein. 
Warum bildet sich dort trotz der groBen Aufdampfgeschwindigkeit 
wahrend der Herstellung des Kondensates keine zusammenhangende 
Schicht ? Antwort: Die Tr an den Kernen saugen aus dem Zwischen- 
gebiet mittels Oberflachendiffusion soviel adsorbierte Atome weg, daB 
die Belegung dort niemals die kritische Flachendichte , erreicht. Diese 
Aussage lieBe sich unter Verwendung der in dieser Arbeit gemessenen 
Massenstromstarke D(0;,—0,,) quantitativ begriinden, doch soll an 
dieser Stelle darauf verzichtet werden (vgl. auch [/4)). 


Anhang. 
Berechnung der mittleren Diffusionsreichweite 7. 


Auf einer Oberflache befinde sich ein einziger Tropfen mit dem sehr 
kleinen Radius %<rD. Am Trépfchenrand y=7, herrscht dann bei 
vorgegebener Temperatur die Flachendichte 0=0,,- Fir groBe 7 geht 
o (7) nach Null, wenn angenommen wird, daB nichts aus der Dampfphase 
adsorbiert wird (d.h. Dampfdichte = 0). Im stationadren Zustand stromen 
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dann die Atome vom Trépfchen aus entlang der Oberflache, bis sie 
schlieBlich in die Dampfphase tibergehen. 


Als Lésung der Gl. (3) fiir (7) findet man in diesem Fall: 


HOG r/| TD) 


Oe fiir Peace 


In einem Ring 2ar-dy auBerhalb des Tr befindet sich die Masse: 
dm=2nr-dr-o(r). Die Wahrscheinlichkeit dw, daB ein Atom, das 
bis zu diesem Ring diffundiert ist, aus diesem Ring verdampft, ist: 


| 
dw—=dm/ f[ dm. 


un 
Als mittlere Diffusionsreichweite 7 definieren wir: 
co 
ce J 9? Ay? (iy) dy 
7= | rdw=|tD” oe ee 
To | y Ao (1 y) dy 
rot D 
wobei wir die untere Grenze in den Integralen Null setzen diirfen, weil 
der Trépfchenradius 7, sehr viel kleiner als |/7D sein soll. 
Zur Berechnung der beiden Integrale fiihrt man die modifizierte 
BesseEt-Funktion zweiter Art: Ky(y) ein: 


Ko(y) =i 5 HY (iy). 


In mathematischen Formelsammlungen (z.B. ,,Integraltafeln“, 2. Teil, 
S.199,. Springer 1950) findet man: 

f e~*Y K,(y) dy = (arcos a)/(1 — a?)? a0 <A. 

0 
Differenziert man beide Seiten ein- bzw. zweimal partiell nach a und 


setzt dann a=0O, so ergibt sich: 


fyvKy(y)dy=1 bew. fy? Ky(y) dy =a/2 
0 0 
und damit 
oe 
2 


Fiir Anregung und fdrdernde, hilfsbereite Unterstiitzung bin ich 
meinem verehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. Rk. FLEISCHMANN zu 
groBem Dank verpflichtet. Dank gebithrt auch Herrn Dipl.-Phys. 
H. DeicuseL fiir die Herstellung der Kiivette. 
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Abb. 1a—c. Ein und dasselbe Kondensat. a 1,5 min; b 64 min; ¢ 120min nach der Herstellung. 


Abb, 2a—c, Die Hofbildung um einen rotationssymmetrischen Zentralkristall mit praktisch konstantem 
Durchmesser, a 2,9 min, b 29 min, c 99,1 min nach Herstellung des Kondensates, 


Abb. 3. Beispiel fiir einen Kristall mit Dreiecksgrundflache,. 


Abb. 4a u. b. a Ein Kondensat mit groBen Héfen wird eingefroren, wieder erwarmt und zusatzlich mit 
Kalium bedampft. b Ein Kondensat mit groBen Héfen wird zusatzlich mit Kalium bedampft, ohne vorher 
eingefroren worden zu sein. 


Abb. 5a—e. a und b Zwei verschiedene Kondensate an ein und derselben Kiivettenstelle, c, d u. e Drei 
weitere Kondensate an derselben Kiivettenstelle. Die Kondensate wurden nach ihrer Herstellung kurzzeitig 
in Kaltebader von 8,9, 6,1 und 4,6°C getaucht. 


VergroBerung 200: 1. 
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Dielektrische Anomalie wasserhaltiger Kristalle 
mit und ohne Strukturumwandlung. 


Von 
K. H. HELLWEGE und U. JOHNSEN. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 13. Juli 1954.) 


Die Dielektrizitatskonstanten von gepulvertem Pr(BrO,),- 9 H,O, von Einkristallen 
des isomorphen Di(BrO,),- 9 H,O in Richtung ihrer sechszahligen Achse und senk- 
recht dazu, sowie von Einkristallen des. Pr,Zn,(NO3),.: 24 H,O im Temperatur- 
bereich von 14 bis 250 °K wurden bei einer Frequenz von 380 kHz gemessen. Bei 
den Bromaten zeigt sich zwischen 50 und 75 °K ein Sprung im Verlauf der Di- 
elektrizitatskonstanten, welcher der Richtung senkrecht zur Kristallachse zuge- 
ordnet ist. Eine am Doppelnitrat bei 250 °K beobachtete Anomale wird nicht 
durch eine Strukturumwandlung, sondern durch Loésungsmitteleinschliisse im 
Innern der Kristalle verursacht. 


I. Einleitung. 
Die eingehend untersuchten Kristallspektren der Bromate des Neo- 
dyms und Praseodyms [/} sowie des Europiums [2] der Zusammen- 
setzung ! 


SE (BrO,),-9 HO 


zeigen im Temperaturintervall von 60 bis 85 °K auffallige Veraénderungen. 
Diese werden auf Anderungen in der Struktur des Kristallgitters zuriick- 
gefiihrt, d-h. auf Anderungen des auf das Ion wirkenden elektrischen 
Kristallfeldes [7], [2}. Da das Kristallfeld zum gr6Bten Teil von den 
Dipolmomenten der Wasserhiille der Ionen herriihrt, miiBte sich eine 
Anderung in der Struktur auch in der Dielektrizitatskonstante bemerkbar 
machen. Deswegen wurde die Dielektrizitatskonstante von gepulvertem 
Praseodymbromat sowie von Einkristallen des isomorphen Didymsalzes 
als Funktion der Temperatur zwischen 14 und 250 °K bei einer Frequenz 
von 380kHz gemessen. Zum Vergleich wurde die Dielektrizititskonstante 
von Praseodym-Doppelnitrat der Zusammensetzung Pr,Zn3(NOs3)q5 ° 
24 H,0 untersucht. Diese Substanz zeigt in dem ganzen untersuchten 
Temperaturbereich keine Anderung des Absorptionsspektrums. 


IT. Versuchsanordnung und Mefverfahren. 


Bei dem angewendeten Verfahren wird die Dielektrizitatskonstante 
aus Kapazitétsmessungen berechnet, wobei die Kapazitat des mit der 


' SE steht an Stelle des dreiwertigen Ions der entsprechenden Seltenen Erde. 
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Substanz gefiillten Kondensators nur wenige Pico-Farad betragt. Aus 
diesem Grunde wird zur Messung die Schwebungsmethode benutzt, mit 
der sich ohne groBen Aufwand eine ausreichende MeBgenauigkeit er- 
zielen 1aBt. Zwei selbsterregte Hochfrequenzschwingkreise werden auf 
gleiche Frequenz abgestimmt. Darauf wird dem Kondensator des einen 
Kreises die zu messende Kapazitat parallel geschaltet. Die zur neuer- 
lichen Abstimmung auf Frequenzgleichheit beider Kreise notwendige 
Kapazitaétsinderung wird an einem geeichten Kondensator abgelesen 
und ergibt die unbekannte Kapazitait. Bei der benutzten Frequenz 
von 380 kHz liegen die MeBfehler bei +14 - 10-2 pF. 

Am Boden eines der bekann- 
ten Kiihlt6pfe mit Strahlungs- 
schutz befindet sich der MeB- 
kondensator. Bei den Unter- 
suchungen an Pulvern ist dies 
ein Zylinderkondensator, wah- 
rend zur Messung an Einkri- 
stallen ein Dreiplattenkonden- 
sator (Fig. 1) benutzt wird. 
Gegeniiber einem  normalen 
Zweiplattenkondensator hat er 
den Vorteil, daB er ohne Iso- 
lationsschwierigkeiten an beiden Fig. 1. Dreiplattenkondensator. P Kondensatorplatten, 
dufleren Platten gekiihlt werden —X Kistlaten, # Tuhrng aus Tobi fue miter 
kann. AuBerdem werden weit- des Schalters, J Stift aus Trolitul, M Schaltmagnet, 

: B Kiihlbehalter des Kiihltopfes zur Aufnahme der Kiihl- 
gehend Streufelder vermieden, fliissigkeit, S Strahlungsschutzmantel des Kiihltopfes. 
die sich bei einem Zweiplatten- 
kondensator zwischen seiner nicht geerdeten Platte und dem ihn 
eng umgebenden Zylinder des KiihlgefaBes ausbilden wiirden. Die 
Zuleitung zur mittleren Kondensatorplatte ist gleichzeitig als Schalt- 
kontakt fiir einen Schalter ausgebildet, mit dem der Kondensator mit 
Hilfe eines Elektromagneten an den Schwebungssummer zur Kapazitats- 
messung an und abgeschaltet wird. Alle beweglichen Teile des Schalters 
befinden sich in einer auf gleichem Potential befindlichen Abschirm- 
haube, so daB die durch den Schaltvorgang verursachten Kapazitats- 
anderungen kleiner als 2- 10-2 pF bleiben. Der leere Kondensator hat 
bei einem Plattenabstand von 1,5mm und einem Durchmesser der 
auBeren und mittleren Kondensatorplatte von 20 bzw. 15 mm eine 
Kapazitaét von etwa 4 pF. 

Zur Messung des gepulverten Praseodymbromates wurde dasselbe 
Praparat benutzt, an dem die Umwandlung spektroskopisch beobachtet 
worden war. Dagegen sind die Untersuchungen an Einkristallen am iso- 
morphen Didymbromat vorgenommen worden. Die Kristalle wurden 
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aus wibriger Lésung geztichtet. Nach einer Zeit von 4 bis 6 Wochen 
war die GroBe der Kristalle ausreichend zur Anfertigung der fiir die 
Messung benotigten Kristallscheiben von 12,5 mm Durchmesser und 
1,5mm Dicke. Die Kristallplatten wurden bei der Herstellung auf einer 
Mattglasscheibe geschliffen. Als Schleifmittel diente die gesdttigte 
Lésung des Salzes. Die Differenz zwischen gréBter und kleinster Hohe 
der Scheiben betrug 4 + 1072 bis 1 - 10°! mm bei einer Dicke der Scheiben 
von 1,0 bis 1,5 mm. Gr68ter und kleinster Durchmesser der Scheiben 
unterschieden sich um etwa 5 - 10-2 mm. Die fertiggeschliffenen Kristall- 
scheiben wurden in Gegenwart von etwas Chlorkalzium einige Tage 
getrocknet und dann an den Flachen versilbert, die an den Kondensator- 
platten anlagen. 

Im Vakuum zersetzen sich die Bromate bei Zimmertemperatur sehr 
schnell, wobei ihre Dielektrizitatskonstante stark abnimmt. Daher 
wurde bei der Messung der Kiihltopf vor dem Evakuieren auf 250 °K 
abgekithlt. Bei dieser Temperatur und allen tieferen Temperaturen blieb 
die Dielektrizitatskonstante der Kristalle auch im Vakuum konstant und 
ergab bei verschiedenen nacheinander durchgefiihrten Messungen an den 
gleichen Kristallplatten dieselben Werte der Dielektrizitatskonstanten. 
Verwitterungserscheinungen leBen sich an den Kristallen nicht fest- 
stellen, auch nachdem sie viele Stunden im Vakuum waren. Bei der 
Messung wurde die jeweils gewiinschte Temperatur im Kihltopf einge- 
stellt und so lange aufrecht erhalten, bis sich die von der Temperatur 
des Dielektrikums abhangige Kapazitat des Kondensators nicht mehr 
anderte. Der Temperaturausgleich zwischen Kihltopf und Kristall war 
bei den Messungen des Kristallpulvers nach etwa 45 min, bei den Mes- 
sungen der Einkristalle nach etwa 20 min vollzogen. Die Durchmessung 
des gesamten vermessenen Temperaturbereiches dauerte also viele 
Stunden. 

Die bei der Messung benutzten kreisrunden Kristallscheiben hatten 
einen kleineren Durchmesser als die ebenfalls kreisférmigen Kondensator- 
platten (Fig.1). Der Kondensator war also nur in seinem zentralen Teil 
gefiillt. Aus diesem Grunde muBten zur Berechnung der Dielektrizitats- 
konstanten aus den gemessenen Kapazitatswerten zwei Messungen an 
zwei verschiedenen Plattenpaaren gleicher Achsenrichtung und gleicher 
Dicke d, aber verschiedener Flache F und F’ vorgenommen werden. Die 
Flache F’ war etwa zehnmal kleiner als die Flache F. Aus der Differenz 
der beiden gemessenen Kapazitaitswerte C und C’ erhalt man die Di- 
elektrizitatskonstante 
ad C—C’ 

Ay os 


e=1-+ 


Weil das Dielektrikum nur den zentralen Teil des Kondensators ausfillt, 
ist bei der Berechnung angenommen, daB sich die Kristallscheiben im 
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homogenen Feld befinden. Durch diese Differenzbildung fallen die Streu- 
felder des Kondensators sowie die beim An- und Abschalten des Konden- 
sators an den Schwebungssummer auftretenden Kapazitatsanderungen 
heraus. Es ist zu beachten, daB die Absolutwerte der Dielektrizitits- 
konstanten durch die unvermeidbaren Einschliisse von Mutterlauge in 
den Kristallen etwas verfalscht sind. 


Ergebnisse. 


Die gemessenen Werte der Dielektrizitatskonstante sind in den 
Fig. 2—4 dargestellt. In dem vermessenen Temperaturbereich von 
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Fig. 4. Dielektrizitatskonstante von Praseodymzinknitrat parallel zur dreizahligen Achse gemessen. 


59 bis 250°K fallt die Dielektrizitatskonstante ¢, des gepulverten 
Praseodymbromates mit sinkender Temperatur standig ab (Fig. 2). Im 
Gebiet der optisch beobachteten Umwandlung zeigen sich im Kurven- 
verlauf zwei Stufen. Die kleinere liegt zwischen 95 und 110 °K. Darauf 
folgt nach einem leichten Anstieg der Dielektrizitatskonstanten gegen 
tiefere Temperaturen ein Maximum bei 76°K und dann ein zweiter 
steiler Abfall. 

Bei den Messungen an Einkristallen des Didymsalzes wurde der 
Temperaturbereich nach tiefen Temperaturen auf 14 °K (fester Wasser- 
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stoff) erweitert. Gemessen wurden die Werte der Dielektrizitatskon- 
stanten ¢) und ¢, in Richtung der hexagonalen Kristallachse und senk- 
recht dazu (Fig. 3). Es zeigt sich, da8 der am Pulver beobachtete steile 
Abfall der Richtung senkrecht zur Achse zugehért. Das Maximum bei 
76°K des dem Abfall in Richtung sinkender Temperatur vorausgehenden 
Buckels von ¢, liegt bei derselben Temperatur wie beim Pulver. Nach 
einem steilen Abfall um 8% fallt «, unterhalb 52°K in dem vermessenen 
Temperaturbereich nur noch wenig mit sinkender Temperatur ab. 

Die Kurve e, verlauft dagegen geradlinig durch den Bereich der 
optisch beobachteten Strukturaénderung?. Eine Zuordnung der am Pulver 
beobachteten Stufe bei etwa 100 °K zu einer Stufe von « ist sehr wahr- 
scheinlich, kann aber wegen der nicht ausreichenden MeBgenauigkeit 
nicht mit Sicherheit behauptet werden. 

Es zeigt sich also bei der Messung der Dielektrizitatskonstanten des 
Praseodym- und Didymbromates eine Anomalie, die in demselben Tem- 
peraturbereich liegt wie die Strukturumwandlung, die durch optische 
Untersuchungen gefunden wurde. 

Die zum Vergleich herangezogenen Dielektrizitatskonstante des 
Praseodymdoppelnitrates, die an Einkristallen in Richtung der drei- 
zahligen Achse gemessen wurde, zeigt einen Sprung zwischen 220 und 
250 °K*. Bei den Messungen in der Umgebung der Sprungstelle wurde 
vor jeder Einzelmessung die Temperatur im Kiihltopf 4 Std. lang kon- 
stant gehalten. Dennoch waren die beim Abkihlen des Kristalls ge- 
messenen Werte der Dielektrizitatskonstanten zwischen 210 und 250 °K 
immer grOBer als diejenigen, welche sich fiir die gleichen Temperaturen 
beim Erwarmen ergaben. 


Die Arbeit wurde 1952 im II. Physikalischen Institut der Univer- 
sitat Gdttingen durchgefiihrt und aus 4uBeren Griinden erst jetzt ver- 
éffentlicht. Wir haben zu danken Herrn Professor R. W. Pout fiir die 
Bereitstellung des fliissigen Wasserstoffs und der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft fiir apparative Unterstiitzung. 
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' In Fig. 3 sind nicht alle MeBpunkte eingetragen. 

* Dieser Effekt wurde inzwischen sorgfaltig untersucht [3]. Er wird nicht 
durch eine Strukturanderung hervorgerufen, sondern durch die im Kristall vor- 
handenen Lésungsmitteleinschliisse. 
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Eine Methode zur Bestimmung von 
Kernmomenten mit fokussiertem Atomstrahl™. 
Von 
H. G. BENNEWITz und W. PAUut. 

Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 9. August 1954.) 


Die von STERN und Rast zu hoher Vollkommenheit entwickelte 
Atomstrahlmethode zur Bestimmung von mechanischen und magneti- 
schen Kernmomenten zeigt als einzigen Nachteil eine geringe Licht- 
starke, so da8 an den Atomstrahldetektor hohe Anforderungen gestellt 
werden. Der LANGMuIR-TaAyLor-Detektor ist zwar so empfindlich, daB 
sogar radioaktive Elemente untersucht werden konnten, ist aber auf 
Alkalien und wenige andere Elemente beschrainkt. G. WEssEL und 
H. Lew [2] haben vor kurzem gezeigt, daB nach Ionisation der Atome 
durch ElektronenstoB mit einem Massenspektrometer alle Elemente 
nachgewiesen werden kénnen; der Nachweis ist jedoch rund 1000mal 
unempfindlicher, so daB wohl nur stabile Isotope der Messung zuganglich 
sind. In der vorliegenden Arbeit wird ein Atomstrahlverfahren mit 
Richtungsfokussierung beschrieben, das sowohl Spin als magnetische 
Hyperfeinstrukturkonstante zu messen gestattet und wegen seiner Licht- 
starke auch fiir langlebige radioaktive Isotope geeignet erscheint. 


Mefverfahren. 


In einer friiheren Arbeit wurde von FRIEDBURG und PAUL [3] ge- 
zeigt, daB es moglich ist, ein divergentes Biindel von Atomen auf Grund 
ihres magnetischen Momentes mit Hilfe eines Magnetfeldes mit zylinder- 
symmetrischer Inhomogenitat zu fokussieren. Die Bedingung, die an das 
Feld gestellt wurde, war, daB die Kraft mit der die Inhomogenitat des 
Feldes auf das magnetische Moment « des Atoms einwirkt, proportional 
mit dem Abstandv des Atoms von der magnetischen Achse anwachsen 
und auf diese hinweisen soll. Es muB8 also sein 
OH 


tet or 


lS A 

Diese Fokussierungsbedingung wurde durch ein magnetisches 6-Polfeld 

erfiillt. Besitzt das Atom neben seinem Hiillenspin J mit dem magneti- 

schen Moment uw, einen Kernspin7 mit einem magnetischen Kern- 

moment uy, so ist dieser an die Hiille gekoppelt und das Atom hat den 

resultierenden Gesamtspin F. Fiir den Fall J = 4, auf den wir uns in 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 33 
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der vorliegenden Arbeit beschranken wollen, ist F=J+4 und die 
magnetische Quantenzahl m,nimmt die Werte’, f — 1,...— (F—1), —F 
an. Mit wachsendem auBeren Magnetfeld wird das Hiillenmoment vom 
Kernspin entkoppelt und man erhalt, wie Rapr und Breit [4] gezeigt 
’ (mF) ibs haben, fiir die Komponente des 
is (2,2) -¥z tmagnetischen Momentes in Feld- 
-72  richtung Meg die in Fig.1 fir ein 
Beispiel dargestellte Abhangig- 
keit. Die magnetischen Momente 
sind also bei kleinem 4uBeren 
pr Feld keineswegs konstant mit 
Ausnahme der Atome mit mp= 
+ (I+ 4). Erst bei hinreichender 
Entkopplung (PASCHEN- BACK- 
Effekt der Hyperfeinstruktur) 
-s2 Witd {deg¢ = Const erreicht und eine 
gat (aa — “Ye optische Abbildung mit dem ge- 
Fig. 1. Abhangigkeit der magnetischen Effektivmomente nannten 6-Polfeld méglich. 
Cea ncet Rei etoinn Trotzdem besteht die Moglich- 
keit, auch im Entkopplungsgebiet 
fiir einzelne Komponenten Fokussierung zu erreichen. Dies sei am Bei- 
spiel eines Atoms mit J= #3 zuerst an der Komponente m=0, F=2 
gezeigt; wir beschranken uns dabei auf relativ kleine Feldstarken, also 
uy Uy / i/ Wy ein Gebiet, in dem sich Hex praktisch linear 
\ Ui Wp mit H adndert. Es ist also fiir diese Kompo- 
SN 1s nente [eg—=—a«H; damit Atome dieses Zu- 
LL standes elastisch an die optische Achse ge- 
bunden sind, muB sein 


R = Mey gradH = —aH-gradH = —cr. 


Integration dieser Gleichung ergibt die 
Forderung, daB H~yvr ist. Dies ward 
Fig. 2, Magnetisches 4-Polfeld. Das  Gurch ein magnetisches Vierpolfeld, wie es 
aiid adi toate i Ss ee in Fig. 3 dargestellt ist, erfiillt. SchieBt 
kondensators. man in ein solches in z-Richtung ausge- 
dehntes Magnetfeld Atome dieses Quanten- 
zustandes ein (Fig. 3), so ist ihre Bahn eine Sinuslinie. In By ent- 
steht ein Bild des Ofenloches. 
Wir betrachten nunmehr die Komponente m= —1, F =2. Fiir diese 
Atome gilt 
Metp = — &H + Shy, 
d.h. im Feld H~r bzw. 0H/ér = const ist der elastischen Kraft eine 
konstante Kraft iiberlagert. Die Bahn dieser Atome ist wieder eine 
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Sinuslinie, jedoch ist der Schwingungsmittelpunkt um den Betrag a 
verschoben. Der Bildpunkt liegt demzufolge in B,, unter der Vor- 
aussetzung, daB die Stei- ,y 
gung « ebenso groB wie 
im, Fall-4, ist; dies ist 
aber in guter Naherung er- 
fullt. Da die Atome das 
Ofenloch in allen Rich- 
tungen verlassen, entsteht 
any Stelle des Bildpunktes Fig. 3. Bahnen der im magnetischen 4-Polfeld fokussierten 
ein Brennring mit dem Atome fiir J= 4, I= 4. 
Radius 27,. 

Die Bahnen der Atome in den anderen Quantenzustanden lassen 
sich am besten aus der Betrachtung der potentiellen Energie der Atome 
im Feld ersehen. Allgemein gilt gare) 


(4,2) 
Mee ~ + 4H,0+ tee 


soil Ul) ele 


Im Feld |H|~r ist also die potentielle Energie 


WH 


gy 2 | 
D (r) ee ad iS T rg ne te 


Sie ist fiir alle Komponenten in Fig. 4 aufge- 
tragen. Fiir die beiden erwahnten fokussierbaren 
Komponenten sind dies Parabeln, was der elasti- ’ 
schen Bindung entspricht. Fiir die anderen Kom- ae ae 
ponenten entnimmt man: \ " 
m=2, F =2. uy ist negativ und konstant; die Aye an 
Kraft ist deshalb ebenfalls konstant und weist zur i 
Nullachse hin. Die Bahn stellt Parabelbégen um fig. 4. Potentielle Energie 
die Achse dar. ee ee 


m=1, F=2. Die Potentialkurve stellt einen _ tischen 4-Polfeldin Abhan- 
gigkeit vom Abstand yon 


Teil einer Parabel dar. Die Bahn setzt sich aus der Achse. 
kurzen Sinusbégen um die Achse zusammen. 
m=—1,F=1. Ist die Maximalamplitude des Atoms kleiner als 79, 


schwingt es anharmonisch um die Achse; wird der Radius 7, uber- 
schritten, tritt Defokussierung ein. 

m=0,F=1;m=1,F=1undm=—2,F=2. Fir diese Atome ist 
Mere positiv und es tritt Defokussierung ein. 

Insgesamt kénnen wir fiir beliebigen Kernspin drei Arten von Teil- 
chen unterscheiden: 

J. Atome in den Zustianden m=—F, F=I-+4 und m=0...F, 
F =I —4 werden defokussiert. 


330 
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Il. Atome mit m=1...F,F=I+4undm=—F...—1,F=I—}3 
sind relativ stark an die Achse gebunden und machen eine periodische 
Bewegung mit kleiner Amplitude um diese. Sie kénnen durch eine 
Zentralblende abgefangen werden, falls sie nicht beim Durchgang durch 
die Achse des Feldes in einen anderen magnetischen Zustand umklappen 
und eventuell defokussiert werden. 

III. Fokussiert werden alle Atome mit m=0, —1... —(F#—1), 
F=I+4;m=0 ergibt eine Zentralkomponente, m=—1... —(F—1) 
Ringe mit den Radien Ry, 2Ry, 3Ry.... Das Abzahlen der Ringe ergibt 
also den Kernspin, wobei die Zentralkomponente mit dem Wert } zu 
zahlen ist. Fehlt die Zentralkomponente, so ist der Kernspin ganzzahlig. 
Die Ringradien sind dann Ry, 3Ro,5R,).... Aus der GréBe der Ring- 
durchmesser und der Abbildungsweite 1m Verein mit den zu messenden 
oder zu eichenden GréBen des magnetischen 4-Polfeldes kann die mag- 
netische Hyperfeinstrukturkonstante errechnet werden. 


Berechnung von Apertur, Abbildungsweite und Ringdurchmesser. 


Der fiir die Abbildung ausnutzbare Offnungswinkel ® des Atomstrahls 
wird eingegrenzt durch die Bedingung, daB die Atome nicht im Gebiete 
solcher Feldstarken laufen diirfen, in denen der lineare Zusammenhang 
zwischen mw. und H gestort wird; d.h. die gréBte zuladssige kinetische 
Energie der Radialbewegung wird durch die gréBte zulassige potentielle 
Energie der Atome im Feld bestimmt: 


Amax 

2 

= | Mey 4H. (1) 
0 

Nun ist die Apertur Ovtg@=2"* (y= Teilchengeschwindigkeit, 
v, = Radialgeschwindigkeit), so daB 

Amax 
a | bes @H (2) 

0 
wird. Die GrdBe des zuladssigen H,,., ist aus dem BreIT-RaBi-Diagramm 
zu entnehmen, in dem 4 als Funktion von H in Einheiten H, aufge- 


tragen ist. i jjastydabei definiert durch a, == Sele wobei dW die 
fA o 


mo> (+y 


2, 2 


: eh 
Hyperfeinstrukturaufspaltung des Atomgrundzustandes darstellt. Diese 
hangt fir den Fall ] = 4 mit der HFS-Konstanten A zusammen durch 
die Gleichungt 6W =A (I+-3), so daB die Normierungsfeldstirke 


A(E+9) 
Ht. = aa 
P teepanPoidy 3) 


1 Siehe z.B. KopFERMANN, H.: Kernmomente. S. 10. Akademische Verlags- 
gesellschaft 1940. Die HFS-Konstante A ist definiert durch pe wobei 
ao pean 


Hx die am Kernort durch die Hiillenelektronen erzeugte Feldstarke ist. 
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wird. Um die oben aufgestellte Linearitatsbedingung zu erfiillen, darf H 
nicht gréBer werden als etwa H, und damit gilt fiir die maximal zulassige 
Energie im Feld 


Hymax H, 


. ; aie H i bhug ee 1 
J Met? 4H a J 87 Mo Hy dH = > Ss Ho ae A (Z i Sh (4) 
Dies in Gl. (2) eingesetzt ergibt: 
_ 1/4049 
faa | musa (5) 


ZahlenmaBig ergibt sich daraus fiir Na,,; mit A =29,4-10°? cm fiir 
den Grundzustand, wenn man die Geschwindigkeit aus der Verdamp- 
fungstemperatur T= 600° K errechnet, ®=1/,,. Die ausnutzbare Aper- 
tur ist also wesentlich hoher als bei den bisherigen Atomstrahlversuchen. 

Die Abbildungsweite, d.h. der Abstand vom Ofenloch bis zum Bild- 
punkt betragt eine halbe Periodenlange der harmonischen Schwingung 
um die Achse. Also 


Ae a) Damon mM 
Cerra eAlee 
wobei D die Direktionskonstante ist. Diese betragt 


D = Mead SeHoE rad H 
Y y+ Hy 


und mit Gl.(3) 
D= J 8 1 (grad H)? 
Attys) 


Damit wird 


_ a: Vimv?- VAT +4) 
aS gj “My grad H : i) 


Wahlen wir eine Abbildungsweite und somit auch Feldlange L von 
50cm, so ergibt sich fiir den bendtigten Feldgradienten fiir Na,gz und 


Csi39 (i= 1, A=76- 10 cm), T=500° K 
| grad H = 7500 bzw. 16000 GB/cm. 


Diese Werte sind leicht mit Polschuhen aus normalem Baustahl zu er- 
reichen. 

Wie im vorigen Abschnitt erklart, betragt der Radius des erwarteten 
innersten Ringes R=27,. In diesem Abstand von der Achse betragt 
die magnetische Feldstarke H,, so daB 

Tél ALES) (7) 
grad H Mo g; grad H 


SOA ee 
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wird. ZahlenmaSig betragt mit grad H = 7500 GB/cm fiir den einzigen 
Ring des Natriums k=0,75 mm. 

Bei allen diesen Uberlegungen hatten wir vorausgesetzt, daB die 
Atome eine einheitliche Geschwindigkeit haben; wegen der MAXWELL- 
Verteilung der Atome im Ofen wird jedoch auf Grund des linearen Zu- 
sammenhanges zwischen Abbildungsweite und Geschwindigkeit das 
Aufspaltungsbild unscharf. Diese Unscharfe mu8 durch eine hinreichende 
Geschwindigkeitsselektierung der Atome eingeschrankt werden. 


Die Apparatur. 


Ein schematischer Schnitt der Apparatur ist in Fig. 5 dargestellt. 
Die Atome treten unmittelbar nach Verlassen des Ofens in das aus eiser- 
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Fig. 5. Schematischer cage der eee 


nen Polschuhen erbaute magnetische Vierpolfeld ein, das einen lichten 
Durchmesser von 0,4cm hat. Die Lange des Feldes mit 35 cm ist so 
bemessen, dal} die Atome in ihm nicht eine halbe Schwingung ausfiihren, 
wie dies im vorigen Abschnitt der Einfachheit halber angenommen war, 
sondern das Feld schon vorzeitig verlassen, um sich erst nach Durch- 
laufen einer freien Flugstrecke von weiteren 35 cm in einem Brennpunkt 
oder Brennring zu vereinen. In Fig. 5 sind die am Feldende abgeschnit- 
tenen und tangential verlangerten Bahnkurven fiir die Komponenten 
m=O und —1, F = 2 eingezeichnet. An den Aufspaltungsbildern andert 
sich durch diese vergré8ernde Abbildung (VergréBerung etwa 1,4) prin- 
zipiell nichts, jedoch hat man hierdurch die Méglichkeit, in der freien 
Laufstrecke einen mechanischen Geschwindigkeitsselektor einzuschalten. 
Dieser Geschwindigkeitsselektor besteht aus einer sich bis zu 450 Um- 
drehungen pro Sekunde drehende Achse, auf der acht gegenseitig etwas 
verdrehte Schlitzscheiben mit 5 cm © und 50 auf dem Umfang verteilten 


Schlitzen aufgeschraubt sind. Sein Auflésungsvermégen aD betragt 
Vv 


12%. Unmittelbar vor der Bildebene befindet sich der Detektorspalt 
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der einen horizontalen Schnitt aus dem Ringsystem herausblendet. In 
der Bildebene selbst steht der Atomstrahldetektor, im vorliegenden Fall 
ein LANGMUIR-TAYLorR-Detektor, dessen Draht senkrecht aufgespannt 
ist und horizontal verschoben werden kann; damit ist es moglich, die 
Intensitatsverteilung langs des durch den Detektorspalt ausgeblendeten 
Schnittes durch das Ringsystem auszumessen. 5 cm hinter dem vor- 
deren Ende des Feldes steht die Aperturblende, die dafiir sorgt, daB alle 
Atome, die unter zu groBem Winkel zur Achse in das Feld eingeschossen 
werden und somit in Gebiete zu groBer Feldstarke laufen wiirden, ab- 
gefangen werden. Weitere20cm 4 

dahinter steht die schon er- 
wahnte Zentralblende, die die 
anharmonisch um die Achse 
pendelnden Atome unerwiinsch- 
ter Quantenzahlen auffangt. 


& 


Q 


Bs 
T 


< 
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Vorlaufige Ergebnisse. 


Atome/Zelt (willkirl, Einherten) 


[ Na ,l=7/2 
Bisher wurde das Verfahren ar 
. : | fi 

an den bekannten Kerneigen- (ee, J noe 
schaften des Nagg, Csigg und 4g 7 Z g y 5 mm 8 
der beiden Rubidiumisotope EA METH AY, 

. Fig. 6. Beobachtetes Aufspaltungsbild fiir Na. Magnet- 
Rbs5 = und Rbs; ausprobiert, strom = 6,75 Amp, Umdrehungszahl des Rotors 
wobei die beiden letzteren in = 180 sec}, 


einem einzigen Versuch, nur bei 

verschiedenen Werten des Magnetfeldes ausgemessen wurden. Fig. 6, 7, 8 
zeigen die gemessene Abhangigkeit der Atomstrahldichte langs eines 
Schnittes durch das Zentrum des Ringsystems. Bei Na ergibt sich ein 
zentrales Maximum und ein Ring, was, wie erwartet, den Kernspin I = 3 
anzeigt; entsprechend ergibt sich bei Cs mit J={ ein zentrales Maxi- 
mum und drei Ringe. Beim Rb haben die beiden Isotope 85 und 87 
den Spin } und 3 mit den magnetischen Kernmomenten p,,,= 1,35 bzw. 
Mt, = 2,75 KME. Deshalb liegen die Bilder der einzelnen Isotope in 
zwei verschiedenen Ebenen; durch Veranderung des Magnetfeldes kénnen 
sie also nacheinander auf die Detektorebene scharf eingestellt werden. 
Nach Gl. (6) sollen sich die Magnetfeldstréme verhalten wie 


See ox 33 rain 
A gz (Ig7 + 3) 114 -2 : 


Im Experiment wurde fiir die Scharfeinstellungen ein Stromverhaltnis 
von 0,73 gefunden. Fig. 8 zeigt das erwartete Ergebnis mit zwei bzw. 
einem Ring um die Zentralkomponente. Aus den Ringdurchmessern 
und den Magnetfelddaten lieBen sich nach Gl. (7) die magnetische 
HFS-Konstante und damit das magnetische Kernmoment ausrechnen. 
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Da jedoch die absoluten Magnetfelddaten nur relativ ungenau zu 
bestimmen sind, wurde die Apparatur mit Cs geeicht. Die damit 
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Atome/ Zeit (willktrliche Einherten) 
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Y 
Cs, =72 
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Fig. 7. Beobachtetes Aufspaltungsbild fiir Cs. Magnetstrom = 30,75 Amp, Umdrehungszahl des Rotors 
= 15 0seem 


errechneten HFS-Konstanten stimmen mit den aus der RaApBischen 
Resonanzmethode bekannten Werten auf 4% wiberein. 


7a F 


OO 73 Io Rdgs 9 l= Ve 
L —— 277oR0g,, [= Y2 


Atome/Gelt (willkiirliche Einheiten ) 


0 7 a 3 4 5 o 7mm & 
Detektorstellung 


Fig. 8. Beobachtetes Aufspaltungsbild fiir Rb, Magnetstrom fiir Rb,,; und Rb,; = 17,25 bzw. 23,5 Amp. 
Umdrehungszahl des Rotors = 170 sec", 


Diskussion, 
Das beschriebene MeBverfahren ergibt durch die Fokussierung zwei 
wichtige Vorteile: 
Bei dem héchsten im Ofen zulassigen Dampfdruck von etwa 100 Torr 
wurde im Falle des Natriums (Ofenloch 50u, 2) ein Ionenstrom von 
10°* Amp pro Komponente am Lancmutr-Taytor-Detektor erreicht, 
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d.h. etwa 104 Atome pro Sekunde. Andererseits ist das erreichte Auf- 
l6sungsvermégen (Aufspaltung: Linienbreite) recht groB; es betragt etwa 
5 bis 10: 

Diese beiden Eigenschaften lassen es méglich erscheinen, auch radio- 
aktive Elemente zu untersuchen, indem in der Bildebene eine photo- 
graphische Platte aufgestellt wird und auf dem Wege einer Radiographie 
das Aufspaltungsbild sichtbar gemacht wird. Wegen der hierbei ent- 
stehenden Unscharfe des Bildes infolge der Reichweiten der emittierten 
Partikel in der photographischen Emulsion ist die GréBe des in diesem 
Verfahren erhaltenen Bildes neben der groBen Lichtstarke von beson- 
derem Vorteil. Entsprechende Versuche wurden begonnen. 


Wir danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Unter- 
stutzung dieser Untersuchungen. 
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Zur Wahl von Feldgleichungen 
der projektiven Relativitétstheorie. 


Von 
KuRrT JUST. 
(Eingegangen am 26. August 1954.) 


Fiir die von JorpAN, Lupwie u. a. entwickelte Theorie mit veranderlicher Gravi- 
tationszahl werden Gleichungen vorgeschlagen, die aus einem besonders einfachen 
Variationsprinzip folgen. 


Die Grundlagen und bisherigen Ergebnisse der Theorie sind in zwei 
Biichern von Lupwic [1] und JorDAN [2] enthalten, daher wollen wir 
von diesen ausgehen und ihre Formeln ohne weitere Hinweise in der 
Form ,,(3.5)° von Lupwic [1] und ,,(4) §6° von JORDAN [2] zitieren. 
Die Schreibweise soll die von Lupwic [1] sein, wo griechische Indizes 
von 0 bis 4, lateinische nur von 1 bis 4 laufen, im Zweifelsfalle die 
Dimensionszahl 5 oder 4 vermerkt und die invariante Feldfunktion J 
mit der E1nsTEINschen Gravitationszahl x verbunden ist durch 


J = 6, XX = 2m, (1) 


Die verschiedenen Arten von Feldgleichungen werden wir nach HECK- 
MANN, JORDAN, FRICKE [4] durch groBe lateinische Buchstaben kenn- 
zeichnen; sie alle folgen gemaB (12.1) und (14.1) aus 


5 5 5 
d{(G+L)ay =o (2) 
mit : 
‘ a 7 8 55 z u T |p 
aS=|—gdt wd G=U(R+V+4W-J,J*). (3)C 
5 

Mierin soll L die LAGRANGE-Funktion des Materiefeldes, R der fiinf- 
dimensionale Kriimmungsskalay sein, und der bei (16.1) bis (16.3) be- 

grindete Ansatz gelten: 
U == ]*, Ves 0; W=—AJ- (a, A = const). (4) D 


Ausfihrlich betrachten HECKMANN, JORDAN, FRICKE [4] die Gln. (A) 
die sich ergeben durch 


’ 


C=) =O also Can (5) A 

sowie den Fall (B) mit 
=}. (6) B 
Bei Ausrechnung der drei im Sonnensystem beobachtbaren Effekte 
finden sie fiir Rotverschiebung und Lichtablenkung stets die von der 
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Erfahrung bestatigten Formeln EINsTEINs, fiir die Pertheldrehung jedoch 
wur im Falle (B) mit der zusatzlichen Annahme: 


[|A| 4. (7) B 
Dagegen laBt sich nun folgendes einwenden: 


a) Es steht (7) im Widerspruch zur Grundforderung der JorDANschen 
Kosmologie [3], daB die Grundprinzipien nur Zahlen der Grofenordnung 
Eins enthalten sollen. 

b) Die Wahl (6) hatte Lupwic [7] bei (17.25) deshalb vorgeschlagen, 
weil JORDANs damalige, auf der Diracschen Dimensionsanalyse be- 
sriindete Uberlegungen [3] ein Weltmodell forderten, das sich zeitlich 
tneay ausdehnt. Durch naheren Vergleich mit mehreren Erfahrungs- 
tatsachen erkannte jedoch JORDAN [2], §32, daB der heutige Weltradius 
sr6Ber ist als im ,,linearen Modell“. 

c) Nach JorDAN [2], S.179 muB die tatsdchliche Anderung der 
Gravitationszahl schon seit friihen Epochen praktisch aufgehért haben, 
wahrend sie im linearen Modeil noch heute beachtlich ist. 

Zwar missen die Gln. (B) noch andere Lésungen haben, doch lassen diese nach 
JorDAN [5] doch nur ,,Oszillationen“ um eine im Mittel /ineave Expansion erwarten. 

Die Nachteile a) bis c) werden jedoch vermieden durch friiher nicht 
imtersuchte Feldgleichungen (E), die aus (2) bis (4) folgen durch die Wahl 


%= —F, (8) E 
also 


Cee Me auld), (0) E 


denn von diesen werden wir zeigen konnen: 


d) Die Periheldrehung hat in der iiblichen, praktisch véllig zureichen- 
Jen Naherung genau den Ernsternschen Wert, wenn wir nur annehmen 


Naan, 
e) Unter der ein wenig weitergehenden Voraussetzung 
A<} (10) E 


srgibt sich ein Weltmodell, in dem schon seit duperst friihen Epochen die 
relative Anderung von Gravitationszahl und Gesamtmasse ganz be- 
wiichtlich langsamer erfolgt als die des Weltradius. 

Dariiber hinaus weisen die Gln. (E) weitere Vorteile auf: 

f) Rein mathematisch sind sie von der groBten Einfachheit, die im 
Rahmen von (4) D moglich ist, denn nur ee von ihnen enthalt zwerte 
Ableitungen von J, und in dieser kommen keine zweiten Ableitungen der 


4 
en VOL: 
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g) Es ist (9) der einzige Fall, in dem es kein linear expandierendes 
Weltmodell gibt. 

Da der zweite Parameter A nur der Bedingung (10) zu unterwerfer 
ist, diirfen wir ihn ganz fortlassen, also annehmen 


und daher 
5 5 
G= JR: (12) F 


Dieser Ansatz (F) entspricht dem Grundgedanken der JORDANschen 
Kosmologie [3] wohl in der vollkommensten Weise, denn sehen wir ak 
von den Fallen, die so offen wie (A) der Erfahrung widersprechen, dann 
diirfen wir feststellen: 

h) Der Sonderfall (F), der bereits die Vorteile d) bis g) des Ansatzes 
(E) hat, ist auBerdem der einzige, wo die LAGRANGE-Funktion G des 
,erweiterten’‘ Gravitationsfeldes keimen unbestimmten Parameter ent- 
halt. 

Die von Lupwie [1] fiir den allgemeinen Ansatz (4) D gefundenen 
Gln. (16.4) lassen sich schreiben: 


4 


Ri, — seh ale (« ae 3) gist. (Jieys = Sie") = LF, or 


pe Ats tat —20| TF, Jen + 3)E 


2 7) 


= [Ae ge alt 0)| PA ehe= 0 


~ 


é $ 4 
Lie diat y= Io Sack lg a he lio 


nm 


rie + (a+ 3) il a mit Sp = sd ea rh be (15) 0 


(@+YRE +A ZIT t @—-NI FM IV+6=0 (46) L 
mit : 
= JRO (ba BTR Oa et) Sf Bowe ees nice 
—R+(A+f+4a—3e) JJ, J — 
3 (eS) TAT eT mo. 


2 


(18) L 


Dabei ist (15.4) und (17.5) sowie (15.7) und (17.7) benutzt, in der zweiter 
Zeile von (16.4) beachtet, daB es «(1 —2«) heiBen muB statt « ($ —a) 
in der vorletzten Zeile bei F,,,, F”"”" der Faktor J erganzt, und bei (18 


. . . Z = >, eS 
haben wir mit Hilfe von R"=R,7"=T, 6"=4 die Gl. (13) verjiingt 
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Analog dem bee von JORDAN bei (10) §28 wollen wir in (13) 
die Glieder mit R und J” \n eliminieren, um eine Gleichung zu erhalten, 


die besser vergleichbar ist mit der EINsTErNschen: 
4 


Rip (1. Aus Font) =0. (19) 


Dazu haben wir (16) so mit (18) zu kombinieren, daB R den Faktor 4 
und J”,, den Faktor « +4 erhalt, wir miissen also bilden: 
4 


y 


2, 
Jb+(A—o? — 4) LF 4 + (3020+ 2—24)x } (20)D 


Xf Rt (e+ 5)JAI"p t (@-S-+-F)ps=o. 


Fiihren wir dies in (13) ein, so fallt mit Jn und R auch das Glied 
mit J, J” fort, denn es wird 


Pee er a 
Ee ode oil eke? + | 
2) hewn el ee een ae } (24) D 
+ (+4) F7Tiet (#—4+—a-aJ*FiJe=0| 
\ / 4 \ / 
mit 
ae Cc Za 20 +4—24 (22) 


307 tat e—2)’ seo ae ee 


Verlangen wir nun, daB (21) im Falle sehr schwach veranderlicher 
Gravitationszahl die von der Erfahrung bestatigten Formeln EINSTEINs 
lhefere, so diirfen sich die vom Materie- und Strahlungsfelde herriihrenden 
Glieder nicht merklich von denen in (19) unterscheiden. Dies wurde von 
JORDAN [2] schon bei (41) §28 festgestellt, in §29 durch ausfiihrliche 
Diskussion der HECKMANNschen Lésung [4] vollauf bestatigt und soll 
bei dem in einer folgenden Arbeit zu fiihrenden Beweise von d) noch 
naher erldautert werden. Neben (1) haben wir daher zu fordern: 


begatg We (23) 
also entweder 
“x= — Ft, Aside, (24) 
oder wenigstens 
[A+ «| => (« +3)?; (25) B 
und auBerdem muB gelten: 
DOO (26) 


Die Bedingung (26) ist nicht so wichtig, denn fiir die Grenzfalle des Materie- und 
des Lichtkosmos wurde von Lupwic [/] bei (17.10) und auf S. 76 ausfiihrlich 
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begriindet, daB im raumzeitlichen Mittel tiber einige Schwingungsperioden der 
elektromagnetischen und Materiewellen b?= 6 =0 sein wird, mit (17) also 


(Mittelwert von 6) = 0, (27) 


so daB JorDAN [2] die GréBe b erst gar nicht zu erwahnen brauchte. Doch 
ist mit (23) stets auch (26) giiltig, also in (21) das Verschwinden des Gliedes mit b 


auch dort gesichert, wo b-+0 sein kénnte. 


Unsere Forderung moglichst guter Ubereinstimmung der neuen 
Gl. (21) mit der ErnstErnschen (19) ist also durch (24) streng erfillbar, 
wobei dann / fast beliebig wahlbar wird, oder nach (25) in gewisser 
Ndaherung dadurch, daB man nach Wahl eines beliebigen « einen gentigend 
groBen Betrag von A+« vorschreibt. Zur Beschreibung der Planeten- 
bewegung ist es gleichgiiltig, welche dieser beiden Méglichkeiten man 
bevorzugt; die zu den Feldgleichungen (B) fiihrenden Vorschriften (6) 
und (7) erfiillen jedenfalls (25). Nimmt man jedoch das ,,D1racsche 
Prinzip“ in der urspriinglich von JORDAN [3] vertretenen Form a) 
hinzu, dann kommt nur noch (24) in Frage, wodurch aus (21) und (16) 
die Gln. (E) folgen: 


Re t(>—A)IJ°I" Int 5 (Te — = oT) =0 
und (28) E 
Nee i ieee aa hat nneee 


Da Mon in (24) auch das Glied mit / "im fortgefallen ist und in (16) 


das mit pe R", so haben wir gleichzeitig im Sinne von f) bewiesen, 
daB (E) die mathematisch einfachsten aller mit verdnderlicher Gravi- 
tationszahl aufstellbaren Feldgleichungen sind; von ihnen diirfen wir 
ohne weiteres zu (F) mit dem physikalischen Vorzug h) der Freiheit von 
unbestimmten Parametern iibergehen. Schreiben wir dabei 


fRrwesSeh (29) 
also 
a J\n = Olws Ja P"\n > oly a3 o" Gin, (30) 


. so ergeben sich durch (14) aus (28) die den Ersternschen (19) weit- 
gehend analogen Gleichungen: 


~ 


4 
King OC el mek Ont Vie), Otis 


und die zusatzliche, fiir die neue Feldfunktion (29) maBgebende Gleichung 
lautet ganz einfach: 


“S 
3) 
o 


(32) F 
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Das finfdimensionale Variationsprinzip (2) ist nach Lupwic [2] 
einem vierdimensionalen gleichwertig, denn aus (12.10) folgt 


feazesfeds (33) 
mit ' 
dd=\V—gdt wd G=sie. (34) 


Daher sind gemaB (2) mit (12) die Feldgleichungen (F) herleitbar aus 
dem formal auBerst einfachen Prinzip 


BRE Lids —0, (35) F 


4 
worin L die vierdimensionale LAGRANGE-Funktion der Materie ist und R 
der fiinfdimensionale Kriimmungsskalar. Dessen affine Aufspaltung 
(41.19) lautet mit (29): 


5 4 
Pa ln oo 
State Teco slisimk arta aymeste' 30a (36) 
und daraus erkennen wir nach partieller Integration und einigen Ande- 
rungen der Schreibweise, daB (35) auch von JORDAN [2] formuliert 
wurde, namlich bei (2) §28. 

Zur Kosmologie sei hier nur erwahnt, daB g) ohne weiteres aus den Betrach- 
tungen von Lupwic [/] folgt, wenn man fiir (17.22) von der berichtigten Gl. (13) 
ausgeht; der Ansatz (17.23) liefert dann zur Bestimmung der Konstanten 9, und J, 
zwet Gleichungen, die nur bei «+ $=0 unlésbar sind. Die kosmologischen Fol- 
gerungen des neuen Ansatzes (8)E, die zu e) fiihren, sollen in spateren Arbeiten 
mitgeteilt werden. 

Diese Untersuchungen zur JORDANschen Kosmologie durfte ich 
durchfiihren 1m Auftrage von Herrn Professor Lupwic, dem ich dafiir 
und fiir sein standiges Interesse ganz besonders dankbar bin. Der Deut- 
schen Forschungsgemeinschaft gilt mein Dank fiir die finanzielle Ermég- 
lichung meiner Arbeit auf diesem Gebiet. Herrn Dipl.-Phys. J. PETZOLD 
danke ich fiir seine Hilfe bei der Korrektur. 
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Untersuchungen 
der elektrischen und lichtelektrischen Leitfaéhigkeit 
diinner Indiumoxydschichten. 


Von 
GEORG RUPPRECHT. 


Mit 13 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 30. August 1954.) 


An diinnen aufgedampften Indiumoxydschichten werden Messungen der elektri- 
schen Leitfahigkeit ausgefiihrt. Dabei wird die Abhangigkeit von der Temperatur 
und der Einflu8 einer umgebenden Sauerstoffatmosphare verschiedenen Drucks 
untersucht. Die beobachteten Zusammenhdange sprechen bei Temperaturen unter 
500° C fiir eine Wirkung des Sauerstoffs auf die Oberflache. Oberhalb 500° scheint 
ein Gleichgewicht zwischen dem Stérstellengehalt und der auBeren Sauerstoff- 
konzentration vorzuliegen. Messungen der lichtelektrischen Leitfahigkeit zeigen 
einen im Vakuum irreversiblen Leitfahigkeitsanstieg. Er wird durch Abbau des 
(oberflachlich gebundenen) Sauerstoffgehalts gedeutet. 


Unsere Vorstellungen titber den Leitfahigkeitsmechanismus in Halb- 
leitern sind meist durch Untersuchungen an Einkristallen (Elemente 
der IV. Gruppe des periodischen Systems und Alkalihalogenide) ge- 
wonnen worden. Einen EinfluB der Oberflache auf die Leitfahigkeit 
bemiihte man sich durch geeignete MaBnahmen méglichst auszuschalten. 
Da in manchen Fallen Einkristalle nicht zur Verfiigung stehen, muB 
man die Untersuchungen an polykristallinem Material durchfiihren. 
Wie zu erwarten, hangt dann bei der stark vergréBerten Oberflache 
die Leitfahigkeit von der Einwirkung der umgebenden Atmosphare ab. 
An diinnen ZnO-Schichten, wie sie im hiesigen Institut mehrfach 
untersucht wurden, sind solche Einfliisse schon oft beobachtet worden. 
Die vorliegende Arbeit wurde an diinnen Indiumoxydschichten ausge- 
fihrt. Dieser Halbleiter, der unseres Wissens bisher noch nicht ein- 
gehender untersucht ist, erweist sich als UberschuBleiter (n-Typ), 
dessen Leitfahigkeit in diinner Schicht in besonderem Mae von der 
umgebenden Atmosphiare abhangt. Fiir die beobachteten Erscheinungen 
sind zweifellos Oberflicheneffekte von ausschlaggebender Bedeutung. 


§1. Herstellung der Schichten. 
Die Proben wurden nach dem im hiesigen Institut fiir Zinkoxyd- 
schichten iiblichen Verfahren hergestellt [1]. Reines Indiummetall 
wurde zundchst auf eine Quarzplatte aufgedampft und an Luft im 
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elektrischen Ofen bei etwa 700 bis 1000° C kurzzeitig oxydiert. Die 
Schichtdicken lagen zwischen 50 und 250mu. Bis zu dieser Dicke 
konnten noch klare, festhaftende, wenig streuende Schichten hergestellt 
werden. Als Elektroden wurde sowohl aufgedampftes Indiummetall, 
als auch kathodisch aufgestéubtes Platin verwendet. Die Lange der 
Schicht von Elektrode zu Elektrode betrug 6mm, die Breite 8mm. 

Die Schichten zeigten nach ihrer Herstellung je nach Oxydations- 
dauer Leitfahigkeiten zwischen 10! und 10-6 (Q+cm)~. Durch nach- 
tragliches Oxydieren konnte die Leitfahigkeit heruntergesetzt werden. 
Das Oumsche Gesetz war bei allen Schichten fiir Spannungen kleiner 
als 50 V erfiillt. Die MeBspannung betrug bei den Versuchen 10 V 
und wurde jeweils nur kurzzeitig an die Schicht gelegt, um eine Verinde- 
rung ihres Zustandes durch Ionenleitung zu 
verhindern. Die Messungen erfolgten mit 
Gleichspannung. Es wurden nur _ solche 
Schichten verwendet, bei denen bei Strom- 
umkehr keine Unsymmetrie in der Leit- 
fahigkeit zu beobachten war. Da die Leit- 
fahigkeit durch Einwirkung von Licht an- 
stieg, wurden die Schichten im Dunkeln 
gehalten. Das Indiumoxyd lhegt in Form 
von In,O, vor [2]. 


aa! 


eal 
SES 


Quarzfenster(kristallin) 
Schicht 
Quorzunterlage 
Flektrode 
Stromzutihrun 
Glas/solation 


Aupftermante/ 
H- Schichtrager 


Amrie 


§ 2. Die Temperaturabhangigkeit 
der Leitfahigkeit im Vakuum. : 
Fig. 1. Anordnung zur Messung der 


Versuchsanordnung. Temperaturabhangigkeit der Leit- 
¢ pe ee : Bese. 2 . fahigkeit und des lichtelektrischen 
Die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit Vo itens fiir ae en 


wurde in einer Anordnung gemessen, wie sie in Fig.1 —schen — 180 und 200°C im Vakuum, 
schematisch dargestellt ist. Ein Kupferklotz ist an 

einer Kovareinschmelzung festgeschraubt und tragt die mit der Indiumoxydschicht 
versehene Quarzplatte. Diese wird durch die Enden von Glimmerplatten fest auf 
die Kupferunterlage angedriickt. Die Enden der Glimmerplatten tragen Zinn- 
elektroden, die auf die Elektroden der Indiumoxydschicht aufgepreBt werden. 
In den Zinnelektroden sind die Stromzufiihrungen und das Konstantan-Manganin- 
Thermoelement eingelétet. Uber dem Kupferklotz ist als Warmeschutz ein Kupfer- 
zylinder mit einem Fenster aus kristallinem Quarz angebracht. Die ganze An- 
ordnung befindet sich am Boden eines Rohres, das durch einen Schliff in eine 
Vakuumapparatur eingefiihrt werden kann. Die Stromzufithrungen und Thermo- 
elementdrahte werden durch einen Ansatz seitlich herausgefiihrt. Die Temperatur- 
erniedrigung wird durch Einfiillen von fliissiger Luft in das Rohr erreicht, die 
Erwarmung geschieht durch Einfiihren eines vorgewarmten Kupferklotzes. Wegen 
der Zinnelektroden und Zinnlétstellen konnte mit dieser Anordnung eine Tem- 
peratur von 200° C nicht tiberschritten werden. 


In Fig. 2 wird die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit einer 
Indiumoxydschicht im Vakuum in einem Temperaturbereich zwischen 
—480°C und +200°C gezeigt. Punkt A stellt die Leitfahigkeit bei 
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Zimmertemperatur dar, die sich nach Lagern der Schicht an Luft im 
Dunkeln einstellt. Wenn man von Punkt A aus abkiihlt, so findet man 
eine Abnahme der Leitfahigkeit. Die Leitfahigkeitsinderungen sind 
bis zu 100°C reversibel. Erhoéht man jedoch die Temperatur tber 
100° C (z.B. bis 200°C), so ist mit zunehmender Temperatur ein An- 
stieg der Leitfahigkeit zu beobachten, der sich im Vakuum als irreversibel 
erweist. (Mit Pfeil versehene Kur- 
venstiicke.) 

Es ist also moglich, in dem 
genannten Temperaturbereich jede 
beliebige Leitfahigkeit zwischen 10? 
und 10(Q:cm)+ zu erreichen. Beim 


-780 -150 -100 0 400 
a Ue 
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Fig. 2. Fig. 3. 


Fig. 2. Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit einer Indiumoxydschicht im Vakuum, Die mit Pfeil 
versehenen, steilen Kurvenstiicke werden irreversibel, die flachen reversibel durchlaufen. 


Fig. 3. Abhangigkeit der Abtrennarbeit von der Leitfahigkeit und der Temperatur (Mryersche Regel). 


auf einen reversiblen Leitfahigkeitsast. Auf diese Weise wurde die 
Kurvenschar der Fig. 2 gewonnen, die vier Zehnerpotenzen der Leit- 
fahigkeit umfaBt. 

Eine im Vakuum durch Temperaturerhéhung eingestellte Leit- 
fahigkeit ist bei Zimmertemperatur wochenlang haltbar. Beim Ein- 
lassen von Stickstoff erfolgt keine Anderung der Leitfahigkeit, wahrend 
beim Einlassen von Sauerstoff der Ausgangszustand wieder erreicht 
wird. Die dazu erforderliche Zeit betragt bei Zimmertemperatur etwa 
einen Tag. Bei erhéhter Temperatur, z.B. bei 100° C erfolgt der Riick- 
gang rascher. Die durch Erhitzen im Vakuum auf 200°C maximal 
erreichbare Leitfahigkeit war von Schicht zu Schicht je nach Her- 
stellung verschieden und konnte auch nachtraglich durch Erhitzen an 
Luft herabgesetzt werden (s. § 3). 

Wichtig erscheint die Tatsache, daB die in Fig. 2 gezeigte Kurven- 
schar absolut reproduzierbar ist. Bei festgehaltener Temperatur zeigen 
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die reversiblen Aste eine Abnahme der Steigung mit zunehmender 
Leitfahigkeit. Diese Steigungen (Abtrennarbeiten) sind in Fig. 3° fir 
drei verschiedene Temperaturen aufgetragen. Die Abtrennarbeit wurde 
aus der Formel og ~exp (— e/kT) bestimmt (MEYERsche Regel) [3]. 


Der experimentelle Befund 1a8t sich folgendermaBen zusammen- 
fassen: 


1. Im Vakuum ist die Leitfahigkeit dinner Indiumoxydschichten 
fiir Temperaturen kleiner als 100°C reversibel und kann 

2. durch Erhitzen auf eine Temperatur 
groBer als 100°C beliebig und irreversibel 
geandert werden. 

3. Fiir die reversiblen Leitfahigkeitsdste 
besteht fiir konstante Temperatur ein linearer 
Zusammenhang zwischen der Abtrennarbeit 
und dem Logarithmus der Leitfahigkeit 
(MeyeERsche Regel). 


elektrischer Oren 


Nickelklofze zum Auf- 
driicken der Quorzplate 


iy 7Aermoelemente 


Glhimmerschelben 


. ; jh 
4. Beim Einlassen von Sauerstoff geht die Hs 
Leitfahigkeit der Indiumoxydschicht auf den nnn 
Ausgangswert zuriick. WiGecRn 
§ 3. Die Temperatur- zur Pumpe— 


und Druckabhangigkeit der Leitfahigkeit 
in Sauerstoffatmosphare. 


Versuchsanordnung. 


Die Temperatur- und Druckabhangigkeit der 
Leitfahigkeit wurde in einem Quarzrohr gemessen, fig. 4. Anordnung zur Messung der 
in dem ein beliebiger Sauerstoffdruck (kleiner als  Temperatur- und Druckabhangig- 
760 mm Hg) meBbar eingestellt werden konnte. Die keit der Leitfahigkeit fir hohe 
Halterung der Schicht bestand aus vertikalen Nickel- oar ic ialtetg 
staben mit Ansdtzen, zwischen denen die Quarz- 
schicht durch die Federung der Nickelstabe festgehalten wurde (Fig. 4). Die Platin- 
elektroden der Schicht wurden durch zwei auf die Riickseite der Quarzplatte auf- 
gelegte Nickelklétze auf runde, als Stromzufiihrung dienende Platindrahte auf- 
gedriickt. Die Temperaturmessung erfolgte mit zwei Nickel-Chromnickel-Thermo- 
elementen. Die Létstelle des einen war unmittelbar unter der Mitte der Schicht 
angebracht, wahrend die andere Lotstelle an der Schichthalterung angeschweiBt war. 
Durch die gewahlte geometrische Anordnung der beiden Thermoelemente konnte die 
maximale Temperaturdifferenz festgestellt werden, die als maximaler Fehler bei 
der Temperaturmessung der Schicht eingehen konnte. Ein an seiner Oberseite 
geschlossener elektrischer Ofen war iiber das Quarzrohr geschoben, so dah die 
Schicht in einem Hohlraum mit einem Offnungsverhdltnis kleiner 1:5 untergebracht 
war. Die Glasdurchfiihrungen der Nickelstabe und der Thermoelemente wurden 
in geniigendem Abstand vom Ofen wassergekiihlt und durch mehrere Glimmer- 
scheiben vor der Strahlung des Ofens geschiitzt. Durch diese Anordnung war eine 
gute Isolation zwischen den Stromzufiihrungen auch bei hoher Temperatur sicher- 
gestellt. Der EinfluB des Quarzes auf die Gesamtleitfahigkeit konnte aus Messungen 
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an einer leeren, mit Elektroden versehenen Quarzplatte bestimmt werden. Dabei 
war der durch die Quarzunterlage verursachte ,,lsolationsstrom‘‘ stets um mehr 
als zwei GréBenordnungen kleiner als der Gesamtstrom. Eine Steigerung der 
Temperatur jedoch iiber etwa 700° C schien bei den verwendeten diinnen Schichten 
nicht ratsam, da eine Reaktion mit der Quarzunterlage zu befiirchten war. 


Mit der beschriebenen Apparatur wurde die Temperaturabhangig- 
keit der Leitfahigkeit der diinnen Indiumoxydschichten in Sauerstoff- 
atmosphare gemessen. Fiir Temperaturen unter 400° € liegt .kem 
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Fig. 5a u. b. a Verhalten der Leitfahigkeit bei monotonem Erwarmen der Schicht bei einem Sauerstoffdruck 
von 760mm Hg und verschiedenen Ausgangsleitfahigkeiten, Die mit ,,Quarz‘‘ bezeichnete Kurve stellt 
den auf die Dimensionen der Indiumoxydschicht reduzierten Strom durch die Quarzunterlage dar, b Ab- 
kihlungskurven. Man erhalt sie durch plétzliches Abpumpen auf den angegebenen Sauerstoffdruck und 
nachfolgende rasche Abktihlung. Die Steigungen liegen zwischen 0,07 eV und 0,13 eV. 


Unterschied zum Verhalten im Vakuum vor. Im Temperaturbereich 
zwischen 150 und 500° C fiihrten die Messungen der Leitfahigkeit 
nicht zu eindeutig reproduzierbaren Ergebnissen. Die Einstellung 
stationirer Werte war sehr triage. Um jedoch einen ungefahren Uber- 
blick tiber die Vorgange zu bekommen, welche die Leitfaihigkeit in 
diesem Gebiet beeinflussen, wurde der Temperaturbereich schlechter 
Reproduzierbarkeit der Leitfahigkeitswerte so durchlaufen, daB die 
Temperatur monoton erhéht wurde, ohne die stationaren Endwerte der 
Leitfahigkeit abzuwarten. Ein Beispiel zeigt Fig. 5a. Ausgehend von 
verschiedenen Anfangsleitfahigkeiten, ist fiir einen Sauerstoffdruck von 
760 mm Hg das Verhalten der Leitfahigkeit einer Schicht bei einer Er- 
warmungsgeschwindigkeit von etwa 10° C pro Minute dargestellt. Nach 
dem anfanglichen steilen Anstieg kann die Leitfahigkeit oberhalb 280° C 
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um Zehnerpotenzen abfallen, ohne daB jedoch ein stationaérer Zustand zu 
erreichen ist. So kann man z.B. von Punkt B durch lingeres Tempern 
zum Punkt A gelangen. Die Temperzeiten liegen in der GréBenordnung 
von Stunden. Auch beim Abkiihlen erniedrigt sich in diesem Bereich 
stets die Leitfahigkeit. 

Die Kurven der Fig. 5b wurden so gewonnen, daB zunichst rasch 
auf einen bestimmten Druck abgepumpt und dann sofort der Heiz- 
ofen entfernt wurde, um eine rasche Abkiihlung zu erreichen. Dadurch 
sollten alle zeitlich trage ablaufen- 
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Fig. 6. Verhalten der Leitfahigkeit bei monotonem Fig. 7. Druckabhangigkeit der Leitfahigkeit fiir ver- 
langsamem Erwarmen und Abkuthlen bei schiedene Temperaturen. Die Lage der Punkte A, B 
verschiedenen Drucken. und C im 1/T-Diagramm ist in Fig. 5a, die von D 


und E£ in Fig. 6 eingezeichnet. 


Einwirkung von Sauerstoff heruntergesetzt werden. Bei einer weiteren 
Steigerung der Temperatur nimmt die Leitfahigkeit bei etwa 500° C 
erneut zu. Sie ist nun eindeutig durch Druck und Temperatur bestimmt ; 
die stationdren Leitfahigkeitswerte stellen sich rasch ein. Die Rever- 
sibilitat der Leitfahigkeit fiir Temperaturen gréBer als 500° C kann aus 
Fig. 6 ersehen werden. Die Pfeile geben die Richtung an, in der die 
Kurven durchlaufen wurden. 

Die Beobachtung von stationéren Werten der Leitfahigkeit gelang 
nur bei Temperaturen oberhalb von etwa 400°C. Deshalb erscheinen 
quantitative Aussagen tiber den Einflu8 des Sauerstoffs auf die Leit- 
fahigkeit nur bei héheren Temperaturen sinnvoll. Fiir diese Unter- 
suchungen wurde die Schicht bei der MeBtemperatur so lange getempert, 
bis die Anderung der Leitfahigkeit innerhalb der Versuchszeit unmerk- 
lich geworden war. Die Leitfahigkeit einer Schicht wurde so auf die 
Punkte A, B, C (Fig. 5a), die einer anderen auf D und E (Fig. 6) ein- 
gestellt. Dann wurde der Druck variiert und die sich einstellende 
stationare Leitfahigkeit gemessen. Das Ergebnis ist in Fig. 7 ersichtlich. 
Im log o—log p-Diagramm ergeben sich zwei verschiedene Steigungen, 
die auf zwei einfache GesetzmaBigkeiten schlieBen lassen. Fiir A und B 
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entnimmt man in einem Druckbereich von vier Zehnerpotenzen o ~ fo, Cha 
fiir Eo~p,,"®. Bei C und D sind beide Steigungen vertreten. 

Vergleicht man die Lage der Punkte A bis E in Fig. 5a und Fig. 6 
miteinander, so erkennt man, daB A und B in dem Bereich legen, 
in dem keine Eindeutigkeit der Leitfahigkeit als Funktion der Tem- 
peratur besteht. C und D dagegen befinden sich schon in dem Gebiet 
eindeutiger Leitfahigkeitswerte, was insbesondere fiir E gilt. Bei Er- 
héhung der Leitfahigkeit durch Verminderung des Druckes verlaBt 
man fiir C und D offensichtlich das Gebiet eindeutiger Leitfahigkeit. 
Man kann die Druckabhangigkeit der Leitfahigkeit benutzen, um die 
zwei Bereiche zu definieren, die sich aus den bisherigen Versuchen in 
ihrem Verhalten folgendermaBen beschreiben lassen: 


1. Das ,,Zwischengebiet‘‘ mit einer Druckabhangigkeit #5,°° ist 
durch schlechte Reproduzierbarkeit der Leitfahigkeitswerte gekenn- 
zeichnet und weist bei monotonem Erwarmen ein Leitfahigkeitsmaximum 
bei etwa 300° C auf. Im Bereich zwischen 300° C und 500° C erfolgt bei 
760mm Hg Sauerstoffdruck stets eine monotone Abnahme der Leit- 
fahigkeit. 

2. In dem Gebiet der ,,Eigenstérleitung“‘ mit einer Druckabhangig- 
keit o,°"* erfolgt eine rasche Einstellung der stationaren Leitfahigkeits- 
werte, die in diesem Bereich eindeutig durch Druck und Temperatur 
gegeben sind. 


§ 4. Untersuchungen der Lichtabsorption und 
der lichtelektrischen Eigenschaften. 


An den diinnen Indiumoxydschichten wurde die Absorptionskon- 
stante kK gemessen, die durch die Gleichung: [=J, exp (— Kd) defi- 
niert ist. J, ist die Intensitat des eingestrahlten, J die Intensitat des 
durch die Schicht der Dicke d gegangenen Lichts. Der Einflu8 der 
Reflexion wurde durch Messungen mit verschiedenen Schichtdicken 
eliminiert. Die Schichtdicken wurden aus den Interferenzfarben der 
Schichten ermittelt, wobei der Brechungsindex mit 2 angenommen 
wurde. In Fig. 8 ist die Abhangigkeit der Absorptionskonstanten von 
der Wellenlange dargestellt. Bei 3,9 eV findet man einen steilen Abfall 
der Absorptionskonstanten. Nach der kurzwelligen Seite erfolgt ein 
stetiger Anstieg. 


Die Absorptionsmessung wurde in der tiblichen Anordnung als Ver- 
gleichsmessung mit einem Leiss-Doppelmonochromator und einer Na- 
triumphotozelle durchgefiihrt, deren Strom als Spannungsabfall iiber 
einem Hochohmwiderstand mit einem Gleichspannungsverstarker ge- 
messen wurde. Als Vergleichsobjekt dienten sowohl eine Quarzplatte 
ohne Schicht als auch Proben mit verschiedenen Schichtdicken. 
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Die in § 2 beschriebene Anordnung diente auch zur Messung der licht- 
elektrischen Eigenschaften des Indiumoxydes. Alle lichtelektrischen Mes- 
sungen wurden im Vakuum durchgefiihrt. Durch das Quarzfenster wurde 
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Fig. 8. Absorptionskonstante K als Funktion der Fig. 9. Verlauf einer Registrierung. 


Wellenlange. Brechungsindex n=2. 


Die Messung wurde so vorgenommen, daB zunachst die Leitfahig- 
keit der Schicht nach dem im §2 beschriebenen Verfahren einge- 
stellt wurde. Durch das 7077 a! 
einfallende Licht der Be- (Qemsee)4 | 
strahlungsstarke B wurde 
der durch die Schicht 
flieBende Strom erhdht. 
Die Stromerhéhung wurde 
registriert (Fig. 9). Im 
allgemeinen wurde die 
Schicht jedoch nur einige 
Sekunden belichtet, da bei 
der Auswertung nur die in 
Fig. 9 eingezeichnete An- 0 oe a 70" Qamy' 
fangssteigung des Strom- Leitfihigkeit o- 


anstiegs verwendet wurde. Fig. 10. (do/dt),-9 als Funktion der Leitfahigkeit mit der Tem- 


ij i o peratur als Parameter. Die Leitfahigkeit wurde durch Erwarmen 
Die durch das Licht her der Schicht im Vakuum eingestellt. 
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vorgerufene _ Leitfahig- Pe 
keitsanderung ist irreversibel. Als Leitfahigkeitsanderung ist dabei die 


auf die Schichtdimensionen bezogene Stromanderung zu verstehen. 
In Fig. 10 ist das Ergebnis der Messungen iiber die Abhangigkeit 
des Leitfahigkeitsanstiegs (do/dt),., von der Dunkelleitfahigkeit (das 
ist die Leitfahigkeit vor der Belichtung) dargestellt. Die eine Kurve 
zeigt do/dt bei Zimmertemperatur, die andere bei etwa 100° K. Aus der 
doppelt logarithmischen Darstellung erkennt man, daB (do/dt),9 von 
der Dunkelleitfahigkeit abhangt, nach einem Zusammenhang, der 
durch do/dt~o' wiedergegeben werden kann. Die Abhangigkeit des 
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Leitfahigkeitsanstiegs von der Temperatur ist in Fig. 14 dargestellt. Fir 
groBe Leitfahigkeiten ist der Stromanstieg bei — 180°C etwa um den 
Faktor 3 héher als bei Zimmertemperatur. Fiir kleine Leitfahigkeiten 
verschwindet die Temperaturabhangigkeit von (do/dt),_9. 

Um die Abhingigkeit des Stromanstiegs von der Wellenlange des 
eingestrahlten Lichtes zu untersuchen, wurde die Schicht in einer 
Breite von 3mm einfach spektral zerlegtem Licht ausgesetzt. Die 
Schicht war von Elektrode zu Elektrode vollstandig und gleichmaBig 
ausgeleuchtet. Es wurde bei Zim- 
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bei Zimmertemperatur. 


Zeiteinheit auf die Schicht einfallenden Lichtquanten (dn/dt) bezogen. 
Dabei ergab sich (wie aus Fig.12 hervorgeht) im wesentlichen der gleiche 
qualitative Verlauf, wie ihn die Messung der Absorptionskonstante 
di jdn 
“ait Ge 
festzustellen. Nach ktirzeren Wellenlangen hin ist jedoch ein relativ 
steiler Anstieg zu verzeichnen. 


erkennen laBt (Fig. 8). Bei 313 my ist ein Maximum vot 


Bei der Untersuchung der Abhangigkeit des Stromanstiegs von der 
Bestrahlungsstarke ergab sich, daf bei Zimmertemperatur der Strom- 
anstieg im Bereich zweier Zehnerpotenzen proportional zur Bestrah- 
lungsstarke ist. Bei der Temperatur der fliissigen Luft dagegen liegt 
keine Proportionalitat mehr vor (Fig. 13). 

Die optischen und lichtelektrischen Messungen kénnen zusammen- 
gefaBt werden: 


1. Die Absorptionskonstante laBt das Einsetzen der Grundgitter- 
absorption bei etwa 350 my, erkennen. 

2. Der Stromanstieg pro eingestrahlte Strahlungsleistung zeigt quali- 
tativ die gleiche spektrale Abhangigkeit wie die Absorptionskonstante. 
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3. Die Abhangigkeit des Leitfahigkeitsanstiegs von der Dunkel- 
leitfahigkeit liefert den Zusammenhang do/dt~o’. (Der Dunkelstrom 
wurde dabei nach dem im § 2 angegebenen Verfahren eingestellt.) 

4. Der Leitfahigkeitsanstieg nimmt mit zunehmender Temperatur 
ab, wird aber fir kleine Leitfahigkeiten unabhangig von der Temperatur. 

5. Der Stromanstieg ist bei Zimmertemperatur proportional zur 
Bestrahlungsstarke, wahrend er bei der Temperatur der fliissigen Luft 
proportional zu B®°.® gemessen wurde. 


eae 
Sec 
Bemerkung. 
Orientierende Versuche ergaben, daB bei A 71976 
einer Erhéhung der Leitfahigkeit durch Be- > 
schu8 mit Elektronen von 5 kV die nachfol- ape 
gende Leitfahigkeitsanderung durch Lichtein- § 
strahlung nahezu unabhangig von der Dunkel- s ly 
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hoher Temperatur ausgeht, so liegt es 

nahe, im Anschlu8 an die Arbeiten von WAGNER [4] und die darin 
entwickelten Vorstellungen fiir Temperaturen tiber 500°C einen Gleich- 
gewichtszustand des Sauerstoffs mit den Stdrstellen im Gitter anzu- 
nehmen. Unter dieser Voraussetzung kann als Reaktion die Gleichung 
zugrunde gelegt werden: 


In,O, = 2In** + 6e + #0O,. (I) 


Aus ihr ergibt sich mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes eine Druck- 
abhangigkeit der Leitfahigkeit, die, falls man die Leitfahigkeit propor- 
tional zur Elektronenkonzentration annimmt, zu dem Zusammenhang 


fuihrt: 
oO aly ae (II) 


Experimentell findet man im Gebiet der reversiblen Leitfahigkeits- 
anderung den Exponenten — 0,19, der in guter Ubereinstimmung mit 
—,—=—0,1875 steht. Es wurden auch andere Dissoziationsstufen 
und Reaktionen bei der Aufstellung der Gleichung (I) in Betracht ge- 
zogen. Die dabei auftretenden Méglichkeiten konnten jedoch ausge- 
schlossen werden. Es ist also anzunehmen, daB die Gleichung (I) den 
Vorgang in dem reversiblen Leitfahigkeitsast beschreibt, der gelegent- 
lich auch mit ,,Eigenstérleitung“ bezeichnet wird. 
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Damit scheinen folgende Aussagen mdglich: 


4. Das in den diinnen Schichten vorliegende Indiumoxyd ist (zu- 
mindest bei hoher Temperatur) ein ElektroneniiberschuBhalbleiter. 


2. Bei Temperaturen iiber 500° C scheint der IndiumtiberschuB zum 
eroBten Teil dreifach ionisiert vorzuliegen. 


3. Es handelt sich bei dem in diinner Schicht vorliegenden Indium- 
oxydsum In,O3;; 


Damit ist die Druckabhangigkeit der Leitfahigkeit im Gebiet der 
Eigenstorleitung gedeutet als Gleichgewicht zwischen dem Sauerstoff- 
druck und der Stérstellenkonzentration im Indiumoxyd (eventuell auch 
nur an den Kristallitoberflachen). 


Dieser Gleichgewichtszustand scheint sich nun offenbar nach nied- 
rigeren Temperaturen und Drucken nicht fortzusetzen. Man gelangt 
in das in § 3 definierte Zwischengebiet, das ganz andere Eigenschaften 
aufweist. Das Zwischengebiet kann nach der Seite tieferer Tempera- 
turen abgegrenzt werden durch das Gebiet der ,,Stérleitung“’, das von 
etwa 270°C abwarts anschlieBt. In diesem Temperaturbereich kann 
man aus den Erfahrungen, die man beim Oxydieren diinner Indium- 
oxydschichten macht, schlieBen, daB die in der Schicht als Indium- 
uberschuB vorhandenen Stérstellen noch nicht merklich mit dem 
Sauerstoff reagieren kénnen. Die Temperatur, bei der eine Reaktion 
der Sauerstoffatmosphare mit dem IndiumiiberschuB beobachtet werden 
kann, liegt oberhalb 300° C und ist das Gebiet, in welchem eine Leit- 
fahigkeitsabnahme bei zunehmender Temperatur zu beobachten ist 
(Fig. 5a). Daher ist unterhalb 270° C mit einem konstanten Stérstellen- 
gehalt der Schicht zu rechnen, der durch die Herstellung und Vorbe- 
handlung festhegt. Aber auch bei den Abkithlungskurven in Fig. 5b 
ist der Stérstellengehalt auf Grund des experimentellen Vorgehens 
als nahezu konstant zu betrachten, so daB aus der Steigung der Kurven 
die Abtrennarbeit fiir die Leitungselektronen entnommen werden kann. 
é liegt zwischen 0,07 und 0,13 eV. 


Die im Vakuum ausgefithrten Versuche (§ 2) zeigen nun aber, daB 
das Verhalten der Leitfahigkeit im ,,Stdrleitungsgebiet“ nicht durch 
den Stérstellengehalt allein bestimmt sein kann. Die Annahme, daB 
die Leitfahigkeit durch die Dissoziation der Stérstellen hervorgerufen 
wird, kann namlich nur eine reversible Leitfahigkeitsanderung zur Folge 
haben. Der irreversible Leitfahigkeitsanstieg im Vakuum beim Erwarmen 
iiber 100° C zwingt zu der Annahme, daB die Anderung der Leitfahigkeit 
(um z.B. vier GréBenordnungen) mit dem Sauerstoff zusammenhangt, 
zamal durch Einlassen von Sauerstoff der urspriingliche Zustand wieder 
hergestellt wird, wahrend Einlassen von Stickstoff ohne Wirkung bleibt. 
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Eine Deutung der Vorgange im Stérleitungsgebiet soll versucht 
werden durch die Annahme einer Beladung der Schicht mit Sauerstoff, 
wie sie auch von ENGELL und HavurFe bei verschiedenen Halbleitern 
zur Deutung von Leitfaéhigkeitsmessungen angenommen wird [5]. Die 
Beladung wird fiir die Leitfahigkeit wirksam, wenn Sauerstoff an der 
Oberflache unter Bildung von O~ oder O-~ Elektronen bindet. Eine 
besondere Wirksamkeit dieser an den Korngrenzen und an den Ober- 
flachen chemisorbierten negativen Sauerstoffatome kommt dadurch 
zustande, daB sie zusammen mit positiv geladenen Stérstellen eine 
ScHoTrkysche Randschicht [6] bilden. 


Die im Vakuum bei 200° C auftretende maximale Leitfahigkeit war 
bei verschiedenen Schichten verschieden, konnte jedoch bei der ein- 
zelInen Schicht reproduziert werden. Sie scheint die Leitfahigkeit zu 
sein, die nach Beseitigung der Beladung durch Erwarmen im Vakuum 
dem wahren Storstellengehalt entspricht. 


Die bei etwa 300°C beginnende Abnahme der Leitfahigkeit soll 
als Reaktion des Sauerstoffs mit den Stdérstellen gedeutet werden. 
Dadurch mu8 sich der Storstellengehalt betrachtlich erniedrigen. 
Diese Reaktion kann erst bei einer Temperatur auftreten, bei der 
die Diffusion merklich ist. Es besteht aber auch die Méglichkeit, 
da8B ein Verdampfen des Indiumiiberschusses bei diesen Temperaturen 
auftritt. 


Auch die Messungen des lichtelektrischen Effekts sollen durch die 
Beladung der Oberflache mit Sauerstoff erklart werden. Bei Lichtein- 
strahlung werden in der Schicht durch Grundgitterabsorption Defekt- 
elektronen gebildet, welche in dem Feld der Randschicht zu den nega- 
tiven O--Ionen an die Oberflache gezogen werden und eine Entladung zu 
neutralem Sauerstoff herbeifiihren, der im Vakuum abgepumpt werden 
kann. DaB die Grundgitterabsorption bei dem beobachteten Leitfahig- 
keitsanstieg entscheidend ist, kann aus dem Vergleich der Absorptions- 
kurve mit Fig. 12 ersehen werden. 


Eingehendere Untersuchungen der Halbleitereigenschaften von In- 
diumoxyd sind uns bis jetzt nicht bekanntgeworden. Die in dieser 
Arbeit gewonnenen Ergebnisse lassen jedoch gemeinsame Ziige mit 
anderen Halbleitern erkennen. Der EinfluB von Gasen auf die Leit- 
fahigkeit polykristalliner Halbleiter wurde von verschiedenen Autoren 
beschrieben. 


So beobachtete E. Morttwo [7] die Adsorption von Sauerstoff an 
Zinkoxyd, die sich durch eine Herabsetzung der Leitfahigkeit bemerkbar 
macht, und findet, daB eine erheblich gréBere Sauerstoffmenge adsorbiert 
wird, als der Abnahme der Elektronenkonzentration entspricht. Mir- 
LER und Morrison beobachteten, daB am Zinkoxyd nach vorherigem 
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Ausheizen die Adsorption von Sauerstoff bei 425°C maximal ist und 
geben ein Modell an, das den oberflachlich adsorbierten Sauerstoff in 
Zusammenhang mit der Leitfahigkeit bringt [8], [9]. H. FRiTscHE 
findet bei kathodisch aufgestaubtem Zinkoxyd ein ahnliches Verhalten 
wie das in § 2 beschriebene [10]. Ein direkter Vergleich kann aber wohl 
wegen der verschiedenartigen Herstellung der Schichten nicht gezogen 
werden. FRITSCHE nimmt bei seinen kathodisch autgestaubten Schichten 
an, daB der Sauerstoff bei der Zerstaubung mit ins Gitter eingebaut 
wird und bei etwa 300° C herausdiffundiert. Ein Unterschied besteht 
auch darin, daB bei den von FrRItTScHE hergestellten Schichten die irre- 
versible LeitfahigkeitserhGhung durch Einlassen von Luft nicht ver- 
schwindet und die urspriingliche Leitfahigkeit erst wieder durch Tem- 
perung im Sauerstoff erreicht werden kann. Dabei war tberdies eine 
Veradnderung des Stérstellengehalts und der Struktur der Schicht zu 
beobachten, was gerade bei den an Indiumoxydschichten durchgefiihrten 
Versuchen auszuschlieBen ist. 


Das Zwischengebiet wird beim Zinkoxyd in einer Arbeit von F. 
STOCKMANN [17] sowie von Morrison [12] mit verschiedenen Me- 
thoden untersucht. Wahrend ST6CKMANN die Leitfahigkeitsabnahme 
bei etwa 300°C als Reaktion des Stérstellengehalts mit dem Sauer- 
stoff deutet, nnmmt Morrison eine Abnahme der Leitfahigkeit durch 
Beladung mit Sauerstoff an. Eine Erklarung fiir den auch an den 
diinnen ZnO-Schichten beobachteten starken Leitfahigkeitsanstieg vor 
Einsetzen der Reaktion mit dem Sauerstoff wird bei STOCKMANN nicht 
gegeben. 


Eine Erniedrigung der Leitfahigkeit durch adsorbierten Sauerstoff 
wurde beim Zinkoxyd nicht nur an polykristallinen Proben sondern 
auch an Einkristallen (— 180° C bis + 300°C) beobachtet [74]. Zu den 
lichtelektrischen Messungen ist zu bemerken, daB hier das Verhalten 
von Indiumoxyd von dem des Zinkoxyds, abweicht. Ein sog. ,,schneller“, 
reversibler ProzeB wurde beim Indiumoxyd nicht gefunden. Auch der 
,langsame“ irreversible Proze8, der beim Zinkoxyd von H. Wetss [13] 
untersucht wurde, zeigt in seiner Abhangigkeit vom Dunkelstrom ein 
anderes Verhalten. 


Die Zusammenfassung befindet sich unter der Uberschrift sowie am 
Ende der Paragraphen 2, 3 und 4. 


An dieser Stelle méchte ich Herrn Professor E. Mottwo fiir die 
Anregung zu dieser Arbeit und ihre Férderung herzlich danken. Fiir 
die Bereitstellung apparativer Hilfsmittel bin ich der Deutschen For- 
schungsgemeinschaft zu Dank verpflichtet. 
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Eine Theorie des Gravitationsfeldes 
mit einer Feldfunktion. 


Von 
A. PAPAPETROU. 


(Eingegangen am 31. August 1954.) 


Es wird eine neue Theorie des Gravitationsfeldes entwickelt, welche nur eine 
Feldfunktion besitzt. Die aus ihr folgenden Hauptergebnisse werden abgeleitet 
und ihre physikalische Bedeutung diskutiert. 


In zwei friiheren Arbeiten des Verfasserst wurde eine Theorie des 
Gravitationsfeldes mit zwei Feldfunktionen formuliert und eingehend 
diskutiert. Die Diskussion ergab jedoch einige Schwierigkeiten prinzi- 
pieller Art, welche dieser Theorie anhaften. In der vorliegenden Arbeit 
werden wir eine Gravitationstheorie mit nur einer Feldfunktion ent- 
wickeln, welche, wie wir schon am Ende von II vermuten konnten, von 
diesen Schwierigkeiten frei ist. Wir werden uns bemiihen, eine nach 
Moglichkeit selbstandige Darstellung der physikalischen Seite der neuen 
Theorie zu geben. Dabei wird es aber unvermeidlich, bei der Diskussion 
von einigen mathematischen Fragen, welche fiir die Theorie von Wich- 
tigkeit sind, auf die Ergebnisse der Diskussion von ahnlichen Fragen 
in I und II zuriickzugreifen, da sonst die vorliegende Arbeit unnotig 
lang werden wiirde. Die Griinde, die uns zur Diskussion von Gravita- 
tionstheorien des in I bzw. hier betrachteten Typus ftihrten, sind in 
der Einleitung von I ausfiihrlich beschrieben. 


I. Das Linienelement der neuen Theorie. 

Die erste Grundhypothese unserer neuen Theorie stimmt mit der- 
jenigen in I tiberein und besagt, daB der vierdimensionale Raum ein 
spezieller RIEMANNscher Raum ist von solcher Beschaffenheit, daB in 
gewissen Koordinatensystemen das Linienelement die Form I (2.1) hat?2, 


ds? = — e? (dx? + dy? + dz) 4 ede. (4.1) 


Die zweite Grundhypothese, welche die hier zu entwickelnde Theorie 
kennzeichnet, ist, daB es nur eine unabhangige Feldfunktion, es sei 


die Funktion gy, gibt; die andere Funktion wird also als eine noch zu 
wahlende Funktion von m angesehen, 


L=X(9). (1.2) 


Math. Nachr. 12, 129, 143 (1954); im folgenden als I und II zitiert. 


1 
* I (2.1) bedeutet Formel (2.1) von I. 


Theorie des Gravitationsfeldes. 519 


Fur das Variationsprinzip nehmen wir die in der allgemeinen Relativi- 
tatstheorie bzw. in I verwendete LAGRANGE-Funktion an, 


SS ae as Nhnabs (1.3) 
Aber as ts Ge TR a Iv fies) , (4 3 a) 
a cn ee uaa (1.3 b) 


Ferner werden wir auch hier, wie in I, die dynamische Gleichung der 
allgemeinen Relativitatstheorie 


= eet’ 2. = 0, (1.4) 


als eine zusatzliche Forderung einfiihren. 

Da wir jetzt nur eine Feldfunktion haben, wird uns das Variations- 
prinzip ebenfalls nur eine Feldgleichung geben. Diese Feldgleichung 
kénnten wir unmittelbar aus der in I angegebenen Form von &,,, 
unter Beachtung der Abhangigkeit (1.2), durch direkte Rechnung finden. 
Statt dessen wollen wir hier eine allgemeinere Ableitung geben. Wir 


gehen von der bekannten Identitat 


OL ne O8gr (Bur — 5 Eu» Bt] (1.5) 


aby 2 oltY 
\OS ,a/,a 08 


aus und berechnen mit ihrer Hilfe den Ausdruck ( | OX gr 
\ qe? 6 


Die Funktion ist zunachst in g1, g??, g33 und g®® enthalten: 


gil = p22 g38— —¢?, = 00 — g H(¢), (1.6) 


Differentiation von (1.6) lefert 


d 
get = 8 = BR HOON oo = vere aati: (1.7) 


Diese GréBen enthalten also y und p,. Eine elementare Rechnung 
ergibt nun 


Ler Sy OX, Og" ed 6 Xgr ses gt dy 0 Xor 


OP, « gt! , OP a ag" a Ap OP? 
[ee 
Gee ows Soni o8ae te! ava cakavee™ 
op agt™ a Op agtl oy 
— 2-0 OXer a 8 dy OXgr e7? OX gr pate? “| OX gr 
a7 “agit dp 06g°° Pia agit dp dp) 6g , 


Daraus folgt weiter 


(25ee) Nee ee re) - oe] — 0 Sl oe) fs ih 
OP « 1h op H02 ah 
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Und schlieBlich, unter Beachtung von (4.5) und ary 


\OP a /,0 


Fiir Qnat findet man aus (1.3b) und (4.1) 


Q ~=2(— ort ey 22°), 


~ma 


Daraus folgt 


— _ OXmat _ x (er a iD ox SL 00) 
ses : 


OP, (1.9) 
a(n s8 | 
Die Feldgleichung folgt aus (1.8) und (4.9) und lautet 
ee SR in | Oped Sy, (iia taee 39 
ni—in a (ae 4 x) x (Bf + i Ss). (1.10) 


Die dynamische Gleichung (1.4) nimmt, unter Beachtung der Ab- 
hangigkeit (1.2), die Form an: 


v 1 4 dy 0 
Ey =F Pn(B + ZEB). (1.11) 


Im Ausdruck fiir die Gravitationskraftdichte tritt also als der die 
Materie vertretende Faktor dieselbe GréBe Zi + EX auf, welche in 


der Feldgleichung die Rolle der Materie als Quelle des Gravitations- 
feldes beschreibt. Wir wollen diese GréBe der Kiirze halber als die 
gravitierende Dichte der Materie bezeichnen. 

Fir die Bestimmung der Funktion y(q) werden wir uns auf die von 
LAUE bei der Darstellung der NorpstrOMschen Gravitationstheorie 
gegebene Form des Aquivalenzsatzes stiitzen!. Wir werden also ver- 
langen, daB bei einem statischen materiellen System das tiber den 
3-dimensionalen Raum genommene Integral der gravitierenden Dichte 
der Gesamtenergie des betrachteten Systems proportional sei. 

Eine erste Méglichkeit, diesen Aquivalenzsatz zu befriedigen, liefert 
die NorpstrOmsche Theorie selbst, bei welcher y (v~) =q@ ist. Das Norp- 
sTROMsche Gravitationspotential my hangt mit unserer Feldfunktion » 
durch die Gleichung y=2lgmy zusammen. Schreibt man die Feld- 
gleichung (1.10) mit dy/dg=1 fiir das Norpstromsche Potential py 
um, so ergibt sich als gravitierende Dichte nicht gerade die aus unserer 


Dichte i+ a % folgende GréBe X%, sondern —'- *. Und in der Tat 
On 


laBt sich dann mit Hilfe einer etwas komplizierten Rechnung zeigen, 


daB bei einem statischen Gravitationsfeld das Integral i ay dv 


1 Statue. M.v.: Jb. Rad. u. Elektronik 14, 263 (1917). 
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proportional der Gesamtenergie f{ (Z + 1}) dv des betrachteten Systems 
ist. Die NorpDstROmsche Theorie ]a8t alle LoreNntz-Transformationen 
zu und kann als eine skalare Theorie des Gravitationsfeldes im Rahmen 
der speziellen Relativitaétstheorie aufgefaBt werden. Sie fithrt aber zu 
einer verschwindenden Lichtablenkung und einer falschen Merkur- 
periheldrehung, weshalb man sie als physikalisch unbefriedigend be- 
zeichnen muBte. 

Wir werden hier nicht versuchen, alle Funktionen 7(y) anzugeben, 
welche den obigen Aquivalenzsatz — sei es auch auf dem kompli- 
ziertesten Wege — befriedigen kénnen, sondern auf eine besondere 
Funktion hinweisen, bei welcher der Aquivalenzsatz in ziemlich all- 
gemeiner und sehr einfacher Weise erfiillt ist. Es gilt namlich ein all- 
gemeines Theorem, wonach in jeder Feldtheorie, deren LAGRANGE- 
Funktion keine héheren als die ersten Ableitungen der Feldfunktionen 
enthalt und in diesen quadratisch-homogen ist, die Gesamtenergie eines 
statischen Systems durch 

E= f (@) =) dv (1.42) 


gegeben ist!. Der einfachste Weg, den Laueschen Aquivalenzsatz zu 
befriedigen, besteht also darin, daB man dy/dw=—1, d.h. 


x(9) =—¢ (1.13) 
setzt?. 

Wir wollen uns im folgenden ausschlieBlich mit dem Fall (4.13) 
beschaftigen. Wir werden also diejenige Gravitationstheorie entwickeln, 
die sich unter Zugrundelegung eines speziellen RrEMANNschen Raumes 
mit dem Linienelement 


ds? = — e? (dx*? + dy* + dz") +e ?dt?? (1.14) 
formulieren 1aBt. Die Feldgleichung dieser Theorie erhalten wir sofort 
aus (1.10), wenn wir dy/dq@—=—1 setzen: 

2H0 = x (Xj — Xi). (4.15) 


Diese Feldgleichung ist mit der einen der zwei Feldgleichungen 
I (7.3) der in I entwickelten Theorie identisch, und zwar derjenigen, 
welche nicht kovariant ist. Die dynamische Gleichung (1.11) wird mit 


dyldp—=—1 
Wg 40 ty — (1.16) 


In den nachsten Abschnitten werden wir zunachst die Frage dis- 
kutieren, bis zu welchem Grade durch das Linienelement (1.14) ein 


1 Vgl. PapAPETROU, A.: Proc. Roy. Irish Acad., Sect. A 51, 203 (1947). 
2 Die scheinbar allgemeinere Beziehung %=— y + const laBt sich durch eine 
Anderung der Zeiteinheit sofort in die Form (1.13) bringen. 
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absolutes Koordinatensystem des 4-dimensionalen Raumes definiert ist. 
Erst spaiter kommen wir dann auf die ausfihrliche Formulierung und 
Diskussion der Theorie zuriick. 


2. Der ebene Raum. 

Die Form (1.14) des Linienelementes fiihrt zu einer wesentlich 
engeren Charakterisierung des Raumes, als es die in I zugrunde gelegte 
Form (1.1) mit den zwei voneinander unabhangigen Feldfunktionen 
und v tut. Zu einer ersten Bestatigung dieser Behauptung gelangt man 
durch die Untersuchung der méglichen Funktionen q, die in (1.14) 
einem ebenen Raum entsprechen. Statt der Gleichungen 


Riuvag =O (2.4) 


darf man in diesem Fall von den daraus folgenden einfacheren Glei- 
chungen 


Mpa e (2.2) 
ausgehen. Die Ausdriicke fiir &,,, erhalten wir unmittelbar aus I (7.1), 
wenn wir in diesen Formeln y= —@ setzen: 


Rig = — 2Q,k Po Pro 
Roo = — $(P,0)? — 567° G45 — 3 P 00- 
Betrachten wir zunachst die Gleichungen R,,—=R,,—=R,,—0; so 
folgt aus (2.3) 


Ry = — ZPD RPI + Oni L(e?* P.),0 am ert | 


P,1P,2= 929,23 =P,3P1 = 0- (2.4a) 
Ebenfalls ergibt sich fiir die Gleichungen R,,=R,,=R33;=0: 
(, 1)” = (2)? = (P83)? = (PG 6),0 — Gai (2.45) 
Durch Kombination von (2.4a) und (2.4b) findet man 
ilies Pe tea De ease | 0.5) 
P00 + 2(.o)? = . 
Weiter folgt aus Ry,=0, 
P,00 + (Po) = 0. (2.5.a) 
Aus der zweiten Gleichung von (2.5) und (2.5a) folgt dann 
P.0 == O 5 


Die Gleichungen (2.2) fithren also zu 
(== CONSE, (2.6) 


Dann sind aber ersichtlich auch die Gleichungen (2.1) erfiillt, so daB 


(2.6) tatsachlich die notwendige und hinreichende Bedingung fiir einen 
ebenen Raum darstellt. 
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Dieses Ergebnis zeigt einen ersten wichtigen Unterschied zwischen 
den Linienelementen I (2.1) und (1.14). Wie wir in II, § 3 gezeigt haben, 
1aBt das Linienelement I (2.1) im Falle des ebenen Raumes neben der 
einfachsten Lésung gy, y= const noch eine ganze Mannigfaltigkeit von 
anderen Lésungen zu. In der Gravitationstheorie stellen aber alle diese 
nichtkonstanten pm und x scheinbare Gravitationsfelder dar. Diese vom 
Linienelement I (2.1) zugelassenen scheinbaren Gravitationsfelder konn- 
ten wir in II erst mit Hilfe der Randbedingung, Cas Ya ur 700, 
ausschheBen. Dagegen ist bei Zugrundelegung des Linienelements (1.14) 
die Lage ganz anders: Allein die Form des Linienelementes geniigt dann, 
um alle scheinbaren Gravitationsfelder im Falle des ebenen Raumes 
auszuschheBen. 


3. Die infinitesimalen Transformationen. 

Die nachste wichtige Frage hangt mit dem nichtinvarianten Charakter 
der Feldgleichung (1.15) zusammen, Wie wir in II, §1 ausfiihrlich ge- 
zeigt haben, ist eine Theorie mit solchen Feldgleichungen nur dann als 
abgeschlossen anzusehen, wenn durch die Forderung der Erhaltung der 
postulierten Form des Linienelementes nur solche Koordinatentrans- 
formationen zugelassen werden, denen gegentiber die Feldgleichungen 
invariant sind. Da unsere jetzige Feldgleichung (1.15) mit der zweiten 
von I (7.3) tibereinstimmt, so werden auch hier fiir die Invarianz der 
Feldgleichung nur Transformationen der Art I (7.4), d.h. Transforma- 
tionen mit x’° ;=0 zugelassen. Die Frage, die wir jetzt zu diskutieren 
haben, ist also, ob die Beziehung 


dt=— (dx 4+dy4+d2)+evde | 


sy (3.4) 
= — & (dx'2 + dy’? + dz!) +e dt’? | 


— wobei gy’ von @ verschieden sein darf — nur durch Transformationen 
mit x’° ;=0 befriedigt werden kann. Ware dies der Fall, so ware 
unsere jetzige Theorie auch in dieser zweiten Hinsicht der in IJ, II ent- 
wickelten Theorie gegeniiber iiberlegen. 

Wir betrachten die den in II, § 2 diskutierten ahnlichen infinite- 
simalen Transformationen, welche die Beziehung (3.1) befriedigen. Wir 
setzen also 


ai = xh tg EH (4%), ‘=pte®. (3.2) 


Die zehn Gleichungen, denen &” und @ geniigen miissen, erhalten wir 
unmittelbar aus II (2.5) durch die Substitution y= —y, X= —®: 


#1, =f,=F,=—-P,=—10 | 
Bethy Pet Oe Pte s=0 (3.3) 
gh El 5g — 60 = OPEN — ete ES _2,=0.| 


a5e 
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Die Bestimmung von &“ und @ wird erleichtert, wenn man die zu II (2.9) 
analogen Gleichungen beriicksichtigt. Wir erhalten diese Gleichungen 
aus II (2.9) wieder durch die Substitution y= — 9, X = — QD: 


D ix — 0 
D Pr +P iP i =O (48 ® | thi 29 06° 4 — 2G, 205°: 
os / 4 4 
dn(-5 ®,,| Pk 8:15 ® 9) 
Dabei hat jetzt Q, der Beziehung II (2.10) entsprechend, die Bedeutung 
OS en. (3.5) 


(3,4) 


Ce Eo 


= 2 (24,6 ;— 2 5,8 ,). 


k 
“1 


Aus den Gleichungen (3.4) kann man eine Anzahl von Bedingungen 
ableiten, denen p geniigen muB, damit es Transformationen mit £° ; == 0 
gibt. Solche sind z.B. die Bedingungen II (2.13), welche hier mit der 
einzigen Anderung gelten, daB jetzt Q die Bedeutung (3.5) hat. Auf 
die nahere Untersuchung dieser Bedingungen wollen wir aber hier ver- 
zichten, da man auf diesem Wege nur sehr schwer zum Ziele kommen 
diirfte. Statt dessen werden wir versuchen, die uns interessierenden 
Fragen durch die ausfiihrliche Diskussion von zwei Spezialfallen zu 
klaren. 

Wir betrachten zunachst wieder den ebenen Raum. Es sei also im 
Koordinatensystem x“ 

gy = const. 


Die Beziehungen (3.4) lefern dann 
® = 0. 
Daraus folgt, daB ® eine lineare Funktion der Koordinaten sein muB, 
P=a,% +dAt+y, (3.6) 


«;, A und yw willkiirliche Konstanten. Setzt man den Wert (3.6) in (3.3) 
ein, so lassen sich diese Gleichungen ohne weiteres integrieren. Das 
Ergebnis lautet 


ee “a (a2 + y2 + 22+ 2) ; i D+ Ei | 
Ss 2 A 1 fra (3.7) 
oP se P| = (xP yea? Ef ae +o e.| 
4 2 
Die & sind Lésungen der homogenen Gleichungen (3.3) — d.h. dieser 


Gleichungen mit ®=0 — und stellen Transformationen des LORENTZ- 
schen Typus dar. DaB man fiir g = const die LorENTz-Transformationen 
auf alle Falle haben wird, sieht man sofort ein, wenn man bemerkt, 
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daB durch die Transformation 


east, gO gy = Gt? (3.8) 


das Linienelement (1.14) auf die MinKowskische Form zuriickgefiihrt 
wird. Auch die Konstante mw in (3.6) weist auf eine Transformation 
des Typus (3.8) hin. Dagegen stehen die vier ersten Terme im Aus- 
druck (3.6) von ® in Widerspruch zu dem im vorigen Abschnitt be- 
wiesenen Theorem, wonach g’=const und daher auch ®=const sein 
mu. Dieses Ergebnis hat die einfache Bedeutung, daB es infinitesimale 
Transformationen gibt, die sich nicht zu endlichen Transformationen 
erweitern lassen. Solche infinitesimalen Transformationen werden keinen 
strengen Lésungen von (3.1) entsprechen und diirfen deshalb bei unseren 
Betrachtungen ohne weiteres weggelassen werden. Im Falle y=const 
sind also nur diejenigen infinitesimalen Transformationen annehmbar, 
die den Werten «;=A=0 entsprechen. 

Es sei noch bemerkt, da8 die Existenz, im Falle g=const, der 
LorENtTz-Transformationen, bei welchen £° ; == 0 ist, keine Schwierigkeit 
fiir unsere Gravitationstheorie bedeutet. Der ebene Raum entspricht 
ja einem im ganzen Raum verschwindenden Gravitationsfeld und ist 
daher vom Standpunkt der Gravitationstheorie uninteressant. 

Als zweiten Spezialfall betrachten wir die zeitunabhangige, im 
3-dimensionalen Raum kugelsymmetrische Funktion p=q(r). Dieser 
Fall ist deshalb auch physikalisch interessant, weil er die statische, 
kugelsymmetrische Lésung der Feldgleichung (1.15) — die wir im letzten 


Abschnitt bestimmen werden — umfaBt. Wir werden annehmen, daB 
dg/dr +0 ist. Dann folgt aus (3.4) 

D ; = D oo —— O. 
Es ist also 

P=At+p, (3.9) 


A, Konstanten. Mit diesem Wert von @ lassen sich die Gleichungen 
(3.3) sofort integrieren. Das Ergebnis lautet 


f= —3(dttw e+e | 


(3.10) 
&=—w(r)+ftlPt out, 
wobei w aus der Beziehung 
ees —— ; v er" (3.10a) 
dy 2 


zu berechnen ist und & eine Drehung des 3-dimensionalen Raumes dar- 
stellt. Es sei noch bemerkt, daB diese Formeln auch fiir g—=const 
gelten. Sie liefern aber dann nur einen Teil der Lésung (3.7), offenbar 
weil wir bei der Ableitung von (3.10) die Annahme dq/dy = 0 eingefihrt 


hatten. 
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Man bemerkt unmittelbar, daB die Formeln (3.10) ttberhaupt nichts 
erhalten, was eine Ahnlichkeit zur Lorentz-Transformation besitzt. 
Trotzdem stellt die bloBe Existenz der Transformation (3.10), in welcher 
£0 .-Q ist, eine Schwierigkeit fiir die Gravitationstheorie dar. Es ware 
deshalb wiinschenswert, diese Transformation als aus anderen Griinden 
unannehmbar zu beweisen. Man kann nun tatsachlich zeigen, daB fir 
nahezu alle Funktionen g(v) — und auch fiir diejenige Funktion (7), 
welche die statische kugelsymmetrische Lésung der Feldgleichung (1.15) 
darstellt — die infinitesimale Transformation (3.10) sich nicht zu einer 
endlichen erweitern laBt. Da dieses Ergebnis physikalisch interessant 
ist, werden wir im nachsten Abschnitt die dazu fiihrende Rechnung 
kurz beschreiben. 


4, Die zweite Naherung. 
Wir betrachten eine Transformation, die sich von der identischen 
nur wenig unterscheidet, und denken uns die Funktionen 4’”, pm’ in 
Potenzreihen eines kleinen Parameters ¢ entwickelt?: 


ai Hh — xb e EH a ids feliee | 


4 
p=pteS i ePX+.... | (4.1) 


Die infinitesimale Transformation (3.2) stellt dann die erste Naherung 
dar. Dagegen werden wir hier auch die zweite Naherung betrachten. 
Fithren wir die Entwicklungen (4.1) in die allgemeine Beziehung 


, ty , 
oO np Uine Le: 
Sap — * ya B Sur 


ein, so miissen wir jetzt die Koeffizienten von ¢ und é? einzeln gleich 
Null setzen. Das erste Gleichungssystem stimmt mit (3.3) iiberein. 
Als zweites Gleichungssystem findet man 


Oh ae 3 a q 
Bo 5 O i Se ne epee See SRE hoot | 
r 1 eal bh . 
Ag OE A oi oOo oS 0S | (4.2) 
O=7' » fie ee S WES tet Se ee ; 
ed 


Ose Tors 262 es 4-28 (== 


dabei bedeuten die Punkte die jeweils durch zyklische Permutation 
der Indizes 1, 2, 3 gewonnenen zwei weiteren Gleichungen. Man wird 
zunachst das Gleichungssystem (3.3) losen miissen und die so gefundenen 
Werte von &“ und @ in (4.2) einfiihren, woraus dann 7“ und X zu be- 
stimmen sind. Dabei wird man dhnlich wie bei der Behandlung von 


(3.3) vorgehen, da die Gleichungssysteme (3.3) und (4.2) weitgehend 
ahnlich sind. 


* Man beachte, daB die Gré®e X in (4.1) eine andere Bedeutung als in IL hat. 
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Wir kehren nun zum Fall g=q(r) zuriick. In diesem Fall ist die 
Lésung von (3.3) durch (3.9), (3.10) gegeben. Der Einfachheit halber 
wollen wir in dieser Lésung die 3-dimensionalen Drehungen & und die 
Konstante « unterdriicken!. Fiihren wir die so vereinfachte Lésung 
(3.9), (3.10) in (4.2) ein, so ergibt sich nach einer elementaren Rechnung 


mid in ae Ue eB ee ta on fos 
5 (X — 4D) = 7 , — hr e2P 72 3 72 72, a 
4.3 


\ 
; Sees ; ¢ 
0= 7 9 a 7"? 1 Oa 1}? e249 41 x? == 000 == 050 | 
OS eee as ee | 


Differenziert man (4.3) nach x”, so ergeben sich dadurch 40 in den 
zweiten Ableitungen 7)“ ,, lineare Gleichungen, aus denen sich die 7" , 
berechnen lassen. Daraus leitet man dann, ahnlich wie in II, § 2, die 
Integrabilitatsbedingungen7* ,.,, =" ,,,, ab. Von diesen 20 Bedingungen 
geben wir hier ohne Rechnung nur die folgenden 9 wieder, welche fiir 
das uns interessierende Ergebnis ausreichen. Sie lauten, wenn wir zur 
Abkiirzung 4 (X — 4@?) = — G setzen: 


arridivas, 1 at xk dp 
G | Saale A ee |— O;k i fee Pe } - (4.4a) 
: ap _ 1 49 29 ap 
Garis ea Me haa (4.4b) 


Das Gleichungssystem (4.4a) 1aBt sich auch in der Form 


Cda—Gerr) 


schreiben. Daraus folgt, daB es mit (4.4b) nur dann vertraglich ist, 


wenn 
hee eae) (4.5) 


Also nur fiir diejenigen g(r), die der Gleichung (4.5) geniigen, kann 
man die infinitesimale Transformation (3.9), (3.10) in die zweite Nahe- 
rung fortsetzen. Fiir alle anderen Funktionen g(r) ist schon diese 
Fortsetzung unmdglich. Offenbar wird also dann die infinitesimale 
Transformation (3.9), (3.10) sich nicht zu einer endlichen erweitern 
lassen. Wie im letzten Abschnitt gezeigt wird, gehdrt zu den letzteren 
Funktionen g(r) auch die statische kugelsymmetrische Lésung der Feld- 


on Glekie 


1 Die 3-dimensionalen Drehungen sind ersichtlich Transformationen, welche 
die Beziehung (3.1) streng befriedigen, und diirften zu keinerlei Komplikationen 
fiihren. Die Konstante  entspricht der ebenfalls strenggiiltigen Transformation 


der Art (3.8). 
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Fiir diejenigen g(r), die der Gleichung (4.5) gentigen, besagt unser 
Ergebnis nur, daB die Transformation (3.9), (3.10) in zweiter Naherung 
fortgesetzt werden kann, und nicht, daB sie sich auch zu einer endlichen 
Transformation erweitern laBt. Fiir die Lésung gy=const von (4.5) 
haben wir schon im vorigen Abschnitt auf Grund des Theorems des 
§ 2 bewiesen, daB die Transformation (3.9), (3.10) mit A == 0 unannehm- 
bar ist. Diese SchluBfolgerung miiBte man auch mit Hilfe der hier 
verwendeten Methode, aber erst in einer noch héheren Ndaherung, 
ableiten kénnen. Ubrigens ist es durchaus méglich, daB auch bei der 
zweiten Lésung von (4.5), 


gy = const lgr, 


die Transformation (3.9), (3.10) sich in einer héheren Naherung als 
nicht fortsetzbar und daher als unannehmbar erweist. 

Alle bisher gewonnenen Ergebnisse sind mit folgender, fiir unsere 
Gravitationstheorie besonders giinstigen Vermutung vertraglich: Bei 
Zugrundelegung eines Linienelementes von der Form (4.14) sind Trans- 
formationen mit x’° ;=+- 0 nur im Falle y=const vorhanden. In dem fur 
die Gravitationstheorie wichtigen Fall m=-const ware dann die Be- 
ziehung (3.1) nur durch die Drehungen des 3-dimensionalen Raumes und 
durch Transformationen der Form (3.8), 


* 4 a = const, (4.6) 


befriedigt. Das Gravitationsfeld wiirde also ein bis auf diese speziellen 
Transformationen eindeutig bestimmtes Koordinatensystem des 4-di- 
mensionalen Raumes auszeichnen. Inwieweit diese Vermutung zutrifft, 
wird sich erst aus einer-eingehenderen Diskussion ergeben kénnen. Es 
ist aber schon aus den bisher gewonnenen Ergebnissen klar, daB, auch 
wenn unsere Vermutung nicht in dieser Allgemeinheit bestatigt wird, 
trotzdem die sich auf (1.14) griindende Gravitationstheorie von den 
meisten Schwierigkeiten der in I, II behandelten Theorie frei ist. 


5. Die wichtigsten Gleichungen der Theorie. 


Wir wenden uns jetzt der ausfiihrlichen Formulierung der dem 
Linienelement (1.14) entsprechenden Gravitationstheorie zu. Mit Hilfe 
von (2.3) nimmt die Feldgleichung (1.15) die Form an: 


Pig DCP oo + 36°)? = — x (2) — XH). (5.1) 


Der Energie-Impulssatz 1a8t sich durch die bekannte Umformung des 
zweiten Terms der dynamischen Gleichung (1.4), 


hf 


ae Sap, = te 


Mv) 
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gewinnen und hat die gewohnte Form 
(2, + ,),» = 0. (5.2) 
Fir die GréBen tf, gilt die allgemeine Formel 
Ne ats: We Ae eee 
xt? = = - a ae, (5.3) 


Der dem Linienelement (1.14) entsprechende Ausdruck von Nor ergibt 
sich am einfachsten aus I (2.3), wenn man noch (1.13) beriicksichtigt: 


Qe = Pi Pit sero oPo. (5.4) 
Es folgt dann 


Ht = 5 On (Pi P,i + BOPP 0,0) —$H,n (0251 +32 P06) (5.5) 
Da alle unsere Formeln nur in denjenigen Koordinatensystemen gelten, 
bei denen ds? die Form (1.14) hat, und diese Koordinatensysteme sich 
voneinander nur um 3-dimensionale Drehungen und Transformationen 
der Art (4.6), also um lineare Transformationen unterscheiden, sind die 
GroBen t’, als die Komponenten eines Tensors anzusehen. 
Aus (5.5) folgt 
2 tp = 49,591 — 22° P0%,0 | 
HH =19.— i: +82" P0905 
Die erste Beziehung zeigt, daB bei statischen Feldern t} > 0 ist. Bei 
nichtstatischen Feldern dagegen kann man aus (5.6) keine solche SchluB- 
folgerung ziehen. Aus (5.6) folgt weiter 


(5.6) 


“a (tp a ti) Sr] 32% wy P,0- 
Addiert man diese Beziehung zu der Feldgleichung (5.1), so ergibt sich 
x [ (Xo + to) —(%+t)] = — Pi; — 32 00: (5.7) 


Diese Identitat tritt in der Theorie mit einer Feldfunktion an die Stelle 
der zwei Identitaten I (4.8) der Theorie mit zwei Feldfunktionen bzw. 
der 16 entsprechenden Identitaten der allgemeinen Relativitatstheorie. 

Das elektromagnetische Feld kann in dieser Theorie ohne jede 
Schwierigkeit beriicksichtigt werden. Es geniigt dafiir, in der LAGRANGE- 
Funktion (1.3) als dritten Term die durch I (3.6) gegebene GroBe X,,, 
einzufiihren. Die Feldgleichung (1.15) bzw. (5.1) des Gravitations- 
feldes wird dann einfach durch den zusitzlichen Term (Xj — %i),,, neben 
dem nichtelektromagnetischen Term 3} — Zi ergainzt. Die Gleichungen 
des elektromagnetischen Feldes behalten genau die in der allgemeinen 
Relativitatstheorie bzw. in der Theorie mit zwei Feldfunktionen geltende 
Form I (3.9). Es besteht nur der indirekte Unterschied, dal jetzt ¢,,, 
aus (1.14) und der Feldgleichung (5.1) zu berechnen ist. 
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Fiir schwache Felder, |~|<1, reduziert sich die Feldgleichung (5.1) 
in erster Naherung auf 


Oi Poe, — x (Xj — Bi). (5.8) 
Die entsprechende Gleichung im Vakuum lautet 
Pi: + 3P,00 = O- (5.8) 


Wie in der Theorie mit zwei Feldfunktionen, so laBt auch hier die 
Vakuumgleichung erster Naherung (5.8a) keine Lésungen von der Form 
einer ungedimpften ebenen Welle zu. 


6. Die statische kugelsymmetrische Losung. 


Die statische kugelsymmetrische Loésung unserer Theorie laBt sich 
duBerst leicht gewinnen. Die Feldgleichung (5.1) wird dann namlich 


9,1; = Ap = — x (Ry — BH). (6.1) 


Es gilt also auBerhalb des zentralen Kérpers, welcher das Gravitations- 
feld erzeugt, 
Ag = 0: (6.2) 


Die kugelsymmetrische Lésung dieser Gleichung lautet 


2m 


Dis SanGanars 


a und m zwei Integrationskonstanten. Die Konstate « ist gleich Null 
zu setzen, da man bei raumlich begrenzten physikalischen Systemen 
die allgemeine Randbedingung I (3.5), g,,—7,, fiir roo, auf alle 
Falle fordern muB. Es bleibt also 

2m 4 
= (6.3) 
Man verifiziert unmittelbar, daB die Funktion (6.3) der Gleichung (4.5) 
nicht gentigt. Es sei noch bemerkt, daB diese Lésung durch keine Fort- 
setzbarkeitsbedingung, wie wir sie in I, §5 kennengelernt haben, ein- 
zuschranken ist: Wie man leicht zeigen kann, ist es immer méglich, die 
Lésung (6.3) ins Innere des zentralen Kérpers fortzusetzen. 

Setzen wir (6.3) in (4.14) ein, so folgt 


Oi 


2m 2m 
Sol US = A SE Sine oF ag (6.4) 


Fur schwache Felder ergibt (6.4) in erster Naherung 


== _ -_ 2m 2m 
811 = 22 — 633 (1 eas ); foo = 1 — = (6.4a) 
y 
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und stimmt in dieser Naherung mit der entsprechenden Losung der 
allgemeinen Relativitétstheorie tiberein. Die Bedeutung der Konstan- 
ten m ergibt sich unmittelbar aus (6.1) 


}) 


be f (— Sao * we, (6.5) 
wobei Mc? nach (1.12) die Gesamtenergie des Systems bedeutet. Auch 
diese Beziehung stimmt mit der entsprechenden Gleichung der all- 
gemeinen Relativitatstheorie genau tiberein. Daher mu8 man, um in der 
ersten Naherung die Ergebnisse der NEwTonschen Gravitationstheorie 
zu erhalten, auch hier der Konstanten x den EINsTEINschen Wert 


ek (6.6) 


geben (G NEwronsche Gravitationskonstante). Es sei noch bemerkt, 
daB unsere Lésung (6.4) keine der in der SCHWARzsCHILDschen Lésung 
auftretenden ahnliche Singularitét aufweist: Unser g,, bleibt regular 
fiir alle y>0 und wird erst bei y=0 singular. 

Da die Lichtablenkung ein Effekt erster Ordnung ist, wird nach 
(6.4a) die hier entwickelte Theorie fiir die Lichtablenkung genau den 
EINSTEINschen Wert liefern. Auch die Rotverschiebung ist ein Effekt 
erster Ordnung, so da8 wir auch fiir sie den EINSTFINschen Wert finden 
wurden, wenn wir nur das EINSTEINsche Prinzip von der Konstanz der 
Eigenperiode einer ,,elementaren Uhr“ annehmen und die Atome solchen 
elementaren Uhren gleichsetzen. Dagegen ist fiir die Periheldrehung 
eine neue Berechnung notig, da sie ein Effekt zweiter Ordnung ist und 
in dieser Naherung unsere Lésung sich von der SCHWARZSCHILDschen 
unterscheidet. 

Wir fiihren Polarkoordinaten ein und betrachten zunachst das all- 
gemeine Linienelement 


dst = —a(r)- (dP 4+ Pd@?+PsintOdg) +y(r)-dP. (6.7) 


Die Berechnung der CHRISTOFFELschen Symbole ist elementar und 
braucht hier nicht wiedergegeben zu werden. Von den vier Gleichungen 
der geodatischen Linien zeigt die eine, daB die Bahn auf einer Ebene 
liegt, so daB wir in iiblicher Weise 9 =2/2 setzen dirfen. Die zwei 
nachsten Gleichungen lassen sich einmal integrieren und ergeben 
d dt 
2 Le: —— —— 6.8 
deaher it sau Yas ee Oe) 
A und B zwei Integrationskonstanten. Als vierte Gleichung darf man 
die allgemeine Beziehung 


y \2 > (adp\ (vabie 2 
ty etm olfan(leter(Pa1 69 


SOY A. PApAPETROU: Theorie des Gravitationsfeldes. 


nehmen. Mit Hilfe von (6.8) kann man die Eigenzeit s aus (6.9) eli- 
minieren und erhalt die Differentialgleichung der Bahnkurve. Das 
Ergebnis lautet, wenn man 1/7=g setzt: 


do \2 oe BEG, Y 
re PCOS eatin apt ad) 


Oder, wenn man diese Gleichung nochmals nach @ differenziert, 


(PO IB? fel [= il 9 alice 6.10 
— = —_- = — A0Oa 
Zpeulis! Wwonaedo =I 24? do’ ( ) 


Wir kommen nun zum Linienelement (1.14), (6.3) zuriick, fiihren 
also in (6.7) die Werte 


ein. Die rechte Seite von (6.10a) ergibt dann in zweiter Naherung den 
Wert 


B2 d “a Ae Cae eal 1 OER be 
2A? do al ae 


D Atrio wid: are (okt 


Diesen Wert kénnten wir in (6.10a) einsetzen und die Periheldrehung 
unmittelbar berechnen. Statt dessen wollen wir den Wert (6.11) mit 
dem entsprechenden Ausdruck der allgemeinen Relativitatstheorie ver- 
gleichen. Um diesen zweiten Ausdruck zu berechnen, miissen wir die 
isotrope Form der SCHWARZsSCHILDschen Lésung verwenden, bei welcher 


y 


e=(t+ a5) = (re mpr) 


ist. Man findet dann in zweiter Naherung 


Se 2B? —= i | 15 B? — 3 m? 
2A? do Jallg. Rel. A2 2 A2 


( B ie 1 da\ 


\24? do (6.142) 


y 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich von (6.14) um die GréBe zweiter 
Ordnung oe Beachtet man nun aber, daB in den Planeten- 
bewegungen die Geschwindigkeiten klein im Vergleich zur Lichtgeschwin- 
digkeit sind, so folgt aus (6.9), daB B?—1 klein von der ersten Ordnung 
ist. Der Unterschied zwischen (6.11) und (6.12) hat also in der hier 
betrachteten Naherung den Wert Null, so daB unsere Theorie auch 


fiir die Periheldrehung genau den EINnstEinschen Wert liefert. 


Herrn Dr. H. PIEtscH méchte ich fiir wertvolle Diskussionen herz- 
lich danken. 


Berlin, Mathematisches Institut der Deutschen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 533—542 (1954). 


Die Wirmekapazitit des Atomkerns 
nach dem Gastrépfchenmodell. 
Von 
G. SUSSMANN. 

Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. ORtober 1954.) 


Die Termdichte der mittleren und schweren Atomkerne wird nach dem Gastrépf- 

chenmodell abgeschatzt. Die durch die kollektiven Bewegungsméglichkeiten be- 

dingte Verminderung der FEermi-Gas-Entropie erweist sich als vernachlassigbar, 

obwohl die Entropie der Oberflachenwellen dieselbe GréBenordnung hat wie die 
der Einzelnukleonen. 


1. Einleitung. 


Nach dem Gastrépfchenmodell ist der Atomkern als ein nahezu 
inkompressibles FERMI-Gas mit einer starken Oberflachenspannung auf- 
zufassen. In einer vorhergehenden Arbeit [1] haben wir fiir dieses 
Modell eine quantenmechanisch konsequente Beschreibung gegeben. Um 
mit den kapillaren Schwingungsmoéglichkeiten nicht in Widerspruch zu 
kommen, miissen danach den Einzelnukleonenbahnen kollektive Neben- 
bedingungen auferlegt werden. Nun soll untersucht werden, was aus 
diesem Modell fiir die spezifische Warme der Kernmaterie folgt. In 
Bezug auf die Bezeichnungen verweisen wir auf die erwahnte Arbeit [7]. 

Es kommt darauf an, die Zustandssumme}? 


gla De ele ={@ bea (1) 

P —oo 
auszuwerten; @(E) ist die Termdichte des Gesamtsystems. Aus der 
Freien Energie F(T) der kanonischen Verteilung e~*?)/7 kénnen in 
bekannter Weise die Innere Energie U, die Warmekapazitat C und 
die Entropie S als Funktionen der Temperatur 7 berechnet werden: 


U => Epelt-Frl? —fOdE Ee — TF U4 faTC (2) 
Pp —oo 0 


und 
eee en ee ee aT 

Sap ane i aT So Lot ay B) 

P 


Die konstante Nullpunktsentropie 


So = log (2J +1), (4) 
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wo J der Gesamtdrehimpuls des Kerns ist, wird man meist vernach- 
lassigen kénnen, zumal S wie C die GréBenordnung A > 1 hat, S, da- 
gegen die GréBenordnung 1. Eine Abhangigkeit vom Volumen (bzw. 
Druck) oder einem anderen 4uBeren Parameter brauchen wir nicht mit 
hinzuschreiben, da wir annehmen k6énnen, da der Makrozustand des 
Kerns bereits durch NV, Z und U eindeutig bestimmt ist. — In manchen 
Fallen ist in (1) nicht (7) die Unbekannte, z.B. wenn es mit Hilfe der 
Summe relativ leicht ausgewertet werden kann, sondern die Term- 
dichte @(E). In nullter Naherung ist 9, abgesehen von einem Dimen- 
sionsfaktor, gleich der sog. thermodynamischen Wahrscheinlichkeit e°. 
Die Metuinsche Integraldarstellung fiir die exakte Umkehrung einer 
solchen LAPLACE-Transformation niitzt hier nichts, denn das Verhalten 
der Funktion F(T) im Komplexen ist im allgemeinen nicht bekannt. 
Dafiir kann aber fiir S>>1, da der Integrand dann ein sehr spitzes 
Maximum hat (bei E=U), das Integral (1) nach der Sattelpunkts- 
methode ausgewertet und damit die Integralgleichung naherungsweise 
in eine Differentialgleichung verwandelt werden. Dabei wird von der 
aus (2) und (3) folgenden bekannten Beziehung dS/dU =T™ entschei- 
dend Gebrauch gemacht. Die Lésung dieser Differentialgleichung fithrt 
in der ersten Naherung zu der BetHEschen Gleichung [2, (281)] fiir die 
Termdichte : z 


é 
a T\2nC 5) 
Der Dimensionsfaktor im Nenner ist groBenordnungsmabig gleich der 
Unscharfe der Energie bei festgehaltener Temperatur. Im ndachsten 
Abschnitt, wo wir die Warmekapazitat der Nukleonenbahnen auf dem 
Umweg tuber die Termdichte eines gewohnlichen FERMI-Gases (also 
ohne Nebenbedingungen) bestimmen miissen, wird diese Beziehung eine 
wichtige Rolle spielen. 

DaB die beiden Komponenten der Nukleonenbewegung in bezug auf 
die spezifische Warme gesondert betrachtet werden kénnen, beruht 
natiirlich wesentlich auf der in [J] aufgezeigten Separierbarkeit des 
HAMILTON-Operators : 

eh ewes edék (6) 


die Storenergie UY" kann in der statistischen Naherung vernachlassigt 
werden. Als Folge davon zerfallt namlich die Termdichte in die beiden 
Bestandteile O'(E') und O*(E*), aus denen sie sich durch Faltung 
(E=E'+ E*) zusammensetzt: 


O(E) = J dE* O*(E*) O'(E — EX) = f[ dE @'(E) Ok (E — Bye) a7} 
Daher zerfallt die Zustandssumme in zwei Faktoren, d.h. die thermo- 
dynamischen Funktionen bei festgehaltener Temperatur (T= Ti= fs) 
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ON 
we) 
O11 


in je zwel Summanden: 
RR eS aes Oa ae OS ee Seo Se 8) 


Die entsprechenden Bestandteile stehen zueinander in denselben Be- 
ziehungen (2)', (3)' und (2)*, (3) wie die Gesamtfunktionen. Die Entro- 
piekonstanten sind 

Ss = low (2 f 4) und oy 0, (9) 


denn die Oberflachenwellen haben an der Entartung des Grundzustandes 
keinen Anteil. 


2..Die Termdichte des FERMI-Gases. 

Das zur Diskussion stehende FERMI-Gas ist genau genommen ein 
Gemisch zweier FERMI-Gase mit den Teilchenzahlen Z und N, die in 
einer Kugel vom Volumen V = (42/3) R} eingeschlossen sind und deren 
Warmebewegungen auBerdem /* Nebenbedingungen [1, (19)] geniigen 
miissen. Wir vernachlassigen die Spinbahnkopplung und nehmen die 
Potentialwand als extrem steil und unendlich hoch an; den Nullpunkt 
der Energieskala verlegen wir in den Boden des Potentialtopfes. Des 
,,o-artigen‘‘ Zwangspotentials U* wegen kann @=c gesetzt werden. 
Dabei kénnen wir uns auf den Fall c=0 beschranken, denn die spezifi- 
sche Warme hangt von der Lage des Kerns gar nicht und von seiner 
Gestalt nur unbedeutend ab. Wir setzen also einfach R(E)=R,=A'71%, 
so daB der Potentialtopf fiir die #; ebenso wie fiir die §; eine undefor- 
mierte scharfrandige Kugel wird. Mehr noch: die &; sind damit den %; 
numerisch gleich, d.h. der einzige Unterschied zwischen diesen GréBen 
besteht darin, daB die §; den Nebenbedingungen [1, (19)] geniigen, die 
x, aber nicht. 

Ohne das Zwangspotential U* hitten wir es also mit dem Gemisch 
zweier gewdhnlicher FERMI-Gase (F) zu tun, dessen Entropie S* und 
Warmekapazitat C? fiir sehr hohe und fiir sehr niedrige Temperaturen 
wohl bekannt sind. Mit Hilfe der BETHEschen Gl. (5) kénnen wir daraus 
die Termdichte @* des ,,mathematischen“’ FERMI-Gases berechnen. 
Durch das Einschalten von U* wird die Zahl der Terme stark herab- 
vesetzt; die bekannten GréBen (S", C’ und @*) gehen in die gesuchten 
(Si, Ci und G@') iiber. Wie groB sind die Unterschiede? Das ist eine 
mathematisch schwierige Frage, denn die Dimensionszahl /—3A des 
Konfigurationsraumes 8 fiir das FERMI-Gas ist sehr groB, und die durch 
U* herausgeschnittene /'-dimensionale Hyperflache ¢ =0 bzw. S' (0) ist 
sleichfalls hochdimensional und sogar nichteuklidisch. Eine genaue 
Lésung des Problems ist daher nicht zu erwarten. Wir wollen lediglich 
versuchen, eine Abschatzung fiir S' zu geben. 

Um einen ungefahren Einblick in die Verhaltnisse zu gewinnen, ver- 
sleichen wir die Termdichten 9* und @' der beiden in Frage stehenden 
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Systeme mit der Termdichte @7 eines geeignet definierten Zwrschen- 
systems. Dieses Zwischensystem (Z) denken wir uns aus dem eigentlichen 
FERMI-Gas (F) hervorgegangen durch eine adiabatische Verformung des 
Potentialstopfes von Ui(%#) zu einem ,,zylinderférmigen“ Topf U7 (2), 
der durch uF 

(== Or hin a ix Vn \e,0|<oh, ~ sonsto 1G 
definiert ist, s. Fig. 4. Die ,,Zylinderhéhe“ / soll so groB gemacht werden, 
daB die von U' und U7 eingeschlossenen Hypervolumina einander gleich 


Fig. 1a u. b. Der Konfigurationsraum ® am Beispiel eines linearen FrRmi-Gases mit festgehaltenem Schwer- 


punkt, fiir das die Nebenbedingung die besonders einfache Form + &=0Oannimmt. a Zweigleiche Fermionen 


&,+£,=0. Die von U! und V4 eingeschlossenen Flacheninhalte sind einander gleich; die von U=Ui+u* 
eingeschlossene Flache dagegen ist infinitesimal. b Drei gleiche Fermionen: &, + &,+&,=0. 


sind. Das neue Potential U2 nimmt eine Zwischenstellung zwischen U! 


und U = Ui+ UE ein: mit U' hat es nach dem Weytschen Satz [3] 
die Termdichte gemeinsam!, 


log OF = log 0%, (14) 


1 Die Verallgemeinerung auf beliebig viele Dimensionen und die Beschrankung 
auf antimetrische Wellenfunktionen ist leicht méglich. Im klassischen Grenzfall 
(d.h. fiir sehr hohe Energien) hat ohne Beriicksichtigung der Oberflacheneffekte die 
Zahl der antimetrischen Eigenfunktionen des Energieoperators —(1/2m) >) 62/63? 
in einem /f-dimensionalen Kasten vom Hypervolumen V;, deren Eigenwert < E 
ist, den Betrag 


; f 
2 4 
[ ear = = Re aA E*! fir E> 0, sonst 0; 
: 2 a } fi! 

0 


s. FuBnote 1, S. 537. Die Antimetrieforderung hat lediglich zur Folge, da V, 
durch 7! zu dividieren ist. Im entarteten Grenzfall gilt diese Formel nicht, da E 
nicht mehr gro genug ist. Trotzdem glauben wir, die Gl. (11) aufrecht erhalten 
za kénnen: bei einer Verformung des polydimensionalen Kastens, durch die sich 
das Volumen gar nicht und die Oberflache nicht wesentlich verandert, wird an 
der Gesamtheit der Eigenfunktionen aus einem Energieintervall AE im Mittel 
nur unerheblich Arbeit geleistet. Die mittlere Termdichte kann daher keine be- 
trachtliche Veranderung erleiden. 
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und mit U die Art der Separierbarkeit. Im Gegensatz zu U' zerfallt 
némlich U% ebensowenig wie U in Einzelnukleonenterme, die Wellen- 
funktion @% ist also (wie ®) nicht wie in einem gewdhnlichen FERMI-Gas 
in Einteilchenwellen separierbar. Dafiir kann in ©” (%) wie in ®(®) die 
gesuchte Wellenfunktion @' abgespalten werden: 


Diy % OLE (Ce) - Di (8). (12) 


Vernachlassigt ist dabei die kinetische Kopplung, d. h. die ¢-Abhangigkeit 
der 5-Metrik. Fiir die Frage nach der Termdichte ist das erlaubt, denn 
die Zahl der Eigenfunktionen kann dadurch nicht wesentlich verfalscht 
werden. Ahnliches gilt auch, s. (6), fiir die im AnschluB an [1, (15)] dis- 
kutierte Wechselwirkung U™, die notfalls fiir Dichtekonstanz sorgen soll, 
damit es erlaubt ist, die Nebenbedingungen in die relativ einfache Form 
(4, (149)] zu bringen, aus der unter anderem fiir c die euklidische Metrik 
folgt. In einem FERMI-Gas sorgt namlich bereits die freie Warmebewe- 
gung automatisch fiir eine tiberwiegend gleichmaBige Materieverteilung. 
In derselben Niaherung, in der es erlaubt ist, den Kern als ein ideales 
FERMI-Gas anzusehen, ist es auch erlaubt, 


67 (E) = f dE @'(E') O2*(E — EF) (13) 


zu setzen, Wo 


Zk fk ak [h 2m gt 
OE) = SE Lie VL p® fire B83) wsonsti0j1(14) 
die durch /*-fache Faltung von h //2m/2x E mit sich selbst! hervor- 
gehende Termdichte der ®%*(¢) ist. 

Durch Auflésung dieser Integralgleichung versuchen wir, die Term- 
dichte @'(E') der inneren Nukleonenbewegung zu berechnen. Die linke 
Seite bestimmen wir gem&B (11) und (5) nach dem bekannten Ausdruck 
fiir die Wairme J des FERmi-Gases. Mit Hilfe der groBkanonischen 
Gesamtheit ~e~*?2—%N-8E erhalt man? 


oo 

— 3 5 

: V de+2e 

pretee f Ha a (15) 
2H 4 fe)! 4 

0 


wo die ,,Grenzenergie‘‘ 7(7) implizit durch die Bedingung 


Sei (nde oe 
Aa Vam'V f de-2e (16) 
272 fe —mIT oa 
0 
1, =Va|(f12)! ist das Hypervolumen der f-dimensionalen Einheitskugel. 

2 Und zwar entweder nach FowLEr und Darwin [4] mit Hilfe der Sattelpunkts- 
methode oder durch den Nachweis, da8 die Schwankungen der Teilchenzahl ver- 
nachlassigbar sind, s. PAULI oder BECKER [4]. 
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gegeben ist. Um die Formeln zu vereinfachen, haben wir angenommen, 
daB N —Z ist, denn die Uberlegungen hangen von der GréBe des Neu- 
tronenexzesses nur unwesentlich ab. Die Oberflacheneffekte sind gleich- 
falls vernachlassigt. Fiir den Grundzustand (T= 0) schlie8t man leicht 
auf die Nullpunktsenergie 


Ur=— Am mit mo =(>} | ae (17) 
Im allgemeinen ist — 4 das chemische Potential und «= —y»T™ der- 


jenige Gleichgewichtsparameter, der in bezug auf die Teilchenzahl genau 
dieselbe Rolle spielt wie 6 = Tin bezug auf die Energie. Eine einfache 
Diskussion von (15), (16) ist nur in den beiden Grenzfallen T >, und 
T <mp méglich. 

a) Klassischer Grenzfall, T>>no. Ist n negativ, und zwar —7/T >1, 
so erhalt man in bekannter Weise T = (8)3 7, e~?”7/3 >> yy und UF = 3 AT 
und folglich 


i= pA dy tat MSPS Hy lpg T (18) 
und 


i /ojpf-2 — ee) 
OF — Eee yea ie == DSO, ~— Sansie O- (19) 


Zu demselben Ergebnis gelangt man durch direktes Auszahlen der 
Phasenraumzellen vom Volumen (2z)/, wobei man so auBerdem die in 
(18b) noch unbestimmt gebliebene SAcKUR-TETRODEsche Entropie- 
konstante 

TH Spe lp (2m)34/2 eAl2 VA 4-4 . 9A (20) 


(mit EinschluB der Mischentropie) gewinnt. Die Integralgleichung (13), 
(11) laBt sich leicht damit lésen: 


Go ~ Ez ir = Ue SOnsc. Or (21) 
Nach (2) folgt daraus fiir die Warmekapazitat 
C=$f'T (22) 


mit /'=f—/*, also genau das zu erwartende Ergebnis: jede Nebenbedin- 
gung vermindert die thermische Energie um $ kT, und fiir die Warme- 
kapazitat C ‘der , ,individuellen‘ Nukleonenbewegung verbleibt die Halfte 
der Zahl /' der ,,inneren“ Freiheitsgrade des Kerns. 

Praktische Bedeutung hat dieses Ergebnis nicht: Bei solch hohen 
Anregungen macht es sich wesentlich bemerkbar, daB wir die Wande 
des Potentialtopfes falschlicherweise als unendlich hoch angenommen 
haben. In Wahrheit befindet man sich fiir T>>y langst auBerhalb §*, 
im kontinuierlichen Energiespektrum, selbst wenn man die metastabilen 
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Zustande nicht mit dazurechnet!. Ein so heiBer Kern lést sich in spate- 
stens 10~° sec in seine Bestandteile auf. 


B) Grenzfall starker Entartung, nl/A<KT <n. Fiir positive 7 mit 
T'/n>1 erhalt man nach SOMMERFELD [6] den asymptotischen Ausdruck 
UF = UF 4 (x2/4) Any’ T? bzw. 


eS = Ayn,’ T = S?, (23) 
wobei [<7 ist. AuBerdem muB T>>7,/A bleiben, denn anderenfalls 
kommt U* in die GréBenordnung 7,/A, in der nur wenige Nukleonen 
angeregt sein kénnen; die Energieschwankung T |/CF ist dann von der- 
selben GréBenordnung, d.h. die benutzten thermodynamischen Begriffe 
verlieren teilweise ihren Sinn. Zudem ist erst fiir T>>7)/A die Voraus- 
setzung S'>>1 der Bretueschen Gleichung erfiillt. Wir erhalten: 


pr eS tire ee sonst 6. (24) 


und lésen damit die Integralgleichung (13), (11) nach der Sattelpunkts- 
methode mit dem Ergebnis 
etVAlno VE 


Safe 


jis 


cia") ee SONS ENO (25) 


ST fe 


Das damit gebildete Integral (2)! werten wir gleichfalls nach der Sattel- 
punktsmethode aus und gelangen so zu 


Oe Ang. (26) 


Dies stimmt mit (23a) tiberein, d.h. in der vorliegenden Naherung haben 
die Nebenbedingungen auf die spezifische Warme des stark entarteten 
Fermi-Gases keinen EinfluB. Die Termdichte ist zwar um einen Faktor 


von der GroBenordnung 4? T/no “> 1 kleiner als 9", aber auf die spezi- 
fische Warme hat das fiir nicht zu kleine Temperaturen? nur geringen 
Einflu8, denn im Vergleich zu dem unveranderten Exponenten S*>1 
fallt das logarithmische Glied kaum ins Gewicht. Treibt man die aus der 
Sattelpunktsmethode sich ergebenden asymptotischen Entwicklungen 
einen Schritt weiter, so erhalt man als Ergebnis in der nachsthdheren 
Naherung in 7,/A T an Stelle von (26) den Ausdruck 


- 2 = 1 : 
C wa An Tf". 27 
7) 2 i (27) 
7 Die Lebensdauer gegen Photoemission ist ohnehin als unendlich angenommen. 
2 Im Gebiete T<7,/A dagegen muB Si und damit auch C! bedeutend kleiner 
als (23) sein, weil anderenfalls nicht 0! < OF sein kénnte. 
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Die Differenz gegeniiber dem gewéhnlichen FErmi-Gas hat demnach 
dieselbe GréBenordnung wie im klassischen Falle, s. Fig. 2. Da die Zahl 
der Nebenbedingungen sehr. viel kleiner ist als die Zahl der Freiheits- 
grade, s. (23), kann dieser Unterschied praktisch vernachlassigt werden. 
Er bleibt in der GréBenordnung der gewohnten Abweichungen vom 
idealen FERMI-Gas, die von den Wechselwirkungen und von der Endlich- 
keit der Topftiefe herriihren. Die letztere, bedeutendere, wirkt sogar 
mit Sicherheit in entgegengesetzter Richtung, also im Sinne einer Ver- 
groBerung der spezifischen Warme, so daB sich die Fehler gréBtenteils 
kompensieren. Mit demselben Recht, mit dem das Kerninnere als ein 
ideales FERMI-Gas behandelt wird, kann auch die durch die Existenz der 
kollektiven Freiheitsgrade hervorgerufene Verminderung der spezifischen 
Warme der freien Nukleonenbewegung vernachlassigt werden. Die Term- 
dichte ist mit dem relativ langsam veranderlichen Faktor 


e' 
wy 


4 Tae \7k 
a V2 VA/no | (28) 


yam VE | 


zu versehen. Dieses Resultat ist vor allem fiir die Theorie der Ver- 
dampfungsterme wichtig, vgl. z.B. LE CouTEUR oder HAGEDORN und 
MackeE [7]. Der Faktor (28) hat auf den Vergleich mit dem empirischen 
Material nur geringen EinfluB, denn in die Ergebnisse gehen nur Ver- 
hdltnisse von ,,benachbarten‘‘ Termdichten ein. 


3. Die Termdichte der Kapillarquanten. 


Es bleibt noch die Aufgabe, die bekannte spezifische Warme der 
Oberflachenwellen damit zu vergleichen. Da die Kapillarquanten, wie 
wir in [7] gesehen haben, der BOSE-EINSTEIN-Statistik mit unbestimmter 
Gesamtteilchenzahl geniigen, haben sie der PLrANckschen Oszillations- 
formel gemaB die Innere Energie 


hs ee O) 
C ii Vids call <4 (29) 
Aw 


mit den RAyLricuschen Eigenfrequenzen 


O,=O@ A VA(A—1)(A+ 2) mit w= \/4cra/3m. (30) 


In (29) sind die drei translatorischen Freiheitsgrade (w,=0), deren 
Innere Energie = 37 ist, mit einbegriffen, und in (30) ist die CouLomB- 
Korrektur vernachlassigt; o ist die effektive Oberflachenspannung des 
Kerns und m die Nukleonenmasse. 


Im Falle starker Entartung werten wir wie tiblich die J-Summe (bis 
4 = A) naherungsweise als ein A-Integral aus (bis A= co), ersetzen dabei - 
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A 


24-+-4 und |/A(A—1)(A+ 2) durch 2A bzw. 4! und erhalten 
C =$()!C@ wt AiTi (Ato,<T< Wy) (31) 


Dabei ist natiirlich benutzt, daB Ax 4!>1 ist. 
Im klassischen Grenzfall ist wie erwartet 


Crt Sa.) (32) 
mate fait (ESP Dyess 4. 

Beim Vergleich dieser Werte mit denen des FERMI-Gases, s. Fig. 2, 
ist es wichtig zu beachten, daB es zum Wesen des Gastrépfchenmodells 
gehort, ts 
P< f/ ound o,< 7, (33) 


zu setzen, vgl. [1, (23)] und (4, (17)]. Im klassischen Grenzfall ist dem- 


zufolge C’<C'. Da dieser Grenzfall jedoch fiir die Kapillarquanten 


S Wg U=0 Tlo 


Fig. 2. Die spezifischen Warmen eines schweren Kernes, qualitativ. 


bedeutend eher eintritt als fiir die Gasbewegung, mu man in dem (in 
Wirklichkeit allein in Frage kommenden) Temperaturbereich, in welchem 
beide Bewegungskomponenten entartet sind, mit gleicher GréBenordnung 
von C¥ und C! rechnen. Obwohl also das Vorhandensein einer Ober- 
flachenspannung die Warmekapazitat des Nukleonengases nur gering- 
fiigig herabsetzt, kann die dadurch ermdglichte ,,Oszillationswarme” 
vergleichbare Betrage annehmen. 

Unter Benutzung dieser Tatsache kann vielleicht das beobachtete 
haufige Auftreten der merkwiirdigen ,,zu langsamen” g-Teilchen in den 
Photoplattensternen auf relativ haufige Spaltung der hochangeregten 
Kerne zuriickgefiihrt werden!. Die Spaltungswahrscheinlichkeit kommt 
nach einer Rechnung von StissMANN [8] in die bendtigte GréBenordnung, 
wenn die spezifische Warme des Kerns aus einem ,,inneren‘‘ Anteil und 
einem gréBenordnungsmaBig ebenso groBen ,,Oberflachenanteil” be- 
steht2. Der oberflachenproportionale Anteil ist nétig, damit die Entropie 


1 Und zwar (nach HEISENBERG) als ein kinematischer Effekt, s. [8]. 
2 In [8] beruht der Faktor 3 in Gl. (29) auf einem Irrtum. Auf die anschheBen- 
den Rechnungen hat das keinen Einflu8, wohl aber auf die Lage der Geraden C = ie 


2 


im Pigs 3) 
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(die thermodynamische Wahrscheinlichkeit) des labilen Zwischenzu- 
standes groB genug werden kann. Das kann andererseits nur dann wirk- 
lich der Fall sein, wenn der Kern sich im Verlaufe der Zusammenschnt- 
rung nicht zu stark abkihlt, d.h. wenn ein inneres Warmereservoir zur 
Verfiigung steht. Beide Forderungen zusammen fiihren zu der Annahme 
einer zweiteiligen spezifischen Warme. DaB die Warmekapazitat trotz 
der Invarianz der Zahl der (kinetischen) Freiheitsgrade verschieden groB 
ausfallen kann, liegt an den ,,potentiellen Freiheitsgraden“ und an der 
Entartung. Bemerkenswert ist, daB sich das Gastrépfchenmodell bis 
zu solch hohen Anregungsenergien hinauf zu bewahren scheint. 
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Die Freiheitsgrade des Gastré6pfchenmodells 
fiir den Atomkern. 
Von 
G. SUSSMANN. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 4. Oktober 1954.) 


Die Beziehungen zwischen der BoHR-REIFMANSchen und der Hitt-WHEELERschen 
Beschreibung des ,,collective-individual-model‘‘ werden diskutiert. An einem ein- 
fachen Modell wird in dem 3 4-dimensionalen Konfigurationsraum eine Koordi- 
natentransformation durchgefiihrt, durch die die ScHRODINGER-Gleichung in 
einen kollektiven und einen individuellen Anteil zerfallt. Fir die individuellen 
Nukleonenbewegungen ergeben sich dabei kollektive Nebenbedingungen, die die 
Ursache sind fiir die verschiedentlich diskutierte Kopplung zwischen den beiden 
Bewegungssystemen. 


1. Einlettung. 


In den letzten Jahren fand in unseren Vorstellungen tiber den Aufbau 
des Atomkerns eine tiberraschende Verdnderung statt. Langere Zeit galt 
das von N. Bour aufgestellte Fliissigkeits- bzw. Sandsackmodell [1] als 
die angemessene Naherung. Es lauft darauf hinaus, daB (im Gegensatz 
etwa zu den Elektronen der Atomhiille) zwischen den Nukleonen eine 
relativ starke Wechselwirkung besteht, so daB bei jedem KernprozeB 
alle Nukleonen wesentlich beteiligt sind. Demgegentiber hat sich nun 
vor allem durch die Arbeiten von GOEPPERT-MEYER sowie HAXEL, 
JENSEN und Suess [3] herausgestellt, daB das ebenso frihzeitig zur 
Diskussion gestellte [2], aber als dem Fliissigkeitsmodell widersprechend 
spater meist abgelehnte Schalenmodell gleichfalls Geltung beansprucht. 
Das bedeutet aber, daB man (ahnlich wie in der Atomhiille) in guter 
N&herung berechtigt ist, von individuellen Nukleonenbewegungen zu 
-reden, so als ware die Kernmaterie im Gaszustand. Damit stehen wir 
heute vor der Schwierigkeit, daB es zwei einander entgegengesetzte 
Naherungslésungen gibt. Das wird unterstrichen durch die gemessenen 
starken Kernabplattungen (beiderlei Vorzeichens), die nach Rain- 
WATER [4] erklart werden miissen durch das Zusammenwirken der 
Zentrifugalkrafte der einzelnen Nukleonen mit der gespannten ,,Haut* 
des Kerntrépfchens. Besonders dringend wird das Problem, wenn 
man nach der Termdichte oder nach der spezifischen Warme des 
Atomkerns fragt. Nach dem Ratnwaterschen Modell mu8 es némlich 
fiir die inkompressiblen Tropfenschwingungen ebenso wie fiir die 
individuellen Nukleonenbahnen stationare Zustande geben, was jedoch 
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formal zu dem SchluB fiihrt, daB der Kern Z4 mehr als 3 A kinetische 
Freiheitsgrade haben miiBte. Es erhebt sich die Frage: was ist diese 
Haut‘, die nun eigene zusatzliche Freiheitsgrade zu beanspruchen 
scheint? Die einfache Vorstellung, daB sie durch die am Kernrand 
sitzenden Nukleonen zusammengesetzt sei, so da8 fiir das in ihrem 
Inneren eingeschlossene KNUDSEN-Gas bedeutend weniger als A Nu- 
kleonen verblieben und so eine Diskrepanz tiberzahliger Freiheitsgrade 
gar nicht erst auftrate, ist ndmlich ausgeschlossen, denn die qualitative 
Deutung der ausgezeichneten Neutronen- und Protonenzahlen (der sog. 
magic numbers) durch das Schalenmodell zeigt, daB alle A Nukleonen 
an der individuellen Bewegung teilnehmen. Auch die mégliche Auskunft, 
die bewegliche Kernwand werde durch die z-Mesonen gebildet, da das 
Mesonfeld das ist, was die Nukleonen am Verlassen des Kerns hindert, 
ntitzt hier nichts, weil wir eine phanomenologische Theorie des Atom- 
kerns suchen, in der das Mesonfeld keine eigenen Freiheitsgrade hat. 
Durch den von Hirt und WHEELER [8] hervorgehobenen Begriff der 
, kollektiven Nukleonenbewegungen“, aus dem die wahre Bewegung 
durch Uberlagerung mit der individuellen entsteht, wird das Problem 
zwar gefordert aber noch nicht wirklich aufgeklart, denn die Frage nach 
der Zahl der Freiheitsgrade bleibt bestehen: durch Superposition zweier 
Bewegungen in demselben Phasenraum kann die Zahl der kinetischen 
Freiheitsgrade nicht erhoht werden, denn diese ist definitionsgemaB stets 
der Dimensionszahl / des Konfigurationsraumes gleich. Es bleibt un- 
bekannt, woher man im einzelnen die Berechtigung nehmen soll, minde- 
stens einen der beiden Summanden, aus denen der Ausdruck fiir die 
Warmekapazitat C des Kerns bestehen muB, zu vermindern, damit das 
vom Gleichverteilungssatz geforderte MaB (C=4f/=#A) nicht iiber- 
schritten wird. Wahrend man also friiher in der Frage der spezifischen 
Warme vor einer Alternative stand, namlich der, ob der Kern als FERMI- 
Gas oder als Flissigkeitstropfchen anzunehmen sei, hat man es jetzt 
mit dem Problem der Vereinbarkeit der beiden Vorstellungen zu tun: 
Wie verteilen sich die f= 3A Freiheitsgrade des Kerns auf das ,, FERMI- 
Gas und das ,,Trépfchen“ ? 

In diesem Zusammenhang interessiert besonders die Frage, wie die 
stationdren Y-Funktionen eines solchen , Gastrépfchens“ aussehen. Wie 
lassen sich die in Schalen zusammengeschlossenen individuellen Nu- 
kleonenzustande mit solch kollektiven Nukleonenbewegungen, wie es 
die Oberflachenwellen sind, vereinbaren? Den von Hitt und WHEELER 
gegebenen Lésungsvorschlag [8, Gl. (5) und Fu8note 17)] halten wir 
fiir nicht ganz einwandfrei. In der Theorie von A. Bour, REIFMAN und 
MOTTELSON [5], [6], [7] dagegen ist das hier vorliegende Problem bisher 
noch gar nicht gestellt worden. Die benutzten Y-Funktionen sind gut 
brauchbar, enthalten aber nicht alle der in der Theorie von Htrt und 
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WHEELER erzielten Fortschritte und befinden sich in bezug auf unsere 
Fragestellung noch in der nullten Naherung. 


In der vorliegenden Arbeit soll der Versuch gemacht werden zu 
zeigen, wie sich die Separation der beiden verschiedenen Bewegungs- 
formen eines solchen tropfenférmigen FERMI-Gases quantenmechanisch 
konsequent durchfiihren 14Bt. Einen Prototyp dafiir hat man in der 
translatorischen Kernbewegung. Es stellt sich heraus, daB die indivi- 
duellen Nukleonenzustande kollektiven Nebenbedingungen geniigen 
miussen. Daraus ergibt sich fiir die FERMI-Gas-Termdichte eine Vermin- 
derung, von der in einer spateren Arbeit gezeigt werden wird, daB sie 
im klassischen Grenzfall genau den benédtigten Betrag hat, im Ent- 
artungsgebiet dagegen vernachlassigbar ist. 


2. Die kollektiven Nukleonenbewegungen. 


Zunachst sollen die Grundannahmen des zu betrachtenden ideali- 
sierten Kernmodells formuliert werden. Dieses Modell soll eine erste 
Naherung an die Wirklichkeit darstellen, und zwar eine solche (darin 
legt das Problem), die sowohl Eigenschaften eines nahezu idealen FERMI- 
Gases als auch die eines nahezu inkompressiblen, schwingungsfahigen 
Tropfens besitzt. 


Der kinetische Rahmen, in dem unsere Beschreibung des Kerns Z4 
geschehen soll, ist (wie tiblich) die nichtrelativistische Quantenmechanik 
eines abgeschlossenen (Z-+N)-Fermionensystems im SCHRODINGER- 
Bild. Die eigentiimliche Schwierigkeit der mathematischen Formulie- 
rung des Gastrépfchenmodells besteht nun darin, daB das Potential U 
nicht allein von den Lage-, Impuls- und Spinvariablen x;, p; und s, 
abhangt, sondern offenbar ebenso wesentlich (obwohl das System Z4 
sicher abgeschlossen ist!) von einer die Lage und Gestalt des Kerns be- 


schreibenden Reihe ,,4uBerer‘‘ Parameter c,, mit x=0,1,...,24 und 
A=1,2,...,A. Wie sich dieses U trotzdem in die zugrunde gelegte 


Kinematik einfiigen laBt, soll im Laufe der Arbeit deutlich gemacht 
werden. Wir beginnen in diesem Abschnitt einfach damit, daB wir in 
naiver klassischer Weise angeben, was die c-Parameter anschaulich 
bedeuten. 

In einer ersten Naherung kénnen wir den Kern (zu jedem Zeitpunkt ¢) 
als eine in inkompressibler Weise sehr schwach deformierte Kugel vom 
Volumen V = (42/3) R? mit Rj =A*7, und mit homogener Massen- und 
Ladungsverteilung ansehen. Wir kénnen ferner annehmen, daB sich der 
Schwerpunkt X = V1 f da*-« in unmittelbarer Nahe des Koordinaten- 
ursprungs befindet: X¥<R,. Lage und Gestalt des Kerns ist dann durch 
die Abhangigkeit der Radien R von ihren Richtungen E gegeben (vel. 
Fig.1). Damit aquivalent ist die Angabe seiner momentanen, klassischen 
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(elektrischen bzw. ,,mechanischen‘') Multipolmomente bzw. der Koeffi- 

zienten c,, der Entwicklung von R(E, t) nach reellen Kugelfunkuonen: 

al Pay) 

Riz Rofl iD Gavan (1) 

=1 x=0 

Der Inkompressibilitat wegen ist in erster Naherung Cyg=1. Die ¢y, 

sind die fiinf ,,mechanischen“ Quadrupolmomente?! des Kerns, die ¢z,, 

die sieben Oktupolmomente usw. Die Abschneidegrenze A ist durch die 
atomistische Struktur des Atom- 
kerns gegeben: Aw4A}, dh. 
die halben Wellenlangen 27/4 
zR,/A konnen nicht kleiner 
werden als der ungefahre mitt- 
lere Abstand 27) zweier Kern- 
bausteine. Die drei (nattirlich 

*z nicht galileiinvarianten) ,,Dipol- 
momente“ sind nichts anderes 
als die Schwerpunktskoordi- 
naten: 


Xe 1/3/42 Ro (C11, 12,10). (2) 


Fig. 1. Die Ruhelage und die ausgelenkte Lage des Atom- Diese Beziehung kann man be- 
kerns mit den Schwerpunkten 0 bzw. X; x ist der Ort nutzen. um die Definition der 
und é der dazugehorige ,, Ruheort“‘eines Massenelementes u : 
(oder Nukleons). c,, auf den Fall groBer X auszu- 
dehnen. Die Definition der De- 
formationsparameter? c,,, steht dann z.B. in derjenigen Gleichung, die 
aus (1) hervorgeht, wenn die R durch R’ = R—X ersetzt werden. Diese 
Moéglichkeit ist insofern prinzipiell wichtig, als ja die Schwerpunkts- 
bewegung des Kerns (im Gegensatz zu den kleinen Kapillarschwingun- 
gen) quantenmechanisch im allgemeinen als ein raéumlich weit ausge- 
dehntes Wellenpaket zu denken sein wird. Formal werden wir jedoch 
der erheblich einfacheren Schreibweise wegen an der Annahme 


Cry <1 (3) 
(unter EinschluB von A= 1) festhalten. 
Betrachtet man den Kern einfach als ein klassisches, homogen ge- 


ladenes Tropfchen, das vermége seiner Oberflachenspannung inkompres- 
sibler Schwingungen fahig ist, so ist es zweckmaBig, die Auslenkungen 


8(S, 1) = a(§,t) —§ (4) 


* Das in der iiblichen Weise definierte elektrische Quadrupolmoment um die 
Polarachse z ist gleich | 9/52 Z R? cy9. 

2 Wir werden stets c’ statt c schreiben, wenn die Translation (A = 1) nicht mit- 
gemeint ist bzw. keine Rolle spielt. 
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einzufiihren, d.h. die vektoriellen Abstinde zwischen den wirklichen 
Orten #(§, ¢) der einzelnen (durch die ,, Nummer‘ § voneinander unter- 
schiedenen) Massenelemente und ihren Ruheorten §=a (§, — 00) wobei 
c(—co)=0 vorausgesetzt ist (vgl. Fig.1). Wegen (3) kénnen wir uns 
auf die lineare Naherung in 8<R, beschranken; wir wollen aber auch 
noch} 


pata a | (5) 


ans 
es 

verlangen. Die Inkompressibilitat, gemaB der die Funktionaldeter- 
minante [é-a/@§]=1 sein muB, ist dann einfach gleichbedeutend mit 
der Quellenfreiheit ¢8/65=0 (bzw. 68/6a=0). Damit sind die Kom- 
pressionsbewegungen (longitudinale Wellen) ausgeschlossen. Ebenso 
kénnen, wie von A. Bour gezeigt worden ist [9], die Wirbel (transver- 
sale Wellen) ausgeschlossen werden: 6x 8/@6§=0. Kollektive Wirbel- 
phdanomene setzen namlich eine nicht zu geringe Zahigkeit des Fluidums 
voraus. Da der Kern aber keine Fliissigkeit? sondern ein KNUDSEN-Gas 
ist, stecken sdmtliche ,, Wirbel“ bereits in den individuellen Bewegungen. 
Insbesondere ist der Kern als ein ,,idealer‘’ GaskGrper einer starren 
Rotation nicht fahig, es sei denn, jede einzelne Nukleonenbahn wiirde 
einen von Null verschiedenen Drehimpuls derselben Richtung bekom- 
men, wobei aber niedrige /-Werte nicht méglich sind. Wir haben es 
demnach lediglich mit einer Potentialstr6mung zu tun (Oberflaéchen- 
wellen), kénnen also ein Auslenkungspotential (6, ¢) einfiihren, das der 
Lapiaceschen Differentialgleichung geniigt: 


Ge LN) kmait cE =0. (6) 


Die Lésung dieser Differentialgleichung im Geltungsbereich € < R, mit 
der Randbedingung R(E) —R,y=—y;(R,- E) ist 


24 


A - 
y=— Ri) os ~ Cy» (2) tah Y,, (a), (7) 


wo a= §/€ die Richtung von § ist, ebenso wie a = a/x die Richtung von &, 
s. Fig.1. An Stelle der Auslenkung 4(6, f) kénnen also als Lagevariable 
der kollektiven Bewegung die endlich vielen Multipolmomente ¢,, (¢) 


1 Mit a- b bezeichnen wir das Tensorprodukt a,b, und mit ab = (a: b> =)) ay by 
seine Spur, das Skalarprodukt. Fiir die Determinante einer quadratischen Matrix p 
schreiben wir [f] und fiir die transponierte Matrix f’. 

2 In einer Alteren Arbeit von TELLER und WHEELER [10] wird der Versuch ge- 
macht, die experimentell erwiesene Nichtexistenz einer starren Kernrotation auf 
die Nichtunterscheidbarkeit der Kernbausteine zuriickzufiihren. Es wird die Ver- 
mutung ausgesprochen, daf der Kern eine ,, Quantenfliissigkeit™ 1st, dea. dem 
superfliissigen Zustand des Heliums ahnlicher als einer gewohnlichen (kristallinen) 


Fliissigkeit. 
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genommen werden. Ihre Anzahl /*, die Zahl der kollektiven Freiheitsgrade 
des Kerns, ist A(A-+2); praktisch sind jedoch meist nur die ganz 
niedrigen j-Werte (1, 2,3) von Bedeutung. Rechnet man mit (7) und 
(6a) die kinetische Energie dieser kollektiven Bewegung aus, so ergibt 
sich wie bekannt 


T* = fda®so8? => $m,63,, (8) 
An 
wobei die Konstanten 
aww: 
ee eV ee (9) 
: 4% A 


die den (dimensionslosen) c,, zugeordneten ,, fragheiten” sind; M = Am 
ist die Kernmasse. Wie diese Kapillarwellen zu quantisieren sind, ist 
nach (7) in Analogie zur Feld- und 
Festkérperphysik klar. Besonders 
interessante kollektive Bewegungen 
sind die von A. Bour [8], [7] ent- 
deckten ,, Kapillarquanten“‘ mit von 
Null verschiedenem Drehimpuls, 
Si Ben 2D: 
Die Annahme (3) kleiner Ampl- 
ey tuden ist, wie das Phanomen der 
Fig.2a u. b. Das Geschwindigkeitsfeld fiir a) die Z : a F 
starre rotatorische Oberflachenwelle eines ellipso- Kernspaltung beweist, sicher nicht 
idischen. Tropiens math #. Pode ie. Der Dick iuralie kollektiven peweoun rene as 
impuls rtihrt im Falle b) von der Verschiedenheit E ¥ 
der Hebelarme her. Kerninneren erfiillt. Fir die extrem 
schweren Kerne gibt die ebenfalls 
von der Entwicklung (1) ausgehende Theorie von BoHR und WHEE- 
LER [JJ] eine befriedigende Deutung der experimentellen Daten. Die 
Kernspaltung ist damit wohl der augenfalligste Beweis dafiir, daB der 
Kern (ganz im Gegensatz zur Atomhiille) kollektiver Bewegungen fahig 
ist (von der selbstverstandlichen Translationsbewegung abgesehen). Fiir 
die grundsatzliche Frage nach der Zahl der Freiheitsgrade bzw. der 
spezifischen Warme geniigt es aber, wenn wir uns auf diejenigen kol- 
lektiven Bewegungen beschranken, fiir welche die c,,<1 bleiben. 


3. Die potentielle Energie. 


Nun k6énnen wir die das Gastrépfchenmodell konstituierenden An- 
nahmen tiber das Potential U (#, p, s; c) unseres A-Kérperproblems zu- 
mindestens provisorisch formulieren. Vor allem nehmen wir an, da8 
die HARTREE-Focksche Methode des selbstvertraglichen Feldes gut 
brauchbar ist, d.h. daB die potentielle Energie in dem in Frage kom- 
menden Teil des HiLtBERT-Raumes § durch eine Summe von Einkorper- 
potentialen angenahert werden kann: Uw > u(a;, p;, $;; 6) + U¥(c’). 
In der Atomhiille ist die entsprechende Annahme von  vornherein 
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plausibel, im Innern der Atomkerne dagegen kann sie vorlaufig nur durch 
den Erfolg gerechtfertigt werden. Das (ladungsunabhingige) Kern- 
potential w hat in erster Naherung die Form eines nahezu kugeligen ein 
wenig abgerundeten Kastenpotentials vom Radius Ry=A!7. Die 
(gleichfalls noch nicht verstandene) Absattigung der Kernkrifte be- 
deutet, daB die Tiefe des Kastens von A unabhangig ist. Zur Erklarung 
der ,, magic numbers" wird auBerdem in w eine starke Spin-Bahn-Kopp- 
lung postuliert. Wir kénnen annehmen, daB sie zum Gradienten des 
Potentialtopfes proportional ist. Der kollektive Term UK enthalt die 
(durch einen HARTREE-Fockschen MittelungsprozeB gewonnene) Cov- 
LoMBsche Energie der Protonen!, eine mit der Kernoberflache propor- 
tionale potentielle Energie? und eine potentielle NeutronenexzeBenergie. 
Die c’-Abhangigkeit von U* braucht uns nicht naher zu interessieren : 
es geniigt zu wissen, daB dieser Term einer Verformung des Trépfchens 
entgegenwirkt. Wegen (3) kénnen wir uns mit der TayLor-Entwicklung 
bis zu den quadratischen Gliedern begniigen: 
Ue UE 4. DY By or (10) 
42 
Der Gleichgewichtsanteil Uf ist eingefiihrt, um die WeEIzsACKERsche 
Interpolationsformel fiir die Bindungsenergien gewinnen zu konnen. 
Die c-Abhangigkeit von u dagegen ist fiir das Verstandnis des Modells 
wesentlich. Wir kénnen annehmen, daB die Werte des Potentialtopfes 
bei einer Translation oder einer Verformung des Kerns mit der im vorigen 
Abschnitt betrachteten Strémung $(§, c(t)) mitgefiihrt werden. Wir 
denken uns also, bei vorgegebenen c, einem jeden Nukleonenort «; den 
dazugehoérigen ,,Ruheort“ §; zugeordnet. (Die Bezeichnung ,,Ruhe“ 
bezieht sich hier natiirlich lediglich auf die kollektive Bewegung und 
meint c,,—=0 bzw. 4=0). Nach (4), (6) und (7) lautet diese Zuordnung : 


Sp Se anf 2 1 Onan 
Sled eat es Ri 4 ax a GES) 
1x 
wobei die 7, ,(a) die durch 
47 le Pier , be 
Man =“ Ro? Dx Yi x(a) (12) 


definierten Funktionen sind; /=3A. Durch diese Gleichungen ist (bei 
vorgegebenen ¢, ,) in Prinzip auch die Beziehung zwischen den Nukleonen- 


impulsen? p;=—76/éa; und den dazugehdrigen , Ruheimpulsen" 
,= —i0/6&; gegeben. Unsere Annahme tier die Deformation des 


1 Die Austauschglieder kénnen nach einer Abschatzung von Gompas [12] 


vernachlassigt werden. 
2 Fiir eine theoretische Begriindung dieser Energie vgl. MirrEtstaEpT [/3}). 


eo 1) — 250. 
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Potentialtopfes besagt damit in der Naherung (3), (5) einfach, daB die 
potentielle Energie der individuellen Bewegung 

U' = > u(§;, 7, 8;) (13) 
ist, d-h. daB uw von §;, 7, und s; alleine abhangt. 

Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Freiheitsgraden des 
Kerns, insbesondere auch die zwischen den individuellen und den kollek- 
tiven Nukleonenbewegungen, wird also im Gastrépfchenmodell in erster 
Naherung vernachlassigt. Das ist natiirlich eine starke Idealisierung 
der wirklichen Verhiltnisse. Nun ist das Bestehen einer Kopplung 
zwischen den verschiedenen Freiheitsgraden fiir die Dynamik des Kerns 
insofern wesentlich, als sie fiir das Eintreten der ,,atomaren Unordnung“‘ 
bzw. der Energie-Gleichverteilung sorgt. Um dem Rechnung zu tragen, 
denken wir uns zu U*+ U' ein kleines Stérpotential U™ hinzugefiigt. 
Wir haben also 

U= U'il6, x, s) + U*(c') + UY (14) 

mit 
UM <a: (15) 
Im 7. Abschnitt wird sich herausstellen, daB eine solche (potentielle) 
Wechselwirkung in Wirklichkeit entbehrlich ist, denn die kinetische 
Energie sorgt bereits fiir eine Kopplung. Das Zusatzpotential U” hat 
jedoch in unserem Modell noch eine andere wichtige Funktion: Der 
Potentialtopf (13) ist zwar so beschaffen, daB relativ starke Abweichun- 
gen der Massendichte @ (a) von ihrem konstanten Mittelwert 0) =3 m/42 74 
nicht zu befiirchten sind!. Wir benétigen aber im folgenden die noch 
etwas scharfere Annahme, da®8 die Y-Funktion des Kerns mit stark 
iiberwiegender Wahrscheinlichkeit auf denjenigen Bereich * ihres 
HILBerT-Raumes § beschrankt bleibt, in dem die Nukleonen verhalt- 
nismaBig gleichmaBig itber das Kerninnere verteilt sind. Das Zusatz- 
potential U~ hat die Aufgabe, dies zu erzwingen. Wir denken etwa an 
ein von einer Nichtlinearitat in der Mesongleichung herriihrendes Viel- 
k6rperpotential, s. THIRRING [74], das zugleich fiir die Absattigung der 
Kernkrafte sorgen kénnte, ScuirF [15]. Seine Wirkung auf die einzelnen 
Nukleonen diirfte natiirlich nicht sehr heftig sein, damit die Schalen- 
struktur des Kerns, die wir nun besprechen wollen, nicht zerst6rt wird. 


4. Die individuellen Nukleonenbahnen. 


Wir denken uns die c-Parameter zunichst zeitlich festgehalten. 
Damit erreichen wir, daB das System, wie von jedem abgeschlossenen 


1 Die entsprechende Tatsache iiber die Ladungsdichten z. B. ergibt den iiblichen 
Ausdruck fiir die CouLtomsB-Energie. 


Gastrépfchenmodell fiir den Atomkern. Hol 


System erwartet werden muB, zeithomogen (d.h. kein Zeitpunkt von 
dem anderen unterschieden) ist, aber um den Preis eines Verzichts auf 
Beschreibung der kollektiven Nukleonenbewegung. Da wir namlich 
die Wechselwirkung U™ in erster Naherung vernachlissigen, kann sich 
die Dynamik des betrachteten Kernmodells bei konstanten c¢,, nicht 
wesentlich von der der Atomhiille unterschieden. Von Kollektivbewe- 
gung kann also nicht die Rede sein: jedes Nukleon fithrt (abgesehen von 
der Ununterscheidbarkeit) seine eigene, von den anderen Nukleonen in 
erster Naherung unabhangige stationare Bewegung aus. Die abge- 
schlossenen Schalen sind allerdings der ungiinstigeren Form des Poten- 
tials wegen nicht so ausgepragt wie in der Atomhiille. Dafiir hat die 
statistische Naherung, die den Kern als ein ,,makroskopisches‘‘ FERMI- 
Gas thermodynamisch behandelt, um so mehr Berechtigung. 

Die SCHRODINGER-Gleichung ist daher wegen (13) separierbar, dh. 
jede stationére Zustandsfunktion Wy =) («, s) exp(—7i Ei, #) ist in 
erster Naherung ein antimetrisiertes Produkt von Einteilchenfunktionen 
(das Produkt zweier SLATER-Determinanten ; HARTREE-Fock-Naherung). 
Der Bewegungszustand des Kerns ist danach der eines Gemisches zweier 
FERMI-D1RAc-Gase in einem auBeren Potentialfeld u: er zerfallt in Z + N 
individuelle Bewegungszustande q, (x, s) exp(—z7 «, t) einzelner Protonen 
oder Neutronen, fiir die das PAurt-Verbot gilt. Die durch das Stér- 
potential bewirkten Korrelationen zwischen den Nukleonen sind in der 
ersten Naherung vernachlassigt. Die individuellen ,,Bahnen“ q, (a, s; c) 
ergeben sich aus der Eigenwertgleichung [— (1/2m) 0?/6x?+ u]9,=6,9,. 
Dabei braucht uns nur der diskrete Teil des e-Spektrums zu interessieren, 
denn das Kontinuum liegt sicher nicht in dem zu einem Z4-Kern ge- 
hérenden Teil §* des H1LBERT-Raumes. Die in Frage kommenden E\, 
bilden ein diskretes Spektrum! mit Einschlu8 der relativ scharfen 
metastabilen Zustande, umfassen also nur einen Teil des Gesamtspek- 
trums. 

Beim Einschalten der Wechselwirkung treten zu den Eigenwerten 
Ej, = D'e,, Stérterme UX hinzu, die nach einem von der Molekiiltheorie 
her bekannten quantenmechanischen Satz [16] die weitaus meisten 
Uberschneidungen der Termflache aufheben, vgl. Fig. 3. Es entstehen 
dabei hochdimensionale ,,Rinnen‘‘ bzw. ,,Krater‘, vgl. Hiri und 
WHEELER [8]. Fiir die einheitlichen Termflachen Ey (c’) + Uy (c’) mit 


festem N ist demnach die Konstellation (»,,..., 74) gleichfalls als c,,- 
Funktion aufzufassen : 
N<= (y,...,%4)¢ oder »,=1,;(N;c’). (16) 


Solche Umbesetzungen der individuellen Bahnen bei adiabatischer Ver- 
formung des Kerns sind fiir das Gastrépfchenmodell von prinzipieller 


1 Die Wahrscheinlichkeit fiir Photoemission kann vernachlassigt werden. 
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Bedeutung, wahrend die durch die Kopplungen hervorgerufenen Kor- 
rekturen des Energiebetrages oft vernachlassigt werden konnen. 


Wie bekannt nehmen die Bindungsenergien — Ej besonders groBe 
Werte an, wenn N oder Z (oder gar beide) gleich einer der , ausgezeich- 
neten Zahlen“ 2, (6), 8, (14), 20, 28, (32), 40, 50, 82 oder 126 wird, und 
zwar fiir c’=0. Diese besonders gut gebundenen, ,,abgeschlossenen 
Schalen“ sind kugelsymmetrisch, haben also verschwindenden Dreh- 
impuls und verschwindende elektrische und magnetische Momente. 
Durch Hinzufiigen eines ,,Leuchtnukleons‘‘ nimmt £j sprungartig zu, 
und das Energiemini- 
mum liegt 1m allgemei- 
nen nicht mehr beic’=0, 

- ‘d.h’ ‘der’ Kern “besitzt 
z.B. ein elektrisches Qua- 


drupolmoment. 


Fiir viele Uberlegun- 
gen gentigt es, die HART- 
REE-Focksche Naherung 
za der weitergehenden 


Merge 


Die zur § 
benotigte 


\Mulfpolmomente THOMAS-FERMIschen zu 
Geihgemithsage spezialisieren, | indem 


man die Teilchenzahl als 
sehr groB ansieht, A'>1. 
Dadurch wird die. Ein- 
fiihrung statistischer Begriffe sinnvoll, vor allem einer kontinuierlichen 
Termdichte #(e). Im allgemeinen gehért zum THoMAS-FERMI-Modell 
noch die dariiber hinausgehende Annahme |ép74/éa|<1, daB also die 
relative Wellenlangenanderung in tiberwiegenden MaBe vernachlassigbar 
klein ist und daB es daher einen Sinn hat, sich die Phasenraumzellen 
(vom Volumen h3) lokalisiert zu denken, so da8 von einer raumlichen 
Dichte von #(«) gesprochen werden kann. Da im Inneren des Kerns das 
Potential (a) weitgehend konstant ist, ist diese Voraussetzung auto- 
matisch erfiillt und wird auBerdem meist gar nicht benétigt. Wir gehen 
daher auf ihre genaue mathematisch-physikalische Bedeutung nicht ein. 
Der Vergleich der statistisch berechneten FERMI-Gas-Energie mit der 
WeizsaAckeERrschen Interpolationsformel zeigt, daB die kinetische Volu- 
menenergie etwa halb so groB ist wie die (negativ genommene) potentielle 
und daB die Oberflachenenergie! und die NeutronenexzeBenergie etwa 
zur Halfte kinetischer Natur sind. 


Vig. 3. Die Termflachen BA (c) UN (c), schematisch, 


1 Im Unterschied zu der alten WerizsAcKERschen Berechnung der kinetischen 
Oberflachenspannung [17] haben Hirt und WHEELER [8] sowie Hammack [18] 
eine Ableitung gegeben, in die der Gradient der Nukleonendichte nicht eingeht. 
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Wir kehren nun zu der allgemeinen HARTREE-Fock-Naherung zuriick 
und lassen auBerdem die Voraussetzung c, ,, = const (¢) fallen. Eine analoge 
Situation in der Molekiilphysik kann dabei als Vorbild dienen. Dort 
wird die individuelle Bewegung der Elektronen eines Atoms in nullter 
Naherung als von der gegenseitigen Lage der Atome unabhangig an- 
gesehen. Der vollstandige Bewegungszustand der Molekiilhiille entsteht 
dann daraus durch die Uberlagerung der kollektiven Elektronenbewe- 
gung, derjenigen Bewegung also, in der jede Atomhiille als Ganzes, als 
eine Einheit, auftritt. In héherer Naherung stellt die Energie der indi- 
viduellen Elektronenbewegung in ihrer Abhangigkeit von der gegen- 
seitigen Lage der Atome eine potentielle Energie fiir deren Bewegung 
(die kollektive Elektronenbewegung) dar. Entsprechende Verhiltnisse 
finden sich auch im Inneren des Atomkerns. Ein wesentlicher Unter- 
schied besteht allerdings zwischen den Schwingungen und Rotationen 
der Molekilhiille einerseits und denen des Kerns andererseits: im Molekiil 
stehen dafiir zusadtzliche Freiheitsgrade zur Verfiigung (namlich die- 
jenigen der Atomkerne), nicht dagegen im Kern. Dieses Problem nehmen 
wir im nachsten Abschnitt in Angriff. Die Energien Ej, (c’) der individu- 
ellen Bewegung interessieren uns demnach vor allem deshalb, weil sie 
offenbar einen wesentlichen Teil der jeweiligen effektiven potentiellen 
Energie U* + Ej, der kollektiven Bewegung darstellen. Wie steht es aber 
mit J*, der kinetischen Energie der kollektiven Bewegung? Es miiBte 
eine Zerlegung J—J'+ J* der kinetischen Energie T= >) p?/2m des 
Systems geben, in der der eine Teil die Form (8) hat, d.h. als kollektive 
kinetische Energie aufgefaBt werden kann, wahrend der andere Teil J" 
die in Ei,(c’) steckende individuelle kinetische Energie darstellt; 7° 
wire also der unter der Bedingung c=const definierte Teil von J. 
Unter der hier gemachten Voraussetzung, daB die c(t) fest vorgegebene, 
klassische Observable sind, ist diese Aufgabe von HILL und WHEELER [8] 
fiir den adiabatischen Grenzfall 


2m = Ro (47) 


gelést worden. Es muB gefordert werden, daB die Kapillarschwingungen 
im Vergleich zu den Nukleonenbewegungen langsam ablaufen. Im ent- 
gegengesetzten, nichtadiabatischen Grenzfall finden namlich an den 
Termtrichtern‘‘ (an Stellen also, an denen sich die Termflachen im 
c-Raum nahezu iiberschneiden, vgl. Fig. 2) so haufig Quantenspriinge 
NN’ der Nukleonen statt, daB sich eine definierte Kapillarschwingung 
nicht bilden kann; die dafiir verbleibende Energie erleidet zu viele 
Fluktuationen. Tatséichlich ist die genannte Bedingung, nach der die 
Schwingungsperiode 2a/@ groB sein muB gegen das Zeitintervall Ro/v 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden StéBen eines Nukleons gegen die 
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Oberflache, meistens soeben erfiillt!. Die innere Konsequenz des HILL- 
WHEELERschen Modells scheint damit gewahrleistet. Auf die Dauer kann 
jedoch eine solche halbklassische Begrtindung des benutzten HAMILTON- 
Operators nicht befriedigen. Hinzu kommt, daB die Frage nach den 
iiberzihligen Freiheitsgraden (c,,) auf diese Weise nicht tberzeugend 
beantwortet werden kann?. 


5. Die neuen Lagevariablen. 


Wir transformieren die Dynamik des betrachteten Kernmodells in 
eine Form, an der man ihren Gastrépfchencharakter ablesen kann. An 
Stelle der wirklichen Nukleonenorte «, treten darin als neue Lagevariable 
die mechanischen Multipolmomente c,, des Kerns und die Ruheorte §; 
der Nukleonen auf; die Spinkoordinaten s;=s; werden nicht trans- 
formiert. Die f individuellen Variablen §; miissen natiirlich zur Kompen- 
sation der /* neu eingefiihrten kollektiven Freiheitsgrade c,, eine ebenso 
groBe Zahl kollektiver Bedingungsgleichungen erfiillen. 

Vor allem benétigen wir die Abhangigkeit der Deformationsparameter 
von den Nukleonenorten. Die naheliegende Verallgemeinerung der aus 
(2) und X= A+)’ a; folgenden® Beziehung c,, = (42/3) Ro’ >> x; Y;,,(a;) 
auf beliebige Multipolmonente (A= 1) ist offensichtlich (von eventuellen 
Faktoren abgesehen) 


Cre = Mpx(H) 5 (18) 


vgl. (12). DaB diese neue Definition der c,, (als Multipolmomente) mit 
der unter (1) gegebenen (als Entwicklungskoeffizienten von R—R, 
nach Y,,) vertraglich ist, ist fiir den Fall homogener Massenverteilung 
nicht schwer zu sehen. 


Integriert man namlich /,(x) Y,,(a), wo f, eine beliebige Funktion 
der radialen Polarkoordinate x ist, tiber das ganze Kerninnere?, so er- 
halt man mit (3) wegen der Orthonormalitatseigenschaften der Kugel- 
funktionen den Wert Ro /,(Ro) $da?(R—R,) Y,,=Ré f, (Ro) ¢,,- Unter 


1 Sehr schlecht erfiillt ist dagegen die durch die Analogie mit dem Banden- 
spektrum nahegelegte bedeutend einschneidendere Bedingung w<Ae, in der 
Mde=%" den mittleren Termabstand bezeichnet. Da die nichtadiabatischen 
Quantenspriinge sehr selten auftreten, darf also nicht erwartet werden, wird aber 
anscheinend auch nicht bendtigt. 

® Durch den Hitt-WHEELErschen Ansatz [8, (5)] wird die kollektive Bewegung 
doppelt berticksichtigt. Davon abgesehen kann der gemachte Vorschlag, die iiber- 
zahligen Freiheitsgrade c durch eine Integration iiber sie loszuwerden, an Hand 
des leicht durchrechenbaren Beispiels der Translationsbewegung widerlegt werden. 
Selbst der in [8, '7*)] vorgeschlagene noch allgemeinere Ansatz fiihrt fiir ein ein- 
faches Modell (Translation zweier aneinander quasielastisch gebundener Teilchen) 
nicht zu dem gewiinschten Ergebnis. 

MT) Yaaro 42/3 a. 

‘da =2dxda@ mit da =sin dd dg. 
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den Annahmen 9=0, (bzw. =0) und A!> 1 ist es erlaubt, die Inte- 
gration uber das Kernvolumen durch eine Summation iiber die Nu- 
kleonen zu ersetzen: dar’ = (4 2/3)72, vgl. (20). Mit der speziellen Wahl 
f,~x erhalt man so gerade die Gl. (18) fiir die Multipolmomente. Es 
gibt demnach noch unendlich viele andere mit der Entwicklung (1) ver- 
tragliche Ausdriicke c,,(a), doch la8t keiner von ihnen dariiber hinaus 
eine Deutung der Koeffizienten als Multipolmomente zu. Damit hangt 
zusammen’, daB die Oszillationen des Trépfchens nach der Mitte hin 
proportional mit (x;/R,)*~+ abklingen, vgl. (7), (6a). Das legt bei der 
Berechnung der c,, aus den x; nahe, die inneren Nukleonen um einen von 
4 entsprechend abhangigen Gewichtsfaktor schwacher zu beriicksichtigen. 
Auch hier ist Konstanz der Massendichte im Kerninneren vorausgesetzt ; 
Abweichungen hiervon miissen sich auf die Wahl des Gewichtsfaktors 
f,(*) auswirken. 

Die betrachtete Koordinatentransformation ist also durch (18) und 
(11) gegeben. Sie hat natiirlich nur so lange Sinn als die c,,<1 bleiben, 
s. (3). Da die f Variablen c,, jedoch im iibrigen frei wahlbar sind, miissen 
die §; ebenso vielen Nebenbedingungen geniigen. Es liegt nahe anzu- 
nehmen, daB die den c, ,(a) genau nachgebildeten GréBen y, ,(§) identisch 
in den §; verschwinden?: 

Man (€) = 0. (19) 
Die /* Nebenbedingungen lassen sich in der Tat auf diese einfache und 
einleuchtende Form bringen, solange es erlaubt ist, die Mittelung tiber 
die Nukleonen durch Integration auszufiihren, d.h. 
é R(a) Ko 
5 =p hde fatdx=t hae | ede (20) 
i 0 0 
zu setzen. Voraussetzung dafiir ist wieder eine gute rdumliche Konstanz 
der Nukleonendichte im Kerninneren, siehe dazu den auf die Gl. (45) 
folgenden Text. Wir werden uns im folgenden auf dasjenige Gebiet 8* 
des betrachteten /-dimensionalen Konfigurationsraumes St = St* + St bzw. 
auf denjenigen Unterraum * des dariiber gebildeten Funktionenraumes 
§ = H* x §' beschranken, in dem diese Voraussetzungen erfiillt ist. Mit 
ihrer Hilfe k6nnen wir die weiter unten wiederholt benutzte Ovthogonali- 
tatsrelation 


OMin ONin 4% p-245 5 1 
x; Ox; rad f Ry Aj, Oe ( ) 
ableiten?, Aus ihr folgt sofort y,,—=c¢,,—),(§;—2@,) @c¢,/0",—0. Wir 
sehen daher die Identitaten (19) als erfuillt an. 


1 x4 Y,,(a) ist eine raumliche Kugelfunktion. 
2 ¢,,, > 0, falls x; > §; fiir alle 7. 
3 Die On, ,/0x,~0x* Y;,,(a,)/6x; sind raumliche Kugelfunktionen, 


Sip 
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Daraus denken wir uns nun irgendwelche /* der / Variablen §; elimi- 
niert und betrachten die f' verbleibenden (fiir die wir zur Unterscheidung 5; 
schreiben) als voneinander unabhangig. Wir verlangen dabei lediglich, 
daB die Zahl der eliminierten Protonenkoordinaten zur Gesamtzahl /* 
in einem angemessenen Verhaltnis (@Z:A) steht. An Stelle der 44 
urspriinglichen Lagevariablen a; und s,; treten somit die ebenso zahl- 
reichen neuen Variablen c,,, oF und s;. Den Nukleonenindex wollen wir 
stets mit 7, 7’ usw. bezeichnen, wenn alle Koordinaten gemeint sind, 
dagegen mit j, 7’ usw., wenn die eliminierten nicht mitgerechnet werden 
sollen. Wird bei § der Index ganz weggelassen, so sind nur die nicht- 
eliminierten (§,) gemeint. Im letzten Abschnitt werden wir der Symme- 
trie wegen die Formulierung so abandern, da doch sdmtliche / Nukleo- 
nenkoordinaten benutzt werden kénnen. Zuniachst soll jedoch die durch 


(18) und P 
1 Ona 
Nepales ieee = RS > > Max) ee (22) 
An 


mit (12) definierte Koordinatentransformation a#—>(c, §) durchgefiihrt 
werden. Ihre Umkehrung (c,$)—>a ist wegen (5) durch (19) und 
x; =6§;(S) + ({/42) R? > A+ c,,, On,,/0x, gegeben, wobei man sich (19) 


Oa 


See 


nach den (iiberzdhligen) §; aufgelést zu denken hat: §;=—6§,(§). Die 

Freiheitsgradzahlen 

f=2, 46> =34, fP=2i1=A(44+2) und f= 2 <3) =/—fs 
a Ax 


(vgl. FuBnote 1, S. 557) stehen zueinander (wegen ev in der 
Beziehung 
as 2 (23) 


d.h. die Zahl der Nebenbedingungen ist viel kleiner als die der Variablen. 
In der Orthogonalitatsrelation kann deshalb in nullter Naherung i 
durch 7 ersetzt werden; in erster Naherung nimmt wegen der Ununter- 
scheidbarkeit der Protonen und Neutronen die Orthogonalitatsrelation 
die Form 
Onax Onan bile ta 
ie Fs BE ROD bey ba (24) 
i] 


an. 


6. Die neuen Impulsvariablen. 
Fir die Berechnung der neuen Hamitton-Funktion H = H (c, & s; p, 2) 
ist es vor allem wichtig, die alten Impulsoperatoren p; = — i 0/@a, durch 


die neuen Variablen p,,—=—10/@c,, und a, j= —10/0§,; auszudriicken. 
In erster Naherung in c erhalt man 


1 >» Ge pL if — B;;) 7 (25) 


Ax 


Gastroépfchenmodell fiir den Atomkern. 557 


wenn zur Abkiirzung die (eine symmetrische Matrix bildenden) symme- 
trischen Tensoren! , 


ee R? 1 Onax ou 
Be = ae ge Bs (26) 
Ax 


eingefiihrt werden. Die Matrizen @7,,/@a, und 6;; In (25) sind natiirlich 
als Funktionen der neuen Variablen aufzufassen; wir werden diese Ab- 
hangigkeiten jedoch nicht explizit bendétigen. 


In (25) ist ein Glied — >’ 0;,; mit der Matrix 


ij (27) 


weggelassen worden, denn es ist proportional zu dem Glied mit 6,;, aber 
wegen unserer Voraussetzung (5) iiber die Strémung $(&,c) sehr viel 
kleiner als dieses; $; = 8 (&;, c). Dagegen kann, wie wir noch im einzelnen 
sehen werden, das ganz anders geartete Glied — >’ B;,;%, unter gewissen 
Umstanden dieselbe GréBenordnung annehmen wie das Hauptglied2 
»6;;%;. Der Grund fiir diesen GréBenunterschied zwischen den beiden 
auf den ersten Blick ahnlich aussehenden Termen liegt darin, daB in B 
die Orthogonalitatsrelation leicht zum Zuge kommen kann, wiahrend } 
einen freten Faktor c,, enthalt, in welchem sich die Oszillationen der 
Kugelfunktionen Y,,(a;) gegenseitig weitgehend kompensieren?: die 
Summation iiber 72’ lauft gesondert von der tiber 7 und 7. 


Wegen der Orhtogonalitatsrelation (21) ist 6 (und damit auch 1 —f) 
eine Projektionsmatrix: 


2, Biv Bev = Biv - (28) 


Daraus darf natiirlich nicht geschlosen werden, daB der in (25) stehende 


p,-Bestandteil >’ (6;;—;;) 1; eine Projektion von 2; ist, denn es wird 


ja nicht iiber alle Komponenten 7 summiert® (sondern nur tiber die 7) ; 
die Koeffizientenmatrix 6;;—;; ist nicht quadratisch, sondern trans- 
formiert aus dem /'-dimensionalen Vektorraum ‘$'¢ 8 der a, in den 


1 Mit 6,,, meinen wir einen symmetrischen Tensor in drei Dimensionen (und 
zwar 1 oder 0, je nachdem ob i =7’ oder i +7’ ist). Tensoren mit gleichen Nukleo- 
nenindizes sind stets vor dey Summation zu verjiingen. Zur Unterscheidung be- 
halten wir die Bezeichnung ,,Tensor‘‘ den dvei Raumrichtungen (¥, y, z) vor; ist 
dagegen irgendein héherdimensionaler Konfigurationsraum (mit den Indizes 7,7 
oder /, x) gemeint, so sagen wir ,,Matrix”. 

2 Dafiir darf natiirlich nicht 7; geschrieben werden, denn im Fall einer elimi- 
nierten Koordinate kommt statt dessen 0 heraus. 

3 Dies entspricht der Tatsache, daB in (22) die Argumente a; von 7, (und 
én, ,/0x;) durch §, ersetzt werden diirfen, nicht aber in (18), denn hier handelt es 
sich wegen der i-Summation in (12) um empfindliche Differenzeffekte, vgl. (19). 
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/-dimensionalen Vektorraum $$ = B*+ }' der p;. Aus der Orthogonali- 
titsrelation (24) folgt, daB (f/f) p' eime Projektionsmatrix ist, d.h. daB 


> Brie Brew = By (29) 
7 


ist. Es gibt demnach einen Unterraum f'$' von $', in dem Bw14 
ist (wegen /'~f), in Ubereinstimmung mit der im Anschlu$ an (27) 
aufgestellten Behauptung. Wegen ihrer Symmetrie 6 =f" bzw. Peabo 
ist es méglich, die beiden quadratischen Matrizen f und f' durch eine 
geeignete Drehung « bzw. ui in dem f- bzw. f'-dimensionalen reellen 
Vektorraum ‘S$ bzw. ‘auf Haupt- 
achsen zu transformieren: uu’ = 
Diagonalmatrix mit uu’=1=wu'u 
und dasselbe mit Indexi. Die 
in Frage stehenden Projektionen 
sind demnach orthogonal. Um zu 
erfahren, wieviel Dimensionen sie 
haben, bilden wir die Spuren der 
dazugehérigen Matrizen. Auf 
Grund der Orthogonalitatsrela- 
tion ergibt sich 


dae k 
oe lorena pale) es Darn val 
Die Unterraume fp $< B bzw. f' $c $B sind demnach! beide /*-dimen- 
sional. Wegen (23) handelt es sich sicher um echte Unterraume: /* </f 
bzw. </'. Das bedeutet aber, daB die Matrizen B bzw. f' singular sind, 
d.h. daB sie keine Reziproke besitzen und daB ihre Determinanten ver- 
schwinden: [6]=0 und [f']=0. Entsprechendes gilt fiir die beiden 
dazu komplementaren Projektionen: [1—f]=0 und [1 —(f/f') B'}}=0. 
Dagegen ist (1—/') i=, d.h. die lineare Transformation 1—f' 
erreicht den ganzen Raum $'. Und zwar werden die a; in f* unterein- 
ander senkrechten Richtungen um einen Faktor 1— (f'/f)=f*/f ver- 
kirzt, in den darauf orthogonalen Richtungen dagegen unverandert ge- 
lassen, s. Fig. 4. Die dazugehérige Determinante2 ist offensichtlich 
[1 — B*] = (f*/f) fs und die reziproke Transformation (4 — f')-1 = 4 + (f/f) Bi. 
Diese Transformationen interessieren uns deshalb, weil sie, wie sogleich 
zu sehen sein wird, sehr eng mit der metrischen Fundamentalmatrix 
der neu eingefiihrten Ortskoordinaten zusammenhangen. 


' Die Spur ist namlich drehinvariant, und die Diagonalelemente von ortho- 


gonalen Projektionen, die auf Hauptachsen transformiert sind (ihre Eigenwerte 
also), sind nur der Werte 0 und 1 fahig. 


2 Sie ist gleichfalls drehinvariant. 
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Die durch die Festsetzung ds = S’ da? fiir die neuen Koordinaten c¢;,, 
und gs; eingefiihrte symmetrische MaBmatrix 


“7 
x x Xs eu Ge on ; \ Cx; 0° v; 
A & 


Y. ip. Fr 
SAx, 1x / a = 
fol OCR. OEar 7 


k6énnen wir, da uns die Funktionen a(c, §) nicht explizit gegeben sind, 
direkt nicht berechnen. Die dazu reziproke und kontragrediente Matrix 


gin ie Ni Cohn Ctx! gives LN TOES aS Bink 
y. CL; C2; 2 / Ox; On, 5 2 


dagegen kénnen wir angeben: 


pera = fee Ory 6 
Die beiden ersten Formeln folgen unmittelbar aus der Orthogonalitats- 
eigenschaft von ¢7,,/Ca; und die dritte aus der Projektionseigenschaft 
(28) von f (oder 1—f), da ja 6-§/éa; die in (25) eingefithrte Matrix 
6,;—f;; ist. Die Tatsache, daB sich in g**?= >! (@c,,/@a;) (6;; —B;,) die 
beiden Summanden gerade gegenseitig kompensieren, beweist tibrigens 
die (nicht fiir alle Falle) behauptete gr6BenordnungsmaBige Gleichheit 
dieser beiden Matrizen besonders schlagend. Das Verschwinden der 
beiden gemischten Untermatrizen der Matrix (31) zeigt an, daB die er- 
hoffte Trennung der kollektiven Freiheitsgrade von den individuellen 
gegliickt ist. Mit der im letzten Absatz geleisteten Vorarbeit kénnen 
wir nun leicht zu der dazu reziproken kovarianten MaBmatrix g= g*- g' 


und ihrer Determinante 


[e]=Ce'lfe] mit [eJ=[einev] und [e']=[ey] (2) 


gr%) == 16) ehoval git == O54’ pe Bi ir (31) 


, 
ax? 


zuruckkehren : 
2 f 
(Sn ge Z Ro + Ory Ons Bang =O und {7 = 0; ;° ar jk Biz (33) 


und 


l= (FRol4ze)" A>, fel = HP". (34) 


Damit beherrschen wir die H1rBert-Raummetrik (®, Y) = >) f da! OF Y 
auch inden neuen Koordinaten, denn es ist bekanntlich daf = [g}}dc*d&"; 
» bedeutet hier Summation iiber alle Spinkoordinaten. Die k-Metrik 
ist im betrachteten Konfigurationsgebiet %*¢ St in der vorliegenden 
Naherung cartesisch (mit ds ~/~+); die Matrix g' dagegen hangt von c 
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und § ab, und zwar sogar auf nichteuklidische Weise, denn die durch 
C,,,=const definierten Hyperflachen A-ter Ordnung sind sicher nur zum 
Teil eben abwickelbar. Der VolumenmaBfaktor [g'] ist aber wieder eine 
Konstante, solange nur der Aufpunkt (c, §) in Gebiet 8* annahernd 
konstanter Nukleonendichte bleibt. Die Konstanz von [g] hat erfreu- 
licherweise eine wesentliche Vereinfachung des nun zu berechnenden 
j-dimensionalen LapLacr-Operators zur Folge. 


7. Die Aufspaltung der kinetischen Energie. 


Die kinetische Energie J = >’ p?/2m nimmt, wenn man (25) einsetzt 
und einige Vereinfachungen vornimmt!, in erster Naherung (in c und 
f/f) die Form 


1 2 1 
TS) a eae ee ee (35) 
in ie 


an. Zu demselben Resultat gelangt man, wenn man den von SCHRO- 
DINGER [19] aus seinem Variationsprinzip abgeleiteten Ausdruck fiir 
den Lapraceschen Operator? benutzt und die berechneten, in (32) und 
(34) angegebenen Werte fiir die ,,MaBmatrix‘‘ einsetzt. An diesem Er- 
gebnis ist folgendes bemerkenswert: 1. Gemischte Glieder ~ p,, 7, treten 
nicht auf, d.h. die kollektive Bewegung ist in dem neuen Koordinaten- 
system von der individuellen separiert, mindestens in bezug auf die 
kinetische Energie. 2. Da die gemischten Glieder ~}h,, p,,, gleichfalls 
nicht auftreten, lassen sich die Variablen c,, auch untereinander sepa- 
rieren. 3. Der Faktor von pj, hat genau den erwarteten Wert 1/2m, 
mit dem in (9) definierten m,, und Glieder erster Ordnung in p,, treten 
nicht auf. Wir haben damit fiir die nach (8) zu vermutende quantisierte 
Hydrodynamik des Atomkerns eine konsequente Herleitung gewonnen. 
4. Die Variablen §; lassen sich offenbar nicht vollstandig separieren. 
Das liegt natiirlich an den Nebenbedingungen (19) in Verbindung mit 
der Ununterscheidbarkeit der Nukleonen. 5. Die Separation der kollek- 
tiven Freiheitsgrade dagegen wird durch das Pauti-Prinzip nicht be- 
eintrachtigt, denn die c,,,(a@) sind gegen Nukleonenvertauschungen inva- 
riant. Die Antimetrie von W(c, §, s) betrifft lediglich die Variablen § 
und s; in bezug auf die c-Abhangigkeit dagegen besteht keinerlei Sym- 
metrieforderung: die Multipolmomente (A, x) sind sehr wohl unter- 
scheidbar und geniigen daher der MAXWELL-BoLTZMANNschen Statistik 3. 


1 Mit Hilfe der Projektionseigenschaft von 6 oder 1—f, der Orthogonalitat 
der dc,,/0a, und ihrer Quellenfreiheit 0c, ,/0 x; 68;= 0, die in der vorliegenden 
Naherung damit identisch ist, daB die y,, (a) rdumliche Kugelfunktionen sind. 

» In beliebigen krummlinigen Koordinaten g, = g,(#) mit ds? = 1 >) Ene 2Ip Ady 
und 2) gh" ging = Opp ist danach ¥ 6/007 = b> [gn x) —? (8/0 9») [enw g** (2/Oqy). 

3 Da die Energieterme dieser ,, Leilsysteme‘‘ annahernd aquidistant liegen, 
kann man sich den Oszillationszustand auch aus einer ganz anderen Art von ,,Teil- 
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Nun bleibt nur noch zu begriinden, daB die aufgezeigte kinematische 
Méglichkeit den zugrundegelegten Kraften zufolge dynamisch realisiert 
ist. Denn welche der vielen verschiedenen kinematisch moglichen 
(kinetischen und potentiellen) Freiheitsgrade ein System wirklich hat, 
hangt von seinen Kraftverhaltnissen ab. DaB die x; nicht die ,,wirklichen 
Freiheitsgrade“’ des betrachteten Kernmodells darstellen kénnen, ist 
klar, denn dann miiBte sich auch die potentielle Energie (wie es bei der 
kinetischen der Fall ist) in lauter Einzelnukleonenterme aufspalten 
lassen. Die neuen Variablen c,, und §, dagegen lassen sich nach (14), 
(15), (10) und (13) in erster Naherung auch in bezug auf die potentielle 
Energie vollstandig separieren. Multipolmomente mit A> A ~ A} ein- 
zufiihren hat also keinen Zweck, weil die dazugehérigen riicktreibenden 
Krafte fehlen!. 


Der HAMmILTon-Operator ist nun natiirlich zeitunabhangig, und daher 
kann in der SCHRODINGER-Gleichung die Zeitabhangigkeit absepariert 
werden. Die allgemeine Wellenfunktion Y(c, §, s; t) ist eine auf 4 nor- 
mierte Uberlagerung >) ap¥% (c, §, s;#) von stationaren Wellen Y%= 
®p(c, §, s)exp(—itEp), die bei einer Vertauschung zweier Protonen 
oder zweier Neutronen ihr Vorzeichen wechseln und fiir welche H ®p = 
Ep@®p und? (®p, Dp) = dpp gilt. Da die Hamirton-Funktion, wie wir 
nun wissen, die einfache Form H =[J*(p) + U*(c')] + [Ti(e, &, x) + 
Ui(s, m, s)] +U" hat (mit U¥< U*+ U'), kann dieses Eigenwert- 
problem dem BoRN-OPPENHEIMERSchen Theorem [27] der Molekiil- 
physik entsprechend leicht separiert werden. DaB die individuelle kine- 
tische Energie J? vermittels der Matrix f;,,(c’, §) von c’ abhangt, stellt 
kein Hindernis dar, denn man kann eine Variation der Konstanten 
chen‘‘, den sog. Kapillarquanten, zusammengesetzt denken (in Analogie zu den 
Licht- bzw. Schallquanten). Da die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 
offenbar Minus-Vertauschungsrelationen geniigen miissen und da die Besetzungs- 
zahlen in einem weiten Bereich frei wahlbar sind (insbesondere auch >1), gentigen 
die (natiirlich ununterschiedbaren) Kapillarquanten der Bosr-E1nstern-Statistik 
mit unbestimmter Gesamtteilchenzahl. 

1 Die von uns benutzte Abschneidevorschrift stellt, ahnlich wie in der DEBYE- 
schen Theorie der spezifischen Warme des Festkérpers, nur eine erste Naherung 
dar; die genaueren Verhialtnisse sind noch unbekannt. — Unberiicksichtigt ge- 
lassen sind weitere Freiheitsgrade, die der Kern noch haben kann, vor allem die 
yon STEINWEDEL und JENSEN [20] untersuchten ,,Dipolschwingungen“ des Pro- 
tonengases gegen das Neutronengas. Sie lassen sich wahrscheinlich ahnlich ein- 
ordnen wie die hier behandelten kapillaren Oberflachenwellen. Ob es bei solch 
unausgepragten Bewegungen, wie es die ,, Kompressionswellen‘ sein miissen, noch 
einen Sinn hat, von Freiheitsgraden zu reden, erscheint sehr fraglich. Die Schwin- 
gungsfrequenz ist hier namlich groB gegen die Bahnfrequenz der Einzelnukleonen, 
so daB sich wirklich kollektive Bewegungen nicht bilden kénnen. 

2 Zur formalen Vermeidung eines Kontinuums bei der Translation (2) denken 
wir uns ein sehr groBes Normierungsvolumen eingefihrt. 
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vornehmen. Wir denken uns also die Gesamtheit der durch 


pet Sh Sis Yori ER RG PIC Faerie ic 6 
rh Ves yay 0g, (0;; B;;’) 06) + N N *N (3 ) 
i i 
und (@i, Diy) = dnn definierten antimetrischen Eigenfunktionen 
@\\(&s;c’) der individuellen Bewegung berechnet und machen damit 
den Ansatz 


Dp = DK, p (c) On (S, 550’). (37) 
N 


Die ,,variierten Konstanten“’ ®X p(c) bestimmt man nun ahnlich wie in 
der Diracschen Stoérungsrechnung, nur treten an die Stelle der Zeit ¢ 
die f* Lagevariablen c. Zu lésen ist folgendes unendliche System par- 
tieller Differentialgleichungen: 


STUN al Sat Cee cena) 0 id 
Lost Laie 2 att, [Onn OG + 24NN i aaah 1 8 
N An (3 ) 


t Byun + (UE + EN) Onw 


Divo — Ee Ph,» | 


mit der Normierung >) (Gx p, PN p’) = dpe. Es stellt eine Art SCHRO- 
DINGER-Gleichung fiir die kollektive Bewegung dar. Hierin sind A’?*(c’) 
und B(c’) die durch 


i ee i 1 ODN ee yiedeae 3 
ANN =(®n ; 55 a NN 
und . (39) 
eo, 
Bun = >'( N> sa.) ~ Bin 
An 


definierten! Matrizen. Die Hermitizitat von A?” folgt aus der Ortho- 
normalitét der ®y (c) und die von B aus der Hermitizitat des Gesamt- 
operators H in Verbindung mit der der tibrigen in (38) stehenden 
Differentialoperatoren und Matrizen. Vernachlassigt man diese Sté6r- 
glieder, so werden in (38) fiir jedes P alle Summanden zu Null bis auf 
jeweils einen einzigen (mit einem bestimmten N = N,, so daB die Term- 
nummer P durch N, und einen weiteren Unterscheidungsindex M charak- 
terisiert werden kann). Das Gleichungssystem (38) zerfallt dann also 
in einfache Differentialgleichungen 


1 =O ¢ < i \ c Ik 
ps any ag, + UE + Bh) Phim = En Phin (40) 
\ Ax 

mit (Pim, OX w) = Onn’ Omw und P<+(N,M) (statt N, schreiben wir 
wieder N). Das ist die sog. adiabatische Ndherung, die um so giinstiger 
ist, je besser die Bedingung (17) erfiillt ist. Die Vernachlassigung der 


1 Die Bildung des inneren Produktes erstreckt sich hierbei natiirlich nur auf 
die Variablen Sj und s;, nicht aber auf die Parameter c,,. 
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Kopplung 4 + B wird sich jedoch in der ersten N aherung wohl kaum 
rechtfertigen lassen, d.h. die Gl. (40) stellen voraussichtlich nur eine nullte 
Ausgangsnaherung fiir das Gleichungssystem (38) dar. In erster Nihe- 
rung bereits werden durch die Stérung 4 + B Ubergiinge zwischen den 
verschiedenen Termflachen N —(9,,..., 4). sowie zwischen den ver- 
schiedenen Schwingungszustinden M+ (ji; 9, --., 44.2.4) induziert; weder 
die Termnummer N noch die Konstellation M ist eine gute Quantenzahl. 
Die Ursache dieser (den sog. strahlungslosen Ubergiingen der Molekiil- 
physik analogen) ,,nichtadiabatischen Quantenspriinge“ ist offenbar die 
Abhangigkeit des Ausdrucks fiir die kinetische Energie J‘ von den 
Variablen c’, wahrend das Potential U' in unserem Modell von c nicht 
abhangt'. In der Molekiilphysik liegen die Verhiltnisse gerade umge- 
kehrt: das auf die Elektronen wirkende Potential hangt von den Lagen 
der Atomkerne entscheidend ab, der Ausdruck fiir ihre kinetische 
Energie dagegen natiirlich nicht. Demgegeniiber ist also zu beachten, 
daB im Rahmen des Gastrépfchenmodells der wesentliche Teil der von 
Bour, REIFMAN und Morrerson [5], [6], [7] diskutierten Kopplung 
zwischen den Nukleonen und Kapillarquanten kinetischer Natur? ist. 
Das betrifft auch die im 4. Abschnitt erwahnten (bei einer langsamen 
Deformation des Kerns auftretenden) ,,adiabatischen Quantenspriinge“ 
zwischen verschiedenen Einzelnukleonentermen »,, s. (16); d.h. wir 
wissen nun, da ihre Hauptursache die Abhangigkeit der kinetischen 
Nukleonenenergie von der Kerngestalt ist. Beim Einschalten der St6- 
rung U~ wird qualitativ nichts gedndert, denn daB die Termnummer P 
aufhért, eine gute Quantenzahl zu sein, ist unerheblich. 


Die unter dem Namen ,,slippage“ von Hirt und WHEELER [8] ein- 
gefiihrten strahlungslosen Ubergaénge im Kern (N-+N’ und MM’) 
sind die Elementarakte der nuklearen Zahigkeit. Bei hoher Anregung 
sorgen sie dafiir, daB sich die Anregungsenergie nach einiger Zeit tiber 
die verschiedenen Freiheitsgrade der Einzelnukleonen und der Oszilla- 
tionen statistisch verteilt. Der dazu fiihrende primare Anregungs- 
prozeB (Photoabsorption, Einfang eines energiereichen Partikels usw.) 
kann sich im wesentlichen nur auf einen Einnukleonenzustand 


1 Die Translation kann natiirlich (c,,-Unabhangigkeit von A*, B und E', die 
aus der von Ji+ Ui folgt) streng absepariert werden: Dp ~exp (i KX), vgl. (2) und 
die FuBnote 2 auf S. 561. 

2 Diese Auffassung steht in Ubereinstimmung mit Hirr und WHEELER [8], 
insbesondere auch mit der dort gegebenen kinematischen Deutung dieser Wechsel- 
wirkung als DoppLer-Effekt. Ebensowenig besteht ein Widerspruch mit der von 
Bour, MotrEeLson und ReirMan [5], [6], [7] benutzten Approximation: das dort 
benutzte Wechselwirkungsglied zwischen dem FrRmi-Gas und der Oberflache ist 
ein Naherungsausdruck fiir die durch eine Deformation der Kernwand bedingte 
Anderung der kinetischen Nukleonenenergie und hat nur scheinbar (wegen der 
Stérungsrechnung) den Charakter einer potentiellen Energie. 
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auswirken; insbesondere wird sich wahrenddessen der sehr viel tragere 
Deformationszustand des Kerns (dem FrancK-Conpon-Prinzip der 
Molekiilphysik entsprechend) kaum andern. Quantenmechanisch ist der 
sich anschlieBende irreversible ProzeB folgendermaBen zu beschreiben: 
die wirklichen stationdren Zustande Y% des Kerns sind wegen der strah- 
lungslosen Uberginge nicht die Yym=Onmexp(—?t£nm), sondern 
Linearkombinationen dieser GréBen mit (in erster Naherung) ungefahr 
gleichen Ey, aber sehr verschiedenen N und M. Der unmittelbar nach 
der Anregung vorliegende Mikrozustand des Kerns ist eine Wellen- 
funktion Y/(¢)) mit nahezu scharfen N und M, d-h. ein Wellenpaket 
> Y%(t)), das nun vermittels der genannten adiabatischen Ubergange 
auseinanderflieBen mu8, so daB nach und nach auch die anderen Frei- 
heitsgrade angeregt werden. Nach einiger Zeit wird z. B. die Wahrschein- 
lichkeit fiir Kernspaltung einen merklichen Betrag annehmen k6énnen. 
Es gibt meist eine ganze Reihe miteinander konkurrierender _,,anti- 
irreversibler‘’ Schwankungsprozesse, durch die der Kern seine Anre- 
gungsenergie wieder loswerden kann. Diese Vorstellung von den Kern- 
reaktionen unterscheidet sich von der alteren Bonrschen nur in dem 
einen Punkte, da8 die direkte Wechselwirkung der Nukleonen unterein- 
ander nicht als wesentlich angesehen wird; an ihre Stelle tritt die kine- 
tische Kopplung der Nukleonen mit der ,,Oberflache‘‘ und die durch 
sie vermittelte Wechselwirkung dieser Teilchen untereinander. Die 
durch die Scharfe der Absorptionsresonanzen langsamer Nukleonen 
bewiesene groBe Langlebigkeit der metastabilen Zustande des Kerns 
kann damit sicher ebensogut erklart werden. REIFMAN [6] hat fiir den 
Fall des Photoeffektes gezeigt, daB man auch quantitativ zu gleichen 
Resultaten kommt. 


8. Die kollektiven Nebenbedingungen. 


Durch die Abspaltung der kollektiven Freiheitsgrade wird die Sepa- 
ration der inneren Gasbewegung in individuelle Nukleonenbahnen bis 
zu einem gewissen Grade verwischt. Das folgt bereits daraus, daB das 
System nicht mehr als /=34A Freiheitsgrade haben kann. In unserem 
Formalismus driickt sich das darin aus, da® die f Lagevariablen &,, 
mit denen die ,,innere Bewegung‘ beschrieben wird, die /* Nebenbedin- 
gungen (19) erfiillen miissen. Dem entspricht es, daB die Anzahl der 
in der Gl. (36) wirklich benutzten § nicht /, sondern fi =f — f* ist. Folg- 
lich kann die Eigenfunktion ®y (§, s; c’) nicht einfach in / individuelle 
Funktionen , zerfallen. Die Abspaltung der kollektiven Fretheitsgrade 
ast um Kern (anders als in der Molekiilhiille) notwendig verbunden mit 
der Einfiihrung kollektiver Nebenbedingungen fiir die individuellen Nu- 
kleonenbahnen. Dies ist vor allem dann zu beachten, wenn es auf die 
zwischen den Nukleonen bestehenden Korrelationen ankommt, wie z.B. 
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in der Theorie der y-Ubergange. Im Zusammenhang damit steht die 
Schwierigkeit, daB ein Teil der an die ScHRODINGER-Funktionen Pi, (&, s) 
zu stellenden Antimetrieforderungen mathematisch sehr kompliziert ist, 
denn man benétigt dazu die Kenntnis der Funktionen §,(&), die man sich 
aber zum Teil nur durch wirkliche Auflésung der Nebenbedingungen (19), 


- 


(12) nach den nicht benutzten &, verschaffen kann. 


Die im 4. Abschnitt besprochenen Einteilchenbahnen q,(§;c) (und 
mit ihnen auch die abgeschlossenen Schalen) werden durch die kollek- 
tiven Bewegungsméglichkeiten natiirlich nicht vollig irreal. Ersetzt 
man in einem aus ihnen gebildeten SLATER-Determinanten-Produkt 


@\, (ax; c) die Nukleonenorte #; gemaB (11) durch die dazugehorigen 
Ruheorte §; (die c sind fest vorgegeben) und eliminiert mit Hilfe der 
Nebenbedingungen (19) die iiberzdhligen, so erhalt man ohne Zweifel 
eine instruktive nullte Naherung fiir das Eigenwertproblem (36); die 
Antimetriebedingungen sind automatisch erfillt. Um das Schalen- 
modell mit der Existenz kollektiver Freiheitsgrade wenigstens nahe- 
rungsweise vertraglich zu machen, hat man also die wirklichen Orte a; 
der Nukleonen durch ihre ,,Ruheorte“ &, (beziiglich der kollektiven Be- 
wegung) zu ersetzen, und man hat den Korrelationen Rechnung zu 
tragen, die (wegen der Vorgabe der c-Parameter) zwischen den Nukleonen 
bestehen miissen. Die letzte Forderung besagt, daB man sich auf die- 


jenigen Funktionswerte Di, beschranken muB, fiir die die f* Neben- 
bedingungen 7,,(x)=c,, erfiillt sind, s. (18), d.h. man mu8 aus dem 
f-dimensionalen Konfigurationsraum § eine f'-dimensionale Hyper- 
flache S§(c) herausschneiden. Eine derart ,,auBerliche‘‘ und grobe 
Methode zur Lésung der SCHRODINGER-Gleichung (36) kann natiirlich 
nur zu einer ersten Orientierung ausreichen. Es war ein Irrtum, wenn 
wir im 4. Abschnitt meinten, die kinetische Energie J’ der inneren Be- 
wegung aus J durch bloBes Konstantsetzen der kollektiven Variablen c 
erhalten zu kénnen. Der wirkliche Hamitton-Operator H'= J'+'U! 
hat eine andere Struktur als der in allen f Dimensionen wirkende Ope- 
rator J,— const + Ui des 4. Abschnittes. Der Unterschied besteht zwar im 
wesentlichen nur in der Verschiedenheit der Definitionsbereiche (St bzw. 
&), doch stimmen diese nicht einmal in der Dimensionszahl iiberein. 
Dabei nimmt wegen der notwendig gewordenen Koordinatenelimination 
das Eigenwertproblem der inneren Bewegung eine komplizierte und un- 
symmetrische Form an. 

Es besteht demnach (vor allem in Hinblick auf thermodynamische 
Fragen) der verstandliche Wunsch, diese Elimination zu umgehen, 
damit die im Operator Hi(c) und seinen Eigenfunktionen steckenden 
Symmetrien auch duBerlich in Erscheinung treten. Wir erzwingen daher 
die Beschrankung auf die Hyperflache &'(c) durch Einfithrung eines 
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6-artigen Potentials U*. Der einfachen Form der ,MaBmatrix” (33) 
wegen ist die Durchfiihrbarkeit gesichert: das Verschwinden der ge- 
mischten Matrix g,,,, und die Unabhangigkeit der abgespaltenen Ma- 
trix g,, 7, von den Restvariablen =; ist nach SOMMERFELD [22] 
hinreichend. Den ,,Zwangskraéften‘ schreiben wir selbstverstandlich 
keinerlei physikalische Realitét zu. Sie wirken nicht im wirklichen 
Konfigurationsraum §, sondern in dem eigens fiir sie erfundenen 
,mathematischen Konfigurationsraum“ ®, der dieselbe (f-dimensionale 
euklidische) Struktur hat wie ® und in dem auch die (/'-dimensionalen 
nichteuklidischen) Unterraume St" (c) = &'(c) in genau gleicher Weise ein- 
gebettet sind. Der einzige mathematische ,,Unterschied‘‘ zu & besteht 
darin, daB wir die kollektiven Variablen nicht c,, sondern c,, nennen. 
Die c,,, waren die wirklichen mechanischen Multipolmomente des Kerns 
(deren Bewegungszustand nun absepariert ist), die c,, dagegen sind 
fikitive GréBen, die wir nur deshalb einfiihren, weil wir die nicht- 
euklidische und unsymmetrische Metrik (33) der Variablen 5, umgehen 
médchten. An die Stelle der wirklichen Ortskoordinaten x; treten dem- 
nach in St Variable #,, von denen jede teilweise (¢,,) rein mathematischer 
Natur ist, anderenteils aber g= §;) auch eine physikalische Bedeutung 
hat. Der Zusammenhang zwischen diesen Variablen ist dem in St genau 
nachgebildet, d.h. die Transformation #-—>(¢,§) ist durch ¢,,=7,,,(@) 
und §;= #; — (f/40) Rp ) A+ ,,(#) On, ,/0%, gegeben und ihre Umkeh- 
rung (¢,§)>& durch (19) und #,= 5; (S) + (7/490) Ré DA c,,,0n,,/0§;. 
Das Zwangspotential U* (a#; c) muB nun so facet werden, daB es 
aus diesem Raum ® gerade die jeweiligen Hyperflachen §'(c) bzw. ¢=c 
herausschneidet. Dafiir scheint sich zuniachst U* = — 26” (¢ —¢) anzue 
bieten. Doch wiirde des Tunneleffektes wegen die Wellenfunktion durch 
solch ein Potential keineswegs auf die Flache ¢ =c beschrankt werden, 
sondern (fiir endliches «) weit in die irreale Umgebung ¢+c hinein- 
reichen. Dort muB also U*= + ce gesetzt werden. Die einfachste Még- 
lichkeit ist ein beliebig schmales Kastenpotential mit unendlich hohen 
Wanden: U* = >’ (4/2m,) y(@,,,—¢,) mit y (c) = — (a/2e)? fiir |c| <e und 
=-+ ce fiir |c| > «. Die Normierung ist so gewahlt, daB die Energie 
der Grundschwingung verschwindet. Die dimensionslose Zahl ¢ kénnen 
wir uns beliebig klein gemacht denken. Es geniigt, wenn sie so klein 
ist, daB die Energie der ersten angeregten Schwingung sehr viel gréBer 
wird als alle in Frage kommenden Energien: e<1/R,M. Dadurch ist 
dafiir gesorgt, daB die Kriimmung von St auBer acht gelassen Lee 
kann, und daB stets die Grundschwingung ®5 = [g*)-*# [] e-*cos [(a/2 8) x 

(Ca—»)] vorliegt. Folglich ist in ® €, § s;c) = @*(é;c)- Pi (E, s;c i mit 
Sicherheit £ = FE". Mit Hilfe der eingefiihrten potentiellen Energie UE 
konnen wir demnach den c-Anteil J* der kinetischen Energie T= ¥ p? 
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(mit p;=—7ié/0x%,) kompensieren, und es esa _ die gewiinschte 
kinetische Energie J‘ der Nukleonenbahnen (J + Ue= JT’). Das bedeutet 
aber, daB wir das vorliegende ee ae (36) at folgende sym- 
metrische und tibersichtliche Form bringen kénnen: 


— > pi + Uk +U\ Gy = EV By (41) 
mit (On, Dy.) = On w und Dy (# Mees Chi (— 4) DO. (tp. iSa55 0), wo P 


nattirlich nur die Protonen unter sich und die Neutronen unter sich 
vertauschen darf, sowie 


De 8.6 Vee ("7 Ag All ©, (c, E520); (42) 


vgl. (34a); 4 ist das geometrische 4-Mittel (4*— [J] 2). Die gesamte 
c-Abhangigkeit des Energieoperators H =H' steckt im Zwangspoten- 
tial U*, d.h. in der Metrik der Hyperflache &i (c), auf welcher die kine- 
tische Energie J'(c’) definiert ist. Die Metrik des Hirpert-Raumes 
§ = H*x §' ist natiirlich mit der des Raumes $= * x §' identisch. 
Eine iibersichtliche Form fiir die §'-Metrik ist (Bi, YW) = eS [dx 6*™« 
(n—c)O* P = [g*)-2> f dal &™ (n —c)O* P/G** W« letzteres im Falle 
der adiabatischen Naherung. Diese formal anmutende Wiederherstellung 
der Einfachheit und Symmetrie unserer Gleichungen ist insofern von 
Bedeutung, als sie den Vergleich der wirklichen Eigenfunktionen mit 
den (der statistischen Behandlung besonders leicht zugdanglichen) 
SLATER-Determinanten wesentlich erleichtert. 


Es erhebt sich nun vor allem die Frage, welchen EinfluB die Neben- 
bedingungen auf die spezifische Warme des FERMI-Gases haben. Wir 
gehen darauf in einer gesonderten Arbeit ein. 


Den Herren Professoren v. WEIZSACKER und HEISENBERG mochte 
ich fiir Diskussionen danken. 
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Modellversuche zur Darstellung 
magnetischer Kernresonanzerscheinungen. 
Von 
G. BRUNNER und A. LOscHE. 

Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 21. Juni 19654.) 


Bei der Untersuchung magnetischer Kernresonanzen (Kerninduktion) ergab sich 
die Frage, wie weit die zum Teil recht komplizierten Erscheinungen durch Modelle 
dargestellt werden kénnen, deren Verhalten gegeniiber verschiedenen Anregungs- 
bedingungen leichter zu iibersehen ist. Die Bemiihungen zur Aufklarung dieses 
Verhaltens erfolgten nicht nur aus rein didaktischem Interesse, sie sollten auch zur 
Aufhellung von Problemen fiihren, die vor allem bei Spin-Spin-Wechselwirkung 
verschiedener Kerne auftreten. Dabei war natiirlich von vornherein zu erwarten, 
daB eine derartige Analogie — wie jede Modellvorstellung — gewisse Grenzen der An- 
wendbarkeit besitzt, die fur die daraus zu gewinnenden Schliisse von Bedeutung sind. 
Wie die folgenden Betrachtungen zeigen, stimmt das Verhalten eines Kernspin- 
systems in einem auBeren Magnetfeld unter bestimmten Voraussetzungen mit dem 
eines Hochfrequenzschwingkreises (Parallelresonanzkreis) tiberein. Zur Ableitung 
dieser Bedingungen miissen wir zundchst einige Beziehungen aus dem Gebiet der 
Kerninduktion zusammenstellen; danach wird das Verhalten des Resonanzkreises 
unter entsprechenden Anregungsbedingungen untersucht. Die mit der angegebenen 
Anordnung aufgenommenen Kurven bestatigen die durchgefiihrten Uberlegungen. 


I. Der stationdre Fall. 


Zur Behandlung der Kerninduktionserscheinungen gehen wir von den 
Biocuschen Vorstellungen! aus. Danach fiihren die Kernmomente im 
Magnetfeld H, eine LARMoR-Prazession mit der Frequenz 


O=y° Hy (1) 


(y =gyromagnetisches Verhaltnis) aus. Stellen 7, und 7) die longitu- 
dinale und transversale Relaxationszeit dar, d.h. die Zeiten, in denen 
sich die resultierende Kernmagnetisierung J in Richtung eines kon- 
stanten Magnetfeldes H, bzw. eines schwachen, rotierenden Feldes H, 
senkrecht zu H, einstellt, dann gehorchen die Komponenten von I 
folgendem System von Differentialgleichungen 


dM, M, _ 
7 (MH, — MH) + = 0, (2a) 
dt T; 
dM, M, My 
aa OO) Ys Be ee ae 2c 
(Me Hy — MH) + = (2c) 


1 BLocu: Phys. Rev. 70, 460 (1946). 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 38 
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den sog. Brocuschen Gleichungen. Die Komponenten des Magnetfeldes 
selen 


Hy 1, COS Wt, (3a) 
H, = + H,sinot, (3b) 
H=H, (3c) 


(mit H,<H,). Zur Lésung fiihren wir zwei neue Variable « und v ein: 


M, = ucos wt —vsinwt 
(4) 


M, = = (usin wt + v cos wt). 


u ist demnach die Komponente der Magnetisierung, die gleichphasig 
mit dem rotierenden Feld H, umlauft; v ist gegeniiber # um 90° phasen- 
verschoben. Damit wird aus dem System (2) 


du u oe 
eras Tali aco oath (5a) 
ate 404 = = lel ,, (5b) 
dMy wie Moyes, sy 
dt ci cee \y| Hy MS Tr ? (5c) 
wobei 
Aw =w,—o (6) 


die Differenz zwischen LarMor-Frequenz und der Frequenz des rotieren- 
den Wechselfeldes darstellt. 


Wir tasten zunachst punktweise das Gebiet um 4@=0 ab. Dann 
verschwinden die zeitlichen Ableitungen von uw, v und M,, und wir 
kénnen die Lésungen fiir die uns interessierenden und hochfrequenz- 
technisch allein nachweisbaren Komponenten w und v sofort hinschreiben. 


Aw:T2-K 
U = Xq* Wo Hy 1+ da? 12K? (7a) 
IPS SIE 
v= — x: O 2 
Fo; Ponte 1+ Aw -T?-K (7b) 
mit 
£ 1 
1+ Tj 7, -y?- He 
und (8) 


Mo = Xo" Hy. 


Fassen wir das Ergebnis in einer komplexen GréBe $ =v + 7 u zusammen, 

dann gilt 
ce UOTE er, Aw:T3-K t 

. 1+ Aw?T?-K 1+ Aw? T?-K |" (7") 


tl 
| 
= 
Ss 
= 
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In Anlehnung an den Sprachgebrauch der Hochfrequenztechnik be- 
zeichnen wir (7) bzw. (7’) als die stationare Lésung; im Bereich der Kern- 
induktion spricht man allgemein vom ,,langsamen Durchgang“. 

Wir betrachten nunmehr einen Parallelresonanzkreis (Fig. 1), der 
sehr schwach an eine Wechselspannung konstanter Amplitude U, ge- 
koppelt ist, so daB man mit gleichbleibender Einstrahlung rechnen kann. 
Wp Sei die Resonanzfrequenz des Kreises. Wir fiihren hier die doppelte 
Verstimmung 

2 (@ — Wr) = Aw* (9a) Ms 
und die Zeitkonstante des Kreises 
Pe COR (9b) ‘ 

ein und erhalten unter den Voraussetzungen 

C,.—6G und Aw*tz=w (10a, b) 
T* c T#2- Ag* 
T+ dort! Fay ine aae) ep 
(k = Kopplungsfaktor = C,/C). Die am Kreis legende Wechselspan- 
nung besteht also ebenfalls aus zwei Komponenten, einer mit der erregen- 
den Spannung gleichphasigen und einer um eine Viertelperiode ver- 
schobenen. 

Nimmt man im Falle der magnetischen Kernresonanz sehr kleine 
Amplituden H, an, dann kann man das Sattigungsglied K =1 setzen. 
Die Lésungen (7’) und (11) stimmen dann vollkommen iberein. [DaB 
in (7’) der Real- und in (11) der Imaginarteil das Absorptionsglied dar- 
stellt, hangt nur rein 4uBerlich vom Bezugspunkt der Phase ab, des- 
gleichen das Vorzeichen; fiir diese Modelluntersuchungen spielt das keine 
Rolle.]| Diese Forderung entspricht beim Parallelresonanzkreis der Be- 
dingung (10a), sie steckt also von vornherein in unseren Modellrechnun- 
gen drin und bedeutet keine neue Einschrankung. Wir sehen weiterhin, 
daB T, der Giite des Schwingkreises entspricht, denn diese betragt, 
wie man aus (9b) sofort sieht, G=T*-m,. Diese Analogie besteht 
nicht nur rein formell; 7, und 7* bestimmen in beiden Fallen die 
Linienbreite der Resonanzkurven. 

Wir kénnen also feststellen, daB bis auf Sattigungserscheinungen und 
Vernachlassigungen zweiter Ordnung das Verhalten der resultierenden 
Kernmagnetisierung $f in der Nahe der Resonanz im stationaren Fall 
durch einen Parallelresonanzkreis wiedergegeben werden kann. 


Fig. 1. Parallelresonanzkreis. 


fiir 


U=jk-wp- Vy( 


II. Kurvenform bei schnellem Resonanzdurchgang. 

Wegen der Kleinheit der Amplituden im Gebiet der magnetischen 
Kernresonanz kann man experimentell die u- und v-Kurven nicht punkt- 
weise ausmessen. Man geht zur Frequenzmodulation tiber und kann 
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somit die sich ergebenden Signale mit bekannten Methoden der NF- 
Technik verstiirken. Die Bedingungen fiir die oben abgeleiteten Kurven 
lauten dann im allgemeinen Fall 


Se! (12a) 
bzw. 
BEE Ea (12b) 


In sehr homogenen Magnetfeldern kann 7, durchaus so gro8 werden 
(10-2 sec und gréBer), daB (12a) nicht mehr erfiillt ist bei den normaler- 
weise anzuwendenden Modulationsfrequenzen. Die ,,Giite’’ des Kern- 
spinsystems ist dann so groB, daB die bei Aw =0 angeregte Prazession 
der resultierenden Magnetisierung 3% bei zunehmendem |4q@| nicht 
sofort nach (7) wieder abklingt, sondern noch ,,freie“‘ Prazessionen aus- 
fiihrt, die sich den durch die momentane Frequenz des rotierenden 
Feldes erzwungenen Prazessionen tiberlagern und so zu einer Art Schwe- 
bungen AnlaB geben. Fiir den auf Grund der Analogiebetrachtungen 
des vorigen Abschnittes interessierenden Fall vernachlassigbarer Satti- 
gung (K=1, Glieder mit Hj kénnen vernachlassigt werden), haben 
JACOBSOHN und WancsnEss!? das Verhalten der Komponenten uw und v 
bei Annahme eines linearen Frequenzverlaufes 


Noe ae (13) 


berechnet. Das Ergebnis ihrer Rechnungen kann man in der Form 


Zo 


Favt jw — So Ai. oe 17-4), e dz (14) 
ve “sm 
(co)e 4 
mit 
Pvt sen 57 ( Ape Hes 
OD fragt: tee AAS ¢ a), (15) 
x—=a?-t, (15 b) 
A= 
a® + Ty Wag 


zusammenfassen. Im Hinblick auf spatere Betrachtungen fithren wir 
an Stelle von z) eine neue GroBe ein 


Deri sess = +jea'-t) (16) 
a** Lo 


1 JACOBSOHN u. WANGSNESS: Phys. Rev. 73, 942 (1948). 
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und erhalten die Lésung in der Form 


* 7 ae j ae 4% ae - Fr (&,) (4 7) 
a 
wobei wir , 
Fr(G)=—pe" f etf de (18) 
0—j °° 


einem Vorschlag von Hox! folgend, als FRESNEL-Funktion bezeichnen 
wollen. 

Wir behandeln nunmehr das Verhalten eines Parallelresonanzkreises 
unter aquivalenten Anregungsbedingungen, wobei wir die bereits im 
vorigen Abschnitt als giinstig gefundenen Beziehungen tibernehmen. 
Danach ist 4m durch Aw* =2Aw zu ersetzen, so daB die momentane 
Frequenz mit demselben a@ wie in (13) 


= (19a) 


O=Wr+ 
betragt. Die Phase der erregenden Wechselstromquelle dndert sich 
daher quadratisch mit der Zeit 

p(t) =p t+ 2h, (19b) 
so da8 die als konstant anzusehende Einstro6mung (durch schwache 


Kopplung realisierbar) 
=I, cos (opt + $8) (20) 


geschrieben werden kann. Die sich somit ergebende Differentialglei- 
chung des Schwingkreises 


ies De pf BOE = 1y+ cos (wog-t+ e (21) 


lésen wir in ahnlicher Weise wie Hox”, der diese Rechnungen fiir einen 
Serienkreis durchfiihrte. Die mit Hilfe einer LApLAcE-Transformation 


gewonnene Losung? lautet 
UY) =", - cos (og t+ 2 -#)- Fr (E3), (22) 
C-a® 4 
wobei Fr (£*) die bereits in (18) angegebene FrEesNEL-Funktion bedeutet. 
Dabei ist 


= == ais fatty. 23 
be cet aai vice (25) 
1 Hox: J. Appl. Phys. 19, 242 (1948). 


Eels 
3 Uber nahere Einzelheiten dieser Rechnungen, s. BRUNNER und LoscuHE: Z. 
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Uns interessiert wiederum nur die Amplitude dieser Spannung, die bei 
schwacher Kopplung 
ty = SOR Pre). (24) 


1 
2 


a 
geschrieben werden kann. 

Der Vergleich zwischen (17) und (24) zeigt, daB die Analogie zwischen 

Parallelresonanzkreis und magnetischen Kernresonanzen nicht nur im 

stationaren Fall gilt, sondern ohne 

neue Einschrankungen auch auf den 

Fall schnelleren Durchganges tiber- 

a tragen werden kann. Der zeitliche 

Verlauf von Fry (&) hangt von « und 

Bab; B ist nach (23) der Zeit pro- 

portional; « hangt auBer von a vor 

allem von der ,,Giite‘‘ des Resonanz- 

systems ab. In Fig. 2a—d ist der 


08 fae 
OY eal d 
o c 
oY 
08 
Imire) | 

12 De =, | See J 

28 22° 9 BE 


bo 
Fig. 2a—d, Real- und Imaginarteil der Fresner-Funktion Fy (&) fiir verschiedene -Werte als Parameter. 
a} i O73) bcs 1055 6uc)) 100 = 013.530 cl) = OA 


Real- und Imaginarteil von Fr(é,) fiir verschiedene « als Parameter 
abgetragen. Die Kurven wurden mit Hilfe einer von Hox! angegebenen 
und tabellierten Hilfsfunktion berechnet. 

Charakteristisch fiir einen bestimmten Kurvenverlauf und damit 
auch fiir den Parameter « ist jeweils das Verhiltnis des ersten Maximums 
zum folgenden Minimum der ,,Schwebungen‘‘. Wie man aus den ge- 
zeichneten Kurven sieht, andert sich dieses Verhaltnis in der Nahe von 
“a =0,5 am starksten, so daB dieser Bereich zur T3- oder T*-Messung 
am empfindlichsten ist. Man wird hierzu a solange verandern, bis das 


mk ee. 
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auf dem Oszillographenschirm leicht meSbare Verhaltnis der beiden 
Amplituden mit dem eines vorgegebenen «-Wertes iibereinstimmt. 
Blendet man gleichzeitig mit der Kurve noch Zeitmarken ein, dann 
kann man aus dem Abstand der beiden Extrema an Hand der Kurven 2 
a bestimmen und somit auch das gesuchte 7, oder 7* berechnen. 


III. Experimenteller Vergleich von Dispersionssignalen. 

Zur Verifizierung des in den beiden vorangegangenen Abschnitten 
durchgerechneten Modells kann man fiir die Demonstration von Dis- 
persionssignalen folgende Anordnung verwenden. Man legt die erregende 
Wechselspannung ll, (entspricht H,) 
an ein Steuergitter einer Mischrohre ; 
zwischen dem anderen Steuergitter 
und der Kathode hegt ein Parallel- 
resonanzkreis (Fig. 3). Dieser wird 
uber die kleine Gitter-Gitter-Kapa- 
zitat (GréBenordnung 0,1 pF) an- 
geregt und erzeugt daher im statio- 
ndren Fall an diesem Gitter die Fig. 3. Priavipsenalebiid der Anordnung zur 
durch (4 1) bzw. 1m allgemeinen Fall Erzeugung von Dispersionssignalen. 
die durch (22) gegebene Wechsel- 
spannung. Der Anodenstrom der Mischréhre hangt von beiden Gitter- 
spannungen ab; entwickelt man ihn in eine Reihe, so wird der fiir die 
weiteren Messungen maBgebende Anteil?! 


te ia) “COS.gt, (25) 


a 


zum Oszillographenverstirker 


wobei J). = ae und g der Phasenwinkel zwischen den beiden 
Gitterwechselspannungen gleicher Frequenz ist. U cos@ ist aber der 
Teil der durch (11) bzw. (22) gegebenen Spannungen, welche der 
Dispersion entsprechen. Damit ist die am Anodenwiderstand der Misch- 
rohre bei Frequenzmodulation abfallende Wechselspannung der ge- 
suchten Signalgr6Be proportional, wenn man die hochfrequenten, in (25) 
nicht enthaltenen Anodenstromanteile kapazitiv kurzschlieBt. Diese 
Spannung fiihrt man nach entsprechender Verstarkung dem MeBplatten- 
paar der Kathodenstrahlréhre zu. Die erregende Wechselspannung U, 
entnimmt man einem Modulator, dessen Frequenz im Rhythmus der 
Kippfrequenz des Oszillographen verandert wird. Auf diese Weise erhalt 
man stehende Bilder des Dispersionssignales. 

Bei dieser Anordnung wird die Bedingung loser Kopplung automatisch 
erfiillt; infolgedessen wird auch die Bedampfung des Resonanzkreises 
durch die Schaltung auf ein Mindestma8 herabgesetzt. 

1 Nahere Einzelheiten iiber diesen Phasendiskriminator, s. LOscHE: Z. exp. 
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Fiir die Versuche stand nur ein WoBBEL-Sender mit einer Modulations- 
frequenz von 50 Hz zur Verfiigung. Um trotzdem kleine a-Werte noch 
untersuchen zu kénnen — a konnte durch Variation des Frequenzhubes 


Fig. 4a—c, Dispersionskurven von Quarzen bei verschiedenen «-Werten. (Die Oszillogramme wurden mit 
der Anordnung nach Fig. 3 aufgenommen. Die Dampfung des Quarzes konnte mit Hilfe von Zwischenringen 
aus Watte verdndert werden.) 


nur in kleinen Grenzen verandert werden — wurde als Resonanzsystem 
ein 500 kHz-Quarz benutzt, der als Parallelkreis wirkte. 7* lieB sich 
durch Bedampfen des Quarzes mit 
Watteringen in weiten Grenzen ver- 
schieben. Die Fig.4a—c zeigen deratige 
Aufnahmen, deren Ubereinstimmung mit 


den errechneten Kurven und auch den 
entsprechenden Kerninduktionssignalen 
(Fig. 5a u. b) offensichthch ist}. 

1 Bei der Beobachtung von Kernsigna- 
len an Proben mit zwei Atomkernarten 
von nur wenig voneinander abweichenden 
gyromagnetischen Verhaltnissen (Fluor- 
Resonanz in BeF, und SbF,) beobach- 
teten BENE, DENIS, EXTERMANN2, daB 
die oben abgeleiteten ,,Schwebungen‘‘ 
nicht monoton abklingen, sondern eine 


weitere ,,Schwebung‘ zeigten, sog. 
,battements de battements‘. Derartige 
Kurven lassen sich leicht fiir die Falle, 
Fig. 5a u. b. ,,Schwebungen‘ von Kern- 5 : 2 : r . 
induktionssignalen. a Dispersionskurve; bei denen die beiden Kernspinsysteme 
b AbsorpiionsMirves (Die Signale wurden" vollig = nabhansig » vonemander cma 
mit Hilfe eines tberbriickten T-Gliedes Py ; 
bei etwa 16,5 MHz an Protonen erzeugt.) durch berlagerung der beiden, den 
einzelnen Systemen  entsprechenden 
,, RESNEL-Funktionen™ konstruieren. Aus derartigen Kurven lassen 
sich in diesem Grenzfall die Unterschiede in den gyromagnetischen 
1 Fig. 5a und b wurde freundlicherweise von Herrn LIEBMANN zur Verfuigung 
gestellt. 


2 BENE, DENIS u. EXTERMANN: Physica, Haag 17, 308 (1951). 
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Verhaltnissen bzw. den verschiedenen diamagnetischen Korrekturen 
(bei gleichen Atomkernen in verschiedenen Bindungszustinden) er- 
mitteln. Im allgemeineren Fall, d.h. wenn die Systeme miteinander 
gekoppelt sind, sind diese Verhaltnisse nur schwer erfaBbar. Mit Hilfe 
dieses Modelles lassen sich diese Vorgange aber zumindest qualitativ 
studieren. Man ersetzt zu diesem Zweck den einen Resonanzkreis durch 
zwel Kreise mit verdnderlicher Kopplung, von denen jeder getrennt 
abgestimmt und bedémpft werden kann. Aus dem Vergleich zwischen 
derartig gewonnenen Modellkurven und den in praxi beobachteten 
, battements de battements‘‘ kann man dann Schliisse auf die in der 
Substanz vorhandenen Kopplun- 
gen ziehen. Fig.6 zeigt eine 
derartige Kurve, die mit zwei 
Quarzen aufgenommen wurde. 


IV. Zusammenfassung. 


Die Betrachtungen haben ge- 


Fig. 6. Dispersionsanteil der Koppelschwingungen 


ee, calh bei Vermachiassigung Sas. Guarse benachbarter Erequenr und etees 
von Sattigungserscheinungen die verschiedener Dampfung. 
Frequenzabhangigkeit der beiden 

Komponenten der resultierenden Kernmagnetisierung in einem Magnet- 
feld durch die bei entsprechenden Anregungsbedingungen an einem Par- 
allelkreis auftretenden Wechselspannungsamphtuden modellmabig dar- 
gestellt werden kénnen. Diese Ubereinstimmung gilt nicht nur fiir den 
stationdaren Fall, sondern auch — ohne zusatzliche Voraussetzungen 
bei linearer Frequenzmodulation. Durch entsprechende experimenelle 
Anordnungen (geniigend groBer Frequenzhub) ist dafiir zu sorgen, daB 
die in den Rechnungen steckende Bedingung, 7, 75 =O bzw. U, WU =0 
fiir t= — ~, erfiiJlt ist. Dann lassen sich auch kompliziertere Falle, die 
theoretisch noch nicht ohne weiteres zu ltibersehen sind, modellmabBig 
qualitativ beschreiben. 

Da&B Sattigungserscheinungen durch einen aus linearen Schalt- 
elementen bestehenden Schwingkreis nicht dargestellt werden konnen, 
war von vornherein zu erwarten. Die tiefere Ursache liegt darin, dab 
im Fall der Kerninduktion ein ,,dreidimensionales‘’ System mit zwei 
Einstellmechanismen (7, und 7,) vorliegt, wahrend ein Schwingkreis 
nur ,,zweidimensional' ist. 


Leipzig, Physikalisches Institut der Universitat. 
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Spektraluntersuchungen 
im Gebiet um 1mm Wellenlange. 


I. Konstruktion des Spektrometers und dessen Grundspektren. 
Von 
LubpWIG GENZEL und WILFRIED ECKHARDT. 
Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 26. August 1954.) 


Es werden Aufbau und Wirkungsweise eines Gitterspektrometers beschrieben, mit 
dem es unter Benutzung von thermischem Strahler und Empfanger gelungen ist, 
Absorptionsspektren bis zu Wellenlangen von 1mm aufzunehmen. Als Beispiel 
wird das Wasserdampfspektrum im Gebiet von 0,14 bis 1,4 mm wiedergegeben. 


A. Einleitung. 


Die Spektroskopie im langwelligen Ultrarot hat im Laufe der letzten 
Jahre einige bemerkenswerte Fortschritte zu verzeichnen, die 1m wesent- 
lichen auf die konsequente Anwendung des Wechsellicht-Prinzips sowie 
auf die verfeinerte Empfangs- und Verstarkertechnik zuriickzufithren 
sind, wahrend auf dem Gebiet der Strahlenquellen bisher wohl keinerle1 
prinzipielle Verbesserung erzielt werden konnte. Die Spektrometer sind 
gekennzeichnet durch die Verwendung von Echelette- und Laminar- 
gittern als Dispersionsmittel, um die zur Verfiigung stehende Strahlungs- 
energie im Spektrum einer bestimmt gewahlten Ordnung weitgehend 
konzentrieren zu kénnen. 


Wenn man sich auf die Betrachtung der diesbeziiglichen Arbeiten 
in den Jahren nach dem Kriege beschrankt, so findet man im kiirzer- 
welligen Teil des Gebietes (20 bis 200) das spektrale Auflésungs- 
vermogen ganz erheblich gesteigert!~4, so daB man dort bereits etwa 
mit solchen Genauigkeiten miBt, wie man sie im kurzwelligen Ultrarot 
mit kommerziellen Prismenspektrometern erhait. Im langstwelligen 
Ultrarot gelangen Durchlassigkeits- und Reflexionsmessungen an Fest- 


1 Boun, C. R., N. K. FREEMAN, W. D. Gwinn, J. L. HoLLENBERG and K. S. 
PITZER; J. Chem, Phys’ 21; 749 (1953). 


2 OETJEN, R. A., W. H. Haynie, W. M. Warp, R. C. HANSLER, H. E. ScHau- 
WECKDR and | 2) fs BELL). Opt. Soc 424559 (1952). 
* STROUP, Ro By han ©ETEN Wb. By Bere. |. Opt. Soc. 43, 1096 (1953). 


4 Beit, E. E., R.C. HANSLER, R. A. OFTJEN u. H. E. SCHAUWECKER: Phys. 
Rev. 86, 819 (1952). ; 
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k6érpern sowie die Aufnahme einiger Rotationsspektren bis in die Gegend 
von.700 pt, 

Auf der anderen Seite ist es auBerordentlich bemerkenswert, daB 
es mit typisch mikrowellentechnischen Methoden gelungen ist, in das 
Gebiet unter 1mm Wellenlange vorzudringen®, so da8 man damit im 
Prinzip von einer Uberbriickung der Intensitatsliicke zwischen optischen 
und elektrischen Wellen sprechen darf. 


Beim Bau der vorliegenden Apparatur wurde angestrebt, mit typisch 
ultrarottechnischen Methoden einerseits den Spektralbereich des ge- 
samten langwelligen Ultrarot iiberstreichen zu kénnen und andererseits 
moéglichst weit in das Millimeterwellengebiet vorzudringen, um den An- 
schluB an die auBerordentlich prazisen Messungen der Mikrowellen- 
technik zu erhalten. 


B. Beschreibung der Apparatur. 
1. Strahlenquelle. 


Bei allen Versuchen wurde als eine der bisher intensivsten Strahlen- 
quellen das UV-Standard® benutzt, eine Hg-Hochdrucklampe mit 
1,5 Atm Innendruck bei 2 Amp Stromstarke und 125 V Spannungs- 
abfall. Die Lampe wurde zum Zwecke einer héheren Emissionsausbeute 
mit Gleichstrom betrieben. Der innere Lampenradius betragt 9 mm bei 
etwa 1mm Wandstarke des Rohres aus geschmolzenem Quarz. Damit 
diirfte die Bogenstrahlung etwa ab 80 bis 100 nach auBen treten 
koénnen. Abschaltversuche bei Wellenlangen oberhalb 350 u ergaben ein 
Verhaltnis von Bogenstrahlung zu Quarzstrahlung, welches groBer als 
9:1 war. 


2, Dispersionssystem. 


Als dispergierendes Element kommt fiir den vorliegenden Spektral- 
bereich nur ein Beugungsgitter in Frage; um die groBtmédgliche Aus- 
nutzung der vorhandenen Strahlungsleistung zu erhalten, wurde das 
Echelette-Reflexionsgitter gewahlt. Die Aufstellung erfolgte als Mono- 
chromator mit konstantem, von Null verschiedenem Ablenkwinkel. 


Die Vorteile dieser Anordnung sind: Volle Ausnutzung der Gitter- 
flache (kein Mitteldurchbruch) und mechanisch einfache und sichere 
Wellenlangenanderung (nur das Gitter wird gedreht). Nachteilig ist die 


1 McCupBIn jr., T. K., u. W.M. Stnton: J. Opt. Soc. 40, 537 (1950). 

2 McCuBBIN jr., T. K., u. W. M. Sinton: J. Opt. Soc. AD AAS mi MOS2) 5 

3 Sinton, W.M., u. W.L. Davis: J. Opt. Soc. 44, 503 (1954). 

4 Meier, R.: Ann. Phys. 12, 26 (1953). 

5 Burrus, C. A., u. W. GorDy: Phys. Rev. 93, 897 (1954). 

6 DaHLKE, W.: Z. Physik 114, 672 (1939); 114, 205 (1939). — Krerrt, H., 
F. R6ssLER u. A. RUTTENAUER: Z. techn. Phys. 18, 20 (1937). 
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auBeraxiale Benutzung der beiden spharischen Spektrometerspiegel, 
doch wird der hierbei auftretende Komafehler in der benutzten symme- 
trischen Aufstellung weitgehend kompensiert?. 

Die erforderlichen Gitter wurden auf einer Frasbank halbautomatisch 
hergestellt, d.h. nur die jeweilige Verschiebung des spanabhebenden 
Diamanten um die Gitterkonstante erfolgte von Hand. Die zur Ver- 
fiigung stehende Frasbank begrenzte die Furchenlange und die Breite 
der Gitterflache auf je 215 mm. In Vorversuchen war festgestellt worden, 
daB sich die beste Oberflachenbeschaffenheit der reflektierenden Furchen- 
flache beim Schneiden in Schallplattenmatrizen® erzielen leB; Metalle 


Eintritts- , ae 
spalt Hg-Lampe 
= = Qe = 


1:06 


—— 


L225 ™mz- 


PF 


_ Bolometer 


Fig. 14. Strahlengang des Gitterspektrometers, 


erwiesen sich als weniger geeignet. Das leicht auftretende Ausbrechen 
des spréden Materials an den vorspringenden Kanten konnte am sicher- 
sten folgendermaBen vermieden werden: Erstens wurde immer nur die 
halbe Furchentiefe auf einmal abgehoben, zweitens zunachst nur jede 
zweite Furche geschnitten, und die fehlenden Furchen wurden erst an- 
schlieBend dazwischengelegt. Eine bemerkenswerte Verbesserung der 
Oberflache ergab sich dadurch, daB nach der Herstellung der Furchen- 
form (durch Abheben eines keilf6rmigen Spanes) noch ein etwa 4/459) mm 
dicker Parallelspan von der reflektierenden Furchenflache abgenommen 
wurde. Nach dem Schneiden wurden die Gitter im Hochvakuum mit 
Aluminium bedampft. 

Die Wahl des Winkels zwischen Gitterebene und Furchenfliche 
(Furchenwinkel 6, Fig.1) erfolgte so, daB das nach der Beugungstheorie 
berechnete Maximum der ausgenutzten Intensitat (erster Ordnung) etwa 
mit der Glanzwinkelstellung (geometrische Reflexion an der Furchen- 
flache) des Gitters zusammenfiel. Zur iiberlappenden Erfassung des 


1 CzERNY, M., u. A. F. TURNER: Z. Physik 61, 792 (1930). — CzERNy, M., u. 
V. PLettic: Z. Physik 63, 590 (1930). 

» Diese Schallplattenmatrizen bestehen aus einem Schellack-Wachs-Gemisch 
und haben eine Dicke von 3 cm. 
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interessierenden Spektralbereiches wurden Gitter mit den Gitter- 
konstanten d=312,5u, 625,0u, 833,3 u, 1250,0u, 1666,7u und 2500,0u 
und mit einem Furchenwinkel 6 = 20° hergestellt. 

Die von diesen Gittern bei dem benutzten Ablenkwinkel Ee Rs 
jeweils in die Spektren der Ordnungen h=1, 2 und 0 reflektierte Inten- 
sitat zeigt Fig. 2. Die Kurven sind aus der Intensititsformel berechnet, 
die die skalare KircHHOFFsche Beugungstheorie fiir das Echelette- 
Gitter liefert?. | =— Wellenlénge/Gitterkonstente 

Der Zusammenhang zwischen [Sn MAT re ae A O8 
den um den Winkel o abgelenkten dors 
und daher durch den Austrittsspalt 
fallenden Wellenlangen 4 und dem 
Gitterdrehwinkel « ist: 


OF 


7. Ordnung 


s 
[~3} 


2d , 
A= ~* cos © sing. 
h 2 


Um nun bei der Registrierung der 
Spektren auf einem linear mit der 
Zeit ablaufenden Papierstreifen 
eine lineare A-Skala zu erhalten, 


2. Ordnung 


relative Intensitat 1/Tq,—- 


0. Ordnung 


; : : a=0° 

ist es notwendig, die Drehung des , 

Gitters durch einen Mechanismus WT en cs ET a a 
vorzunehmen, welcher sin « linear -— 4d 


s ° x ‘ Fig. 2. Intensitatsverlauf im Spektrum erster, zwei- 
Tat der Zeit verandert. Ein solches ter und nullter Ordnung eines Echelette-Gitters 
Sinusgetriebe entsteht aus der bei mit 6=20° und 9 =25,3°. 


Spektrometern haufig benutzten 

Tangensschraube, wenn man die Lange des an der Gitterachse an- 
greifenden Hebelarmes konstant halt. Hierzu wird das freie Ende dieses 
Hebels in einer Schlittenfithrung senkrecht zur Achse der Antriebs- 
spindel beweglich gelagert. Man erhalt damit eine strenge Sinusbe- 
wegung fiir Winkel «=0° bis «=-+90° (bei 90° wird allerdings das 
Drehmoment Null). 

Aus der Formel fiir A(«) folgt fiir das Auflosungsvermégen 4/4 A= 
tg a/Ma, wobei Aa der iiblicherweise der halben Spaltweite s/2 ent- 
sprechende Winkelbereich ist; fiir Spektrometerspiegel der Brennweite f 
ist also Aa=s/2f und daher 


(Die praktisch erreichten Werte hiervon liegen noch etwa um den Fak- 
tor 10 unter dem theoretischen Auflésungsvermégen der verwendeten 
Gitter.) Wie man sieht, nimmt bei festen Spalten A mit « zu; sinnvoller 
ist es oft, A in einem Spektrum konstant zu halten. Hierzu miBte s 


1 SOMMERFELD, A.: Vorlesungen iiber theoretische Physik IV (Optik). 
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nach einer Funktion s =c, - tg « verstellt werden. Da « schon nach einer 
Funktion sin «=c,-¢ ablauft, miiBte also s=c,- tg (arc sin ¢,- ¢) sein. 
Da es aber nicht auf die genaue Konstanthaltung von A ankommt, und 
in dem benutzbaren Bereich (« kleiner 40°, s. Fig. 2) Sinus und Tangens 
noch nicht allzusehr voneinander abweichen, gentigt es, s=c3-t zu 
setzen, die Spalte also durch eine Spindel konstanter Drehzahl zu 6ffnen. 
Dies bringt auBerdem noch den Vorteil einer Abmilderung des ziemlich 
raschen Intensitatsabfalles im Spektrum erster Ordnung nach langeren 
Wellen hin (Fig. 2). Eine entsprechende Vorrichtung wurde angebracht 
und kann im Bedarfsfalle eingeschaltet werden. 


3. Filterkombinationen. 


Bei der Benutzung von Echelette-Gittern im vorliegenden Spektral- 
gebiet ist bei Verwendung von thermischem Strahler und Empfanger 
eine zusatzliche Filterung notwendig, da in die Richtung der benutzten 
ersten Ordnung auch die wesentlich intensiveren ktirzeren Wellen in 
hdherer Ordnung gebeugt werden. 

Bei der Messung befindet sich 0,5 bzw. 1mm kristalliner Quarz als 
VerschluBfenster des Empfangers im Strahlengang und verhindert da- 
mit, daB Strahlung etwa des Bereiches 5 bis 304 empfangen wird. Im 
iibrigen haben sich folgende Filterkombinationen als giinstig erwiesen: 

Bereich 125 bis 350p. (Gitter 312,5 uw): 1mm geschmolzener Quarz, 
2mm Paraffin-Ru8-Gemisch, nullte Ordnung Echelette-Gitter 211 u. 

Bereich 250 bis 700u (Gitter 625,04): 1mm Polyurethan!, 2mm 
Paraffin-RuB-Gemisch, nullte Ordnung Echelette-Gitter 211 u. 

Bereich 350 bis 950u (Gitter 833,3 u): 1mm Vinidur?, 2mm Pa- 
raffin-RuB-Gemisch, nullte Ordnung Echelette-Gitter 625 u. 

Bereich 500 bis 1400 (Gitter 1250,0 4): 2mm Vinidur, 2mm Pa- 
raffin-Ru8-Gemisch, nullte Ordnung Echelette-Gitter 625 wu. 


4. Empfanger. 


Zur Umwandlung der modulierten Strahlung in eine Wechsel- 
spannung wurden tragheitsarme Bolometer nach CzERNy, KoFInK, 
LipPErT® benutzt. Es handelt sich hierbei um auf Zaponlackhautchen 
aufgedampfte Bi-Schichten in der sog. ,,WOLTERSDORFF-Dicke‘‘ ohne 
zusatzliche Schwarzungsmittel, die sich unter einem solchen Vakuum 
befinden, daB die Empfindlichkeit bei der Modulationsfrequenz (12,5 Hz) 
gerade maximal wird (etwa 0,03 Torr). Die Strahlung tritt durch eine 
diinne Kalotte aus kristallinem Quarz in das Bolometergehduse ein. 


1 Polyurethan U,, Farbenfabriken Bayer, Leverkusen. 
® Vinidur (Polyvinylchlorid), Badische Anilin- und Sodafabrik, Ludwigshafen. 
3 CzERNY, M., W. Korink u. W. Lippert: Ann. Phys. 8, 65 (1951) 
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Giinstigstes Signal-Rausch-Verhiltnis erreicht man, wenn der Aus- 
trittsspalt des Spektrometers gerade so abgebildet wird, daB er den 
absorbierenden Bi-Streifen ausleuchtet. Zur Anpassung an verschiedene 
Spaltbreiten werden daher folgende Bolometer verwendet: 


Empfangsflache Schichtwiderstand Dicke des kristallinen 


| Quarzfensters 
0,6 X 6mm? 2 tO) 0,5 mm 
1,5 6mm? 0,9 kQ 0,5 mm 
3 <*10mm2? 0,8 kQ 1 mm 
6 x*12mm? 0,5 kQ 1 mm 


5. Gesamtstrahlengang. 


Der optische Aufbau des Spektrometers ist in Fig. 1 dargestellt. 
Es wurde bewuBt auf die in den meisten Konstruktionen verwendete 
Quarzlinsenmethode verzichtet zugunsten eines Aufbaues, der mit 
sichtbarer Strahlung justierbar ist. AuBerdem sind die von der Strah- 
lung durchsetzten Quarzschichten bei einer Linse sehr unterschiedlich, 
so daB beziiglich der Absorptionswirkung der Quarzlinsenmethode der 
an sich steile Anstieg der Durchlassigkeit von kristallinem Quarz im 
langwelligen Ultrarot im Effekt abgeflacht wird. 

Die Hg-Lampe als Strahlungsquelle wird koaxial von einem 1 :0,6- 
Parabolspiegel (25 cm @) etwa vierfach vergroBert in der Eintrittsspalt- 
Ebene des Spektrometers abgebildet. Dies hat zur Folge, daB auf den 
Spalt lediglich das vergréBerte Bild des stark kontrahierten Bogens zu 
liegen kommt, womit man gemaB der Ergebnisse von DAHLKE! ein 
Optimum des Verhialtnisses von Bogenstrahlung zu Quarzstrahlung er- 
halt. Ein Metallmodulator — fiir den kurzwelligsten Teil auch ein diinner 
Glasmodulator —, der auf der Achse eines Synchronmotors angebracht 
ist, unterbricht die Strahlung vor dem Eintrittsspalt mit einer Frequenz 
von 12,5 Hz. 

Im Spektrometerteil kommen der GittergréBe entsprechend sphari- 
sche 20 cm-Spiegel vom Offnungsverhiltnis 1:3 zur Anwendung, die, 
wie schon erwahnt, in der benutzten Anordnung zusammen mit der 
Reflexion am Echelette-Gitter eine weitgehende Kompensation des 
Komafehlers bedingen?. 

Hinter dem Austrittsspalt sind zwei Reflexionsstelien angeordnet, 
wobei die dem Austrittsspalt nachstliegende fiir Vorfilterung durch 
Echelette-Gitter in nullter Ordnung? oder fiir Reststrahlplatten gedacht 


1 DAHLKE, W.: Z. Physik 114, 672 (1939); 114, 205 (1939). 

2 CzErny, M., u. A. F. TURNER: Z. Physik 61, 792 (1930). — CzERNY, M., u. 
V. Prettic: Z. Physik 63, 590 (1930). 

8.WauitE, J.U.: J- Opt. Soe: 37, 713 (1947). 
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ist. Die Spalthéhen betragen 60mm, die Breiten maximal 30 mm. 
Dadurch kommt man hinter dem Austrittsspalt mit Reststrahlplatten 
oder Gittern der GréBe 60 x 80 mm? aus. Ein spharischer 25 cm-Spiegel 
vom Offnungsverhaltnis 1:0,5 vermittelt eine fiinffach verkleinerte Ab- 
bildung des Austrittsspaltes auf den Empfanger. 


Absorptionskiivetten bis etwa 10 cm Lange kénnen hinter dem Ein- 
trittsspalt oder vor dem Austrittsspalt eingesetzt werden. 20 cm- 
Kiivetten werden zwischen Bolometer und letztem Umlenkspiegel ein- 
gesetzt. 

Das gesamte Instrument ist mit Hilfe von Zei®-Schienen auf eine 
45mm dicke Schieferplatte fest aufmontiert. Strahlerteil, Spektro- 
meterteil und Empfangerteil sind in der in Fig. 1 angedeuteten Weise 
durch geschwarzte Blechgehause strahlungsmaBig gegeneinander abge- 
schirmt. 


6. Verstirkung und Registrierung. 

Da es sich um die Messung von Energien an der Grenze der Nachweis- 
moglichkeit handelt, war der entscheidende Gesichtspunkt fiir die Aus- 
wahl und Durchbildung des benutzten MeBverfahrens die Verringerung 
des Einflusses folgender Stérenergiequellen: a) Die durch den nicht- 
selektiven Empfanger mit aufgenommene Temperaturstrahlung der 
Bestandteile der MeBanordnung. b) Das Warmerauschen des Empfanger- 
widerstandes. c) Schrot- und Funkeleffekt der erforderlichen Ver- 
starkerrohren. d) Durch Influenz oder Induktion in den Verstarker ein- 
gekoppelte St6rungen durch die elektrischen Gerate in der Umgebung. 

Mit Ausnahme des Widerstandsrauschens im Empfanger lassen sich 
diese Stérungen prinzipiell durch folgende Ma8nahmen ausschalten: 
Durch die Modulation der Mefstrahlung vor dem Eintrittsspalt des 
Spektrometers und die ausschlieBliche Verstéarkung der Wechselkompo- 
nenten der vom Empfanger abgegebenen Spannung wird die Wirkung 
jeder unmodulierten Stérstrahlung eliminiert. Die Rohrenrauscheffekte 
lassen sich dadurch in eine bedeutungslose Rolle drangen, daB man den 
Widerstand des Empfangers soweit hochtransformiert, daB er iiber dem 
aquivalenten Rauschwiderstand der Eingangsréhre liegt. Selbstver- 
standlich wird man hier einen R6hrentyp benutzen, der einen niedrigen 
aquivalenten Rauschwiderstand besitzt. Von den Stérfeldern elektri- 
scher Gerate lassen sich alle elektrischen sowie hochfrequente magne- 
tische Felder durch gutleitende Metallhiillen restlos abschirmen. Es laBt 
sich jedoch trotz mehrfachem Mu-Metallpanzer nicht vermeiden, daB 
netzfrequente Magnetfelder in dem zur Rauschanpassung erforderlichen 
Eingangstransformator Stérspannungen induzieren. Man kann aber den 
Verstarker fiir die Modulationsfrequenz selektiv machen und damit diese 
Stérspannungen eliminieren. Die Abschirmung des Eingangstransfor- 
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mators mu8 dann lediglich die nichtselektive erste Verstarkerstufe gegen 
Ubersteuerung durch die Stérspannungen schiitzen. 

Das Widerstandsrauschen des Empfangers bewirkt nun in folgender 
Weise die Begrenzung der in gegebener Zeit erreichbaren MeBgenauig- 
keit: Die Anderung der mit der Frequenz v9 modulierten Strahlungs- 
intensitét beim Durchlaufen z.B. einer Absorptionslinie macht sich 
dadurch bemerkbar, daB die von der Strahlung im Empfanger erzeugte 
Spannung der Modulationsfrequenz y) ihrerseits eine Modulation er- 
fahrt. Um eine solche amplitudenmodulierte Spannung verstirken zu 
kénnen, mu der Verstarker um 7, herum mindestens eine Bandbreite 
2: dy haben, wenn dy die héchste mit merklichem Anteil enthaltene 
Komponente im FourtER-Spektrum der mit gegebener Geschwindigkeit 
durchlaufenen Absorptionslinie ist. Die amplitudenmodulierte Spannung 
muB nach hinreichender Verstaérkung durch einen linearen Gleich- 
richter demoduliert und der Momentanwert der hierdurch gewonnenen 
Modulationsspannung gemessen bzw. registriert werden. Die auf den 
Gleichrichter folgende MeBschaltung muB dann mindestens die bei » =0 
beginnende Bandbreite dy besitzen. Es werde angenommen, da8 diese 
Mindestbandbreiten sowohl vor als auch hinter dem Gleichrichter gerade 
realisiert seien. Vom Rausch des Strahlungsempfangers werden nun 
diejenigen Frequenzkomponenten, die in das Intervall »)-+ dy fallen, 
mitverstarkt. Da sie additiv mit dem Signal auftreten, werden sie vom 
Gleichrichter ebenso demodulhert, wie das Signal selbst. Wahrend ihr 
konstanter Anteil lediglich eine Nullpunktsverschiebung in der Anzeige 
des Momentanwertes der Modulationsspannung bewirkt, tritt der in die 
Bandbreite dy fallende Anteil ihres Schwankungsspektrums mit der zu 
messenden Anderung des Momentanwertes der Modulationsspannung in 
Konkurrenz. Da das Signal bei konstanter Strahlungsintensitat rein 
monochromatisch ist, die Rauschkomponenten aber nur bei endlicher 
spektraler Breite eine endliche Leistung abgeben, so lat sich das Signal- 
Rausch-Verhaltnis durch Verringerung der Brandbreite dy (und damit 
der anwendbaren Registriergeschwindigkeit) beliebig gro machen und 
umgekehrt. 

Die genannten Gesichtspunkte wurden unter Verwendung frther 
gemachter Erfahrungen? in folgender Weise berticksichtigt : 

a) Modulationsfrequenz: Da es praktisch kaum moglich ist, den 
Empfangerwiderstand so hoch zu transformieren, daB der Funkeleffekt 
der ersten Verstirkerrohre ganz tiberdeckt wird, das Funkelrauschen aber 
im wesentlichen aus niederfrequenten Komponenten besteht, ware es 
giinstig, vy entsprechend groB zu machen. Die Tragheit der thermischen 


1 In unserem vorliegenden Falle handelt es sich um Werte von Ov in der GréBen- 


ordnung von 0,01 Hz. 
2 GENZEL, L., u. N. NEuRoTH: Z, Physik 134, 127 (1953). 
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Empfinger erlaubt dies jedoch nicht, man mu vielmehr v9 unterhalb 
von etwa 50 Hz wahlen, um nicht zu sehr an Empfindlichkeit zu ver- 
lieren. Ein Tragerfrequenzverfahren, welches den EinfluB des Funkel- 
effektes vermeiden wiirde, ist hier nicht mit Vorteil anwendbar, da sich 
die erforderlichen geringen Bandbreiten dabei nicht erreichen lassen. 
Da man zur einfachen Konstanthaltung von vy den Modulator am besten 
mit einem Synchronmotor betreibt, aber 50 Hz selbst sowie die beiden 
ersten Subharmonischen vermieden werden sollten, ergab sich so eine 
Modulationsfrequenz von v,=12,5 Hz. Die Betrachtung tuber die 
Mindestbandbreite des MeBverstarkers setzte voraus, daB v9 absolut 


Modulierte i SSUNgS : elektver nearer ee Registrier- 
I annungs- ‘Arh elstungs - p 
Strahlung POMEL trafo — RO MNNG’  Gleichrichter er vor Instrumen 


Optimale Bandbreite Optimale Bandbreite 
VWy-OVSVEVg+OV O<sv<dv 


Fig. 3. Blockschaltbild des MeBverstarkers. 


konstant ist. Bei der geringsten praktisch erreichten Bandbreite be- 
deutet dies eine Konstanz auf 10-4. Da das Netz eine so hohe Frequenz- 
konstanz nicht besitzt, ist es erforderlich, bei derartigen Messungen den 
Modulatormotor z.B. durch einen Stimmgabelgenerator zu speisen. 


b) Registriergeschwindigkeit: Um einen absoluten Gleichlauf von 
Registrierstreifen, Gitterdrehung und gegebenenfalls Spaltverstellung 
sicherzustellen, werden drei selbstanlaufende Synchronmotoren ver- 
wendet. Zur Anpassung der Registriergeschwindigkeit an die vorhandene 
Strahlungsintensitat und Absorptionsliniendichte arbeitet jeder Motor 
tiber ein Schaltgetriebe. 


c) Schaltung des MeBverstarkers: Das Blockschaltbild des MeB- 
verstarkers zeigt Fig. 3. Die Selektivitat der Verstarker wurde folgender- 
maBen erreicht: Der Spannungsverstarker ist ein siebenstufiger RC- 
Breitbandverstarker, bei dem in fiinf Stufen alle Frequenzen auBer 
¥g9=12,5 Hz mit Hilfe der bekannten RC-Briickenglieder! sehr stark 
gegengekoppelt sind, und der ferner eine zusdtzliche 50 Hz-Sperre ent- 
halt. Er zerfallt in einen Vor- und einen Nachverstarker; zur Messung 
bei groBer Intensitat, z.B. bei der Justierung des Spektrometers, geniigt 
der 4stufige Vorverstarker allein. Als Eingangsréhre mit niedrigem 
Funkeleffekt wurde auf Grund von Vergleichsversuchen die EF 14 ge- 
wahlt. Die geringste erzielte Bandbreite dieses Verstarkers war 0,1 Hz. 


Der Leistungsverstarker ist ein Réhrenvoltmeter in Kompensations- 
schaltung, in dessen hochohmigem Gitterkreis sich mit ertraglichen 


1 PrePLow, H.: Arch. techn. Messen Z, 423 (1951). 


Ko 
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C-Werten hohe Zeitkonstanten erreichen lassen. Zur Herstellung ex- 
tremer Werte (z.B. 400 sec) wurde an dieser Stelle eine zusitzliche 
Rohre als Kapazitatsverstarker benutzt!. Mit dieser Schaltung lieB 
sich die Bandbreite des Leistungsverstirkers nahezu beliebig klein 
machen ?. : 


C. Rotationsspektren des H,O. 


Die Spektren des Wasserdampfes ergeben sich, wenn man keine MaB- 
nahmen ergreift, um die Luftfeuchtigkeit langs des Strahlenganges des 
Spektrometers zu beseitigen. P,O,-Trocknung in den einigermaBen 
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Fig. 4. H,O-Rotationsspektrum von 140 bis 320u. Spaltbreite s=8mm. Registrierdauer 2)40m, 


Zeitkonstante 100 sec. 


dichten Abschirmgehausen ist nicht in der Lage, die H,O-Absorption 
soweit zu vermindern, daB sie bei anderen Messungen nicht mehr st6ért. 
Es ist daher zur Zeit ein Kessel im Bau, welcher das gesamte Spektro- 
meter unter Vakuum setzen kann. 

Die in den Fig. 4—8 wiedergegebenen Wasserdampfspektren sind die 
Grundspektren der Apparatur, d.h. die Absorption erfolgt nur durch 
den normalen Feuchtigkeitsgehalt der Zimmerluft. 

Die Fig. 7 und 8 unterscheiden sich lediglich durch die verwendete 
Zeitkonstante und damit in der elektrischen Bandbreite. Da die fiir die 
Messung zur Verfiigung stehende Strahlungsenergie in beiden Fallen 
gleich war, wird die Wirkung der Verringerung der Bandbreite durch 
erhohte Zeitkonstante deutlich. 


1 Extmore, W. C., u. M. SAnps: Electronics, Experimental Techniques, National 


Nuclear Energy Series, McGraw-Hill 1949. 

2 Um technische Einzelheiten nicht iiberhandnehmen zu lassen, wurde auf eine 
explizite Wiedergabe der Schaltbilder verzichtet. Wir sind gerne bereit, Inter- 
essenten diese Schaltungen zukommen zu lassen. 

39" 
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Bei der Beurtcilung der Intensitatsverhaltnisse innerhalb eines 
Spektrums ist zu beriicksichtigen, daB die auf den Empfanger gelangende 
Intensitat durch Uberlagerung von Strahlercharakteristik, Gitter- 
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Fig. 5. H,O?Rotationsspektrum von 250 bis 650. Spaltbreite s=9mm. Registrierdauer 2h 50m, 
Zeitkonstante 200 sec. 


charakteristik, Durchlassigkeit der benutzten Filterkombination und 
Absorption des Wasserdampfes entsteht. Dabei modifiziert die Gitter- 
charakteristik geméi8B Fig.2 die spektrale Intensitatsverteilung am 


starksten. 


=— Absorption 


800 700 600 500 400 300 
=— Wellenlange 


Fig. 6. H,O-Rotationsspektrum von 300 bis 830u. Spaltbreite s=20mm. Registrierdauer 2h 50m, 
Zeitkonstante 200 sec. 


Die in den Fig. 4—8 oben eingezeichneten Dreiecke geben die theo- 
retische Lage und mit ihrer Flache die relative Intensitat der starksten 
H,O-Linien wieder. Dabei wurde, wie vielfach iiblich, der Spitzen- 
winkel der Dreiecke konstant gehalten und so gewahlt, daB er bei der 
benutzten Spaltbreite eine einigermafen aquivalente Wiedergabe der 


Spektraluntersuchungen bei 1 mm Wellenlange. I. 589 


registrierten Linien verursacht. Die oberhalb der Dreiecke eingezeich- 
neten Striche sollen die Lage aller aus dem bekannten Termschema! 


des H,O herauslesbaren Linien wiedergeben. 
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H.O-Rotationsspektrum von 400 bis 1400u. Spaltbreite s=27 mm. Registrierdauer 3) 40™, 


Pig: 7. 
Zeitkonstante 200 sec. 


Die Genauigkeit der Wellenlangenmessungen von Absorptionslinien 
wurde durch den Rauschuntergrund begrenzt und betrug im Mittel etwa 
+3 ) der jeweiligen Wellenlange. Bei kiirzeren Wellen sind natur- 


gemaB die Messungen etwas genauer. 
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Fig. 8. H,O-Rotationsspektrum von 440 bis 1400p. Spaltbreite s =27 mm. Registrierdauer 3 30™, 
Zeitkonstante 400 sec. 


Es scheint uns in diesem Zusammenhang niitzlich zu sein, eine 
méglichst vollstandige Tabelle der zu erwartenden H,O-Linien oberhalb 


1 RANDALL, H.M., D.M. Dennison, N. GinsBuRG u. L. R. WEBER: Phys. 
Rev. 52, 160 (1937). — Kine, G. W., R. M. Harner u. P. C. Cross: Phys. Rev. 71, 
433 (1947). — LanDoLt-BérnstEIn: Atom- und Molekularphysik, Teil 2, Mole- 


keln I, S. 334 (R. MECKE). 
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400 p. wiederzugeben, welche aus dem Termschema bis zu Ubergangen 
mit J = 11 einschlieBlich herauslesbar sind. 


Tabelle 1. Labelle dey Rotationslinien des H,O oberhalb 100 q. 


Fre- 
quenz Ubergang 
(\oatgmeen | 


i li ibire-5 see 
Mere quenz | Ubergang 


em | 


Fre- 7 
quenz Ubergang 
(chong | 


Wellen- 
lange wu 


Wellen- 
lange w | 


100,9 | 99,11) 4-3— 5-3 | 148.4 | 67,42 | 5ig—6-4 | 252,6| 39,60 18145 
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AMOK |) ters cd8y | WO — ONE) Hens || Suipaeb || Sy = (Sen 360,0 27,80 | 9-,— 8 5 
116,885.75 | 7ap— Oxy | 174.9) | 57,201) 421— 525, | 398:35)-25) 14 oon 
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WAG y | Sulebl | Cen OS Nolita | Seb |) i Os | PoLeO.)| Keo 4) Gg Sn 
425.7 |:79,64 | 35—4-4 | 190;8 | 52,48) Gyg—7e_ |:604,0 | 16,63") ue seom 
126,3 | 79,48 | 8) —S=. 1O45S 1 545300) Sagi Oy 6d psa 625 625 76 
126,8 | 78,91 | 35 —3 5 | 197,3 | 50,64 |114,—10,, |] 636,8 | 15,71 444—5o 
128,0 | 78,14 | 7-,—7_s | 210,5 | 47,49 |10_,—9 5 | 643,5 | 15,54 | 54g — O49 
12950) 177,503) 92) — 923 | 241374) 40,905 | Sea 57 O79, 2 aS aa een 
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Bei verschiedenen Absorptionsstellen der wiedergegebenen Spektren 
ist bis jetzt noch keine Zuordnung zu bekannten Linien méglich. Das 
betrifft insbesondere die Absorption bei 290, 430 und 610 u. Verschiedene 
andere sind ihrer Zuordnung nach deshalb unsicher, weil fiir die mit 
ihnen koinzidierenden Linien die relative Intensitait bisher noch nicht 
berechnet wurde. Darunter fallen die Streifen bei 227,5, 360, 480, 
600 bis 690 und 795y. Man kénnte daran denken, diese zum Teil 
sehr schwachen Absorptionsstellen einem Resteinflu8 des Spektrums 
2. Ordnung zuzuschreiben. Dabei ist beachtenswert, daB ein grofer 
Teil der angefiihrten Absorptionsstellen auch in den Spektren von 
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McCuBBIN und Sinton! auftraten, obwohl dort zum Teil von der 
unseren sehr verschiedene Vorfilterung benutzt wurde. Beziiglich der 
Absorption bei 228,5u, die McCuBBIN und SINTON als zweite Ordnung 
deuten, sind alle Versuche fehlgeschlagen, diese durch sehr gesteigerte 
Vorfilterung fortzuschaffen oder auch nur abzuschwiichen. 


Die Durchfiihrung der Arbeit wurde durch Mittel erméglicht, die 
uns die Deutsche Forschungsgemeinschaft dankenswerterweise zur Ver- 
fligung gestellt hat. Herrn Professor Dr. M. CzERNy méchten wir fiir 
seinen standigen férdernden Rat und die groBziigige Uberlassung von 
experimentellen Mitteln herzlich danken. Unser weiterer Dank gebiihrt 
Herrn Dipl.-Phys. G. GRAVE fiir die ausgezeichnete Bolometerherstel- 
lung, der Institutswerkstatt unter Leitung von Herrn N. NINGLER fiir 
die hervorragende mechanische Ausfiihrung des Spektrometers sowie 
Herrn Dipl.-Phys. G. HEILMANN fiir den Bau eines Stimmgabelgenerators. 


Frankfurt a.M., Physikalisches Institut der Universitat. 


1 McCusein jr., THe, u. W. M. Stnron: J. Opt. Soc. 42, 143 (11952). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 592—598 (1954). 


Spektraluntersuchungen im Gebiet 
um 1mm Wellenlange. 
II. Die Rotationsspektren von HCN und H,S. 
Von 
Lupwic GENZEL und WILFRIED ECKHARDT. 
Mit 6 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 26. August 1954.) 
Mit Hilfe des in einer vorangehenden Arbeit! beschriebenen Gitterspektrometers 
wird ein Teil des HCN-Rotationsspektrums im Wellenlangengebiet 250 bis 700 u und 
des H,S-Rotationsspektrums im Gebiet 300 bis 1300 aufgenommen. Die Lage 
der gefundenen HCN-Linien stimmt innerhalb der MeBgenauigkeit von etwa 
-++5°/j) mit den theoretisch erwarteten Werten iiberein. Beim H,S-Spektrum wird 


ein gewisser Anschlu8 an das Mikrowellengebiet durch die Linie 990 py erreicht. 
Weitere H,S-Absorptionsstellen werden neu angegeben. 


A. Einleitung. 


In einer vorangehenden Arbeit! haben wir die Konstruktion eines 
registrierenden Gitterspektrometers fiir den Bereich des gesamten lang- 
welligen Ultrarot beschrieben und an Hand der Grundspektren (H,O- 
Rotationsspektren) dessen Leistungsfahigkeit dargetan. Es war nun zur 
weiteren Priifung des Gerates wiinschenswert, ein médglichst einfaches 
und gut vorausberechenbares Rotationsspektrum aufzunehmen, welches 
zudem noch in dem gesamten der Messung zuganglichen Spektralgebiet 
genugend viele Linien aufweist. In dieser Hinsicht liegt HCN-Gas mit 
am gtinstigsten. Das HCN ist unter den mehratomigen linearen Mole- 
kulen dasjenige mit dem geringsten Tragheitsmoment?. Die ersten zehn 
Rotationslinien liegen gerade etwa zwischen 0,3 und 3 mm Wellenlange 
und sind damit fiir Test-Spektren in diesem Ubergangsgebiet zwischen 
Ultrarot und Mikrowellen besonders geeignet. Die vorliegende Arbeit 
bringt Registrierungen der HCN-Linien zwischen J =4 und J =11, in 
einer spater folgenden sollen auch die Linien mit niedrigeren J-Werten 
aufgenommen werden. Aus Messungen im Rotationsschwingungsspek- 
trum® sind die Rotationskonstanten B und D mit einer Genauigkeit be- 


kannt, die im Augenblick im vorliegenden Spektralbereich noch nicht 
ganz erreicht werden kann. 


+ GENZEL, L., u. W. Ecknarpr: Z. Physik 139, 578 (1954). 


* HERZBERG, G.: Infrared and RAMAN Spectra of polyatomic molecules. Van 
Nostrand 1949. 


3 HERZBERG, G., u. J. W. T. Spinks: Proc. Roy. Soc. Lond. 147, 434 (1934). 
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HS, das andere hier untersuchte Gas, ist wie H,O ein asymmetrischer 
Rotator, hat also ein sehr linienreiches und kompliziertes Rotations- 
spektrum, das aber vermége der gréBeren Masse des Schwefels gegentiber 
dem Sauerstoff bis weit ins Mikrowellengebiet hineinreicht. So besitzt 
es eine Reihe kraftiger Linien zwischen 1 und 2mm Wellenlinge, wie 
Kinc, HAINER und Cross! auf Grund friiherer Rechnungen aus der 
Analyse des Rotationsschwingungsspektrums? voraussagen konnten. Es 
gelang in der Tat auch kiirzlich Burrus und Gorpy%, eine der voraus- 
gesagten Linien bei 1,383 mm zu finden und deren Lage mit auBer- 
ordentlcher Genauigkeit zu messen. 


B. Kiivetten. 

Im allgemeinen wird man das zu untersuchende Gas zur Einbringung 
in den Strahlengang des Spektrometers in eine Kiivette fiillen, von der 
folgende Eigenschaften gefordert werden miissen: Die Abschlu8fenster 
sollen fiir die MeBstrahlung méglichst geringe und nichtselektive Ab- 
sorptions- und Reflexionsverluste verursachen; das Material der Fenster 
und der Innenwande soll nicht nur chemisch indifferent gegen das Fiillgas 
sein, sondern das Gas soll sich auch moéglichst nicht darin lésen oder 
hindurchdiffundieren kénnen; die Kiivette soll einem geringen inneren 
Uberdruck standhalten und solchen Querschnitt haben, daB sie im 
Strahlengang nicht als Blende wirkt. Diese Forderungen werden von 
folgender Konstruktion weitgehend erfiillt: Ein Messingrohr ist an beiden 
Enden mit Gewinde zum Aufschrauben von Uberwurfmuttern versehen. 
Diese Muttern pressen die Fensterplatten gasdicht gegen die gerillten 
Endflachen des Rohres. In zwei angelotete Stutzen sind Glashahne z. B. 
mittels Picein eingekittet*. Die innere Oberflache des Messingrohres 
ist véllig mit Paraffin iberzogen. Als Fenstermaterial hat sich im vor- 
liegenden Spektralgebiet Lupolen® von etwa 1 bis 3mm Dicke wegen 
seiner ausgezeichneten Strahlungsdurchlassigkeit, seiner geringen Refle- 
xionsverluste sowie seiner chemischen Indifferenz am besten bewahrt. 
Es wurde jedoch eine schwache Diffusion von H,S durch dieses Material 
hindurch festgestellt, die aber die Messungen nicht beeintrachtigt hat. 


C. HCN-Spektrum. 


Die Herstellung des HCN erfolgte durch Eintropfen von wabriger 
NaCN-Lésung in H,SO,. Nach anschlieBender Trocknung mittels konz. 


1 Kine, G. W., R. M. Harner u. P.C. Cross: Phys. Rev. 71, 433 (1947). 

22CrMWwHRORD) jie balee ue. CaCRoss;, Je Chem Phys) ‘9, 621 (1937). — 
Gross ee Ca Phy sm Neves it 1935) 

3 Burrus jr., C. A., u. W. Gorpy: Phys. Rev. 92, 274 (1953). 

4 Araldit-Kittung ist gegeniiber HCN-Einwirkung unbestandig. 

5 Lupolen ist ein Polyaéthylen der Badischen Anilin- und Sodafabrik, Ludwigs- 


hafen. 
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H,SO, und CaCl, wurde das Gas in die Kuivette eingeleitet. Dabei 
wurde die gesamte Apparatur im Wasserbad auf etwa 50° C gehalten, 
um Kondensation des HCN-Gases (Siedepunkt 26,5° C) zu verhindern. 
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Fig. 1. HCN-Rotationsspektrum im Gebiet 250 bis 580u. Spaltbreite s=15 mm, Registrierdauer 2420™, 
Zeitkonstante 200sec. 10 cm-Ktivette HCN. 


Da die Aufnahme des HCN-Spektrums zunachst nur zur Verifizierung 
der theoretischen Lage der Rotationslinien dienen sollte, wurde der Gas- 
druck in der Kiivette nicht gemessen, sondern nur auf Grund der 
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Fig. 2. HCN-Rotationsspektrum im Gebiet 270 bis 730u. Spaltbreite s=15 mm. Registrierdauer 2420m, 
Zeitkonstante 200sec. 10 cm-Kiivette HCN. 


Absorptionsstarke gewahlt. Fiir weitere Messungen ist vorgesehen, den 
Gasdruck durch thermostatische Feinregulierung der Kiivettentempera- 
tur bei gesattigter Fiillung genau einzustellen. Wegen der hohen Giftig- 
keit des HCN sind hierbei jedoch entsprechende VorsichtsmaBnahmen 
erforderlich. 

Die Fig. 1 und 2 zeigen Beispiele fiir die erhaltenen Spektren zwischen 
250 und 700 p. Die Striche am oberen Rand der Figuren markieren die 
theoretische Lage der zu den beigeschriebenen /-Werten gehorigen 
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HCN-Linien, die berechneten Intensitaten sind durch die ausgezogenen 
Dreiecke angedeutet. Die gleichzeitig zu erwartenden H,O-Linien des 
Grundspektrums werden durch unterbrochene Dreiecke dargestellt. Wie 
man sieht, ist an allen erwarteten Stellen Absorption aufgetreten, jedoch 
sind die Linien J =5, 10 und 11 nicht von den benachbarten H,O-Linien 
getrennt. Eine wesentliche Verbesserung ist hier zu erwarten, wenn der 
im Bau befindliche Vakuumkessel zur Verfiigung steht. Tabelle 1 gibt 
eine Gegeniiberstellung der berechneten Lage der Linien (zugrunde geleg- 
ter Wert der Rotationskonstante B=1,4789 cm~) mit den Mittel- 
werten aus je zwei Spektrogrammen. Die aus diesen Registrierungen 
entnommenen Werte wichen im Mittel um + 5°/,, voneinander ab. In 
diese durch den Rauschuntergrund bedingte Schranke der MeBgenauig- 
keit fallen auch die Differenzen der gemessenen und berechneten Werte. 
Die Korrektion der Termwerte wegen der Zentrifugaldeformation ist 
kleiner als die MeBungenauigkeit und brauchte daher nicht beriick- 
sichtigt zu werden. 


Tabelle 1. Rotationslinien des HCN. 


Me A(pu) Exp. 4(u) Theoret. J A(u) Exp. A(u) Theoret. 
4 677 676,5 cS) 376 3/5;,9 
5 — 563,7 MS) Bou, 338,14 
6 485 483,7 10 (306) 307,6 
7 422 422,8 fif (282) 281,9 


D. H,S-Spektrum. 

Die Darstellung des H,S-Gases geschah in der iiblichen Weise durch 
Einwirkung von Salzsaéure auf Schwefeleisen. Vor dem Einleiten in die 
Kiivette wurde das Gas durch P,O, getrocknet. Es hat sich heraus- 
gestellt, daB fiir geniigend starke Absorption eine Kiivette von 10 cm 
Lange ausreicht, die bei Atmospharendruck durch Luftverdrangung voll- 
standig mit H,S-Gas gefiillt ist. Als AbschluBfenster der Kiivette dien- 
ten, wie schon erwadhnt, Platten aus 3 mm dickem Lupolen. 

Die Messung umfaBte die Spektralbereiche, wie sie mit den Echelette- 
Gittern 625, 833,3 und 1250 uw erhalten werden konnten, also etwa von 
300 bis 1400 pu. In den Fig. 3—6 sind Beispiele der erhaltenen Regi- 
strierungen wiedergegeben, wobei das Spektrogramm der Fig. 5 sich 
dahingehend von dem der Fig. 4 unterscheidet, da das sonst zur Vor- 
filterung benutzte Vinidur (1 mm, vgl. Arbeit I) hier fortgelassen wurde. 
Wie diesbeziigliche Registrierungen des Grundspektrums zeigten, 1st 
diese schwichere Vorfilterung (2mm Paraffin-RuB-Gemisch, nullte 
Ordnung Echelette-Gitter 625 ») knapp ausreichend, bringt aber dafir 
den Vorteil einer erheblichen Intensitatserhéhung mit sich. Im ubrigen 
wurden die aus Arbeit I ersichtlichen Filterkombinationen verwendet. 
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Fig. 3. H,S-Rotationsspektrum im Gebiet 300 bis 670u. Spaltbreite s=15mm., Registrierdauer 2h4om_ 
Zeitkonstante 200sec. 10cm-Ktivette H,S. 
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Fig. 4. H,S-Rotationsspektrum im Gebiet 300 bis 8004. Spaltbreite s = 20mm. Registrierdauer 2240. 
Zeitkonstante 200sec. 10cm-Kiivette H.S. 
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Fig. 5. H,S-Rotationsspektrum im Gebiet 300 bis 800 u. Spaltbreite s=15 mm. Registrierdauer 2h40m, 
Zeitkonstante 200sec. 10cm-Kiivette H,S. 
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Leider fallen wieder einige der intensivsten Rotationslinien des Hes 
in die Nahe der kraftigen H,O-Linien bei 398 und 538 u, so daB dort 
Erkennbarkeit und Messung erschwert werden. Trotzdem lieB sich auf 


Grund mehrerer Registrierungen auch dort eine eroBere Zahl von 
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Fig. 6. H,S-Rotationsspektrum im Gebiet 500 bis 1400. Spaltbreite s=27 mm. Registrierdauer 3210™, 
Zeitkonstante 400sec. 10cm-Ktvette H,S. 


Absorptionsstellen einigermafen reproduzierbar ausmessen, die dem H,S 
zageordnet werden miissen. In Tabelle 2 sind in der ersten Spalte alle 
aufgefundenen Absorptionsstreifen wiedergegeben; die mit einem Kreuz 
gekennzeichneten beanspruchen gréBere Sicherheit als die restlichen und 


Labelle 2. 


Rotationslinien des H,S. 


A(p) Exp. 


2 (2) Theoret. 


Zuordnung PAC 
A(u) Exp. 


Ubergang 


A (u) Theoret. 


Zuordnung 


Ubergang 
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stellen Mitelwerte aus je fiinf Registrierungen dar. Ihre Genauigkeit 
ergibt sich aus der Streuung der Messungen infolge des Rauschunter- 
grundes der Spektren und betragt etwa +-5°/o)!. Mit der zweiten und 
dritten Spalte der Tabelle 2 wird eine Zuordnung der Absorptionsstreifen 
zu den Rotationsiibergingen des Schwingungsgrundzustandes versucht, 
die man aus dem Termschema des H,S von CRAWFORD und Cross? her- 
auslesen kann. Danach darf man sagen, daB innerhalb der MeBgenauig- 
keit die Lage der erwarteten Linien bestatigt wird. Allerdings sind einige 
Liniengruppen offenbar nicht getrennt und treten lediglich durch ihren 
Absorptionsschwerpunkt in Erscheinung. Das ist insbesondere der Fall 
an den Stellen 535, 487, 446, 403 und 344 w. Andere Absorptionsstellen 
sind ersichtlich keinem H,S-Rotationstibergang zuzuordnen, so z. B. bei 
716 und 550 w. Auch hier erwarten wir eine Klarung und nicht unwesent- 
liche Steigerung der Genauigkeit bei der Evakuierung des Spektrometers. 


Fiir die freundliche Uberlassung der Lupolen- und Vinidurplatten 
danken wir der Badischen Anilin- und Sodafabrik, Ludwigshafen, und 
insbesondere Herrn Dr. W. BRUGEL. 


Frankfurt a. Main, Physikalisches Institut der Universitat. 


1 Die unter den Spektren eingezeichneten Wellenlangenskalen kénnen nur als 
roher Anhaltspunkt gewertet werden. 

2 CRAWFORD: jr., B. i, Ue Pi C/Cross: J. Chem. Phys. 5, 624 (1937)q0e= 
Cross PaGa Physa never dade a LOsiS)e 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 139, S. 5900—618 (1954). 


Einkristalle und pn-Schichtkristalle aus Silizium*. 
Von 
H. KLEINKNECHT und K. SEILER. 
Mit 17 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 17. Juli 1954.) 


Es wird ein Ofen zur Herstellung von Einkristallen und pm-Schichtkristallen nach 
dem CzoCHRALSKI-Verfahren beschrieben. Spektralanalysen und Widerstands- 
messungen erméglichen eine Abschatzung der Verunreinigungen und ihrer Ent- 
mischungskoeffizienten. Gleichstromkennlinien und Kapazitaéten der pn-Kristalle 
werden bei verschiedenen Temperaturen gemessen. Die Spannungsabhangigkeit 
der Kapazitat liefert ein lineares Stérstellenprofil. Die gemessenen Diffusions- 
spannungen sowie die Neigungen der FluBkennlinien entsprechen einer Abweichung 
der Tragerdichten am Sperrschichtrand vom BortzMaNnnschen Gesetz in der Form 
exp [U/(kT/e +14 mV)]. Die Sperrstréme weichen von der SHocKLEyschen pn- 
Theorie wesentlich ab: sie zeigen keine Sattigung, eine zu kleine Temperatur- 
abhangigkeit und sind mehr als drei GréS8enordnungen zu groB. Dies kann erklart 
werden durch die Annahme von Haftstellen, sog. Traps, die als Rekombinations- 
zentren im SHOCKLEY-READschen Sinne wirken. Man findet, daB dann die wirk- 
samen Trapniveaus 0,04 V oberhalb oder unterhalb der Bandmitte legen. Ein 
Anstieg der Kapazitat nach tiefen Frequenzen hin erméglicht eine Abschatzung 
fiir die Trapdichte zu ~ 6-10" cm~8 und fiir den Wirkungsquerschnitt der Traps 
Zi AO cme. 


1. Einlettung. 

In den letzten Jahren hat sich mehr und mehr das Germanium als 
ideales Beispiel fiir einen elektronischen Halbleiter herausgestellt. Ins- 
besondere die Untersuchungen an Germanium-Einkristallen waren so- 
wohl fiir die Erforschung der Festk6rpereigenschaften wie auch des 
Gleichrichterverhaltens von fn-Schichtkristallen bahnbrechend. Eine 
der besten Bestatigungen fiir die gewonnenen Vorstellungen war zweifel- 
los die Ubereinstimmung zwischen der Theorie von SHOCKLEY [25] und 
den Messungen an pm-Gleichrichtern aus Germanium. Es lag deshalb 
nahe, diese Vorstellungen auch an Silizium zu priifen. 

Auch im Hinblick auf die technische Anwendung, war es erstrebens- 
wert, Gleichrichter aus Silizium herzustellen, da Germanium bei er- 
hdhter Betriebstemperatur eigenleitend wird und seine Gleichrichter- und 
Transistoreigenschaften verliert (z. B. fiir 10 Qcm-Germanium bei 85°C), 
wahrend das fiir Silizium mit seinem gréBeren Bandabstand (1,12eV 


* Die vorliegende Arbeit ist die erweiterte Form einer Dissertationsarbeit von 
H.KieInKNEcuHT (Stuttgart, Juli 1953). Vorveréffentlichungen tber Teile aus 
§2, 3 und 4 erfolgten im Sommer 1952 [/6], [17] und aus §5, 6 und 7 am 1. 5. 54 
(Tagung der Physikalischen Gesellschaft, Stuttgart). 


600 H. KLEINKNECHT und K. SEILER: 


gegentiber 0,75eV) erst bei héheren Temperaturen eintritt (fiir 10 Qem- 
Silizium erst bei etwa 230° C). 

Die Erfahrungen mit Germanium lehrten, daB als brauchbares 
Material fiir grundsatzliche Messungen wie fiir technische Anwendungen 
nur Einkristalle in Frage kommen. Deshalb wurde in der vorliegenden 
Arbeit zunichst die Zucht von Einkristallen unternommen und daran 
die Stérstoffentmischung untersucht. 

Es sei jedoch gleich hier darauf hingewiesen, daB diese Kristalle noch 
relativ niederohmig waren. Inzwischen wurde die Reinigungs- und 
Schmelzmethode von S. MULLER [19] weiter entwickelt. AuBerdem ist 
von Kreck und Goray [13] das tiegelfreie Zonenschmelzen vorgeschlagen 
worden (s. hierzu auch [14], [4], [29] und [/4)). 

Hinzufiigen von Fremdstoffen wahrend des Ziehvorgangs lieferte 
pn-Uberginge, deren elektrisches Verhalten gemessen wurde. 

Uber das gleiche Sachgebiet wurde gleichzeitig auch in den Bell- 
Laboratorien in USA. gearbeitet [29], [J], [21], [22]. Es werden jedoch 
von dieser Seite keine naheren Angaben iiber die Kristallzuchtapparatur 
gemacht, so daf} eine kurze Beschreibung unseres Ziehofens angebracht 
erscheint. Beziiglich des elektrischen Verhaltens befassen sich die dorti- 
gen Arbeiten vorwiegend mit dem sog. ZENER-Gebiet, wogegen wir auf 
das Gebiet mittlerer Sperrspannungen, auf das FluBgebiet und auf das 
Wechselstromverhalten eingehen und dieses mit der SHOCKLEYschen 
pn-Theorie [25] vergleichen wollen. 


2. Herstellung der Einkristallstabe. 


Die bei TORREY-WHITMER [31], S. 309, beschriebenen Schmelzver- 
fahren und eigene Voruntersuchungen zeigten, da das Silizium im 
Tiegel oder Schiffchen immer polykristallin erstarrt, weil die Tiegelwand 
keimbildend wirkt. Um Einkristalle zu erhalten, wurde deshalb das 
CZOCHRALSKI-Verfahren [3] angewandt, mit dem schon bei Germanium 
erstmals von TEAL und Little [30] Einkristalle erzeugt wurden. Uber 
diese Methode wurde an anderer Stelle schon berichtet [16]. 


Der verwendete Ziehofen ist im einzelnen in Fig. 1 wiedergegeben. Er besteht 
aus Eisen, hangt in einem Topf mit Kiihlwasser (nicht mitgezeichnet) und wird von 
Wasserstoff mit leichtem Uberdruck durchstrémt (Zu- und Ableitungen sind eben- 
falls nicht mitgezeichnet). Der Deckel tragt verschiedene Quarzrohransatze, die 
verschiedene Keime und gezogene Siliziumstabe aufnehmen kénnen, so daB aus 
eimer Tiegelfiilling bei geeigneter Neigung des ganzen Ofens mehrere Stabe hinter- 
eimander gezogen werden kénnen. Da Siliziumpulver beim Schmelzen stark zu- 
sammenfallt, mute der Tiegel nach dem Aufschmelzen der urspriinglichen Fullung 
mit neuem Siliziumpulver nachgefiillt werden. Dies geschah durch ein Quarzrohr, 
das beweglich durch den Deckel gefiihrt ist. Das einkristalline Wachstum wird sehr 
oft durch Zwillingsbildung gestért. Als Stérungskeime wirken fast immer kleine, 
auf der Schmelze schwimmende Schlackenteilchen. Deshalb wurde die Oberflache 
der Schmelze vor Eintauchen des Keimes sorgfaltig mit einem beweglich durch den 
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Deckel gefiihrten Quarzstab ,,abgefischt‘. Gegeniiber Erschiitterungen erwies sich 
das Einkristallwachstum jedoch als vdllig unempfindlich ; irgendwelche diesbeziig- 
liche MaBnahmen (wie z.B. bei Matscu und DEHMELT [18]) waren nicht ndtig. 
Wahrend des Ziehens muBte der Kristall laufend durch das Einblickrohr beobachtet 
und bei gleichbleibender Ziehgeschwindigkeit (10 em/Std) durch Regeln des Heiz- 
stromes die gewiinschte Kristalldicke eingestellt werden. 

Das flissige Silizium (Schmelzpunkt 1414°C) zeigt eine starke Agegressivitat 
gegen fast alle Stoffe, so da8 nur Quarz als einigermaBen brauchbares Tiegel- 
material in Frage kommt. Graphittiegel waren 


: : : Molybdandratt g7 
in kirzester Zeit durchreagiert; handelsiib- Quarestah OY! Tah 


ay. bzw. Roh 
liche Keramiktiegel waren zu unrein. ees Slasrohr mit 
, ; Kapillaren 
In dem beschriebenen Ofen war die - 
aie i [Pj eservekeln 
Erzeugung von px-Schichten sehr ein- Fihrung——\\ 1} 14 i Fleten 
“ Ades S = Feb: 4 Tn [Res ! 

fach: Wahrend des Ziehens eines 7- Gummischlauch\\ | 

Kristalls wurde in die Schmelze durch \ 

das oben erwahnte Quarzrohr eine ge- — “w™™idiottung 

nau berechnete Menge von hoch Bor-  ‘é/mhater —— 

lerar? alors z saxt A] Linkristalkeim—— 

egier omy 1 izium eingeworfen. 1 ee ey ae 

liche pn-Ubergange wurden auch durch Aiibnguag in 

Eintauchen eines m-Kristalles in eine “7 at 


Helzwicklung 


p-Schmelze und umgekehrt erzeugt. (Molybaanaraht 
Diese letzteren #m-Schichtkristalle ay aha pat meas 
. . . . . CS MEIZELr'S —~ un. OSSELPGIOS 
sind jedoch in der Regel polykristallin  yapeigsore 4 UAL verstrichen} 
im Gegensatz zu den Einwurf-pu-  Wrdite-SS BY) | Ale0sRohre 
Gummischlauch aS Lisenbolzen 


Kristallen. 
Die fertigen Kristallstabe lassen 


Isoherperlen Gummidichtung 


Fig. 1. Siliziurm-Ziehofen. 

sich in kochender Natronlauge 4tzen, 

wodurch die kristalline Struktur gut sichtbar wird. Uber die kristallo- 
graphischen Eigenschaften dieser Stabe wurde andernorts [16] schon 


berichtet (s. aber auch [5)). 


3. Verunreinigungen und thre Entmischung. 


Als Ausgangsmaterial wurde vorwiegend ein grobkérniges Silizium- 
pulver von E. Merck, Darmstadt, von maBiger Reinheit verwendet (etwa 
40-2 bis 10-3 Gewichtsteile Ca; 10-4 bis 10°° Al, Fe, Mg, Mn und Cu; 
140-5 bis 10-® Ti und B). Tabelle1 gibt das Ergebnis der Spektral- 
analyse (,,Q 24", Spaltbreite 0,015 mm, Stickstoffschutzgas, Pfeil- 
sticker-AbreiBbogen, drei Ziindungen je sec mit Tastverhdltnis 1:5, 
40 min Belichtung); die rémischen Ziffern beziehen sich auf die Inten- 
sitat der Spektrallinien und sind ein ungefahres MaB fiir die Konzen- 
trationen}?. 

Man sieht, daB alle nachgewiesenen Elemente abgesehen von Bor 
bevorzugt in die fliissige Phase gehen, d.h., da ihr Verteilungskoeffizient 


1 Fiir die spektralanalytischen Arbeiten haben wir Herrn Dipl.-Phys. C. KELLER 


zu danken. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 139. 40 
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Tabelle 1. Spektvalanalyse lings eines Siliziwmstabes (I = letzte Linien schwach 
V = auch andere 


Ausgangs- 
Ca Al Fe Cu Mg 
Vv III III TT IIL 
Einkristall S 201 
Abstand vom Anfang 
3mm I I il I I 
30 mm I I I al o—I 
60 mm i= J0i I I—II I i 
90 mm I I l= I I 
120 mm I I Teli ? | I—II | 
150 mm o—I I 1 i | aL | 
180 mm Ii—Ill II—IIl hit | III Ti— TIE) 
210 mm 108 ul IV | III—IV Til | 
235 mm We V V IV Ne devi va 


a—N,/N; (Nx Konzentration im Kristall, N; Konzentration in der 
Schmelze bei Gleichgewicht zwischen beiden) kleiner als 4 ist (wie weiter 


unten gezeigt wird, hat dagegen Bor ein 


era ey ee Teer a ee 
(Qcm)" Fie) noile psa % eyes 
eck, Die elektrische Leitfahigkeit gemessen 
30 : mit der tiblichen Potentialsondenmethode 
im ersten Drittel dreier Siliziumstiabe zeigt 
* Fig.2. Auf der Abszisse ist das Kristall- 
20 volumen aufgetragen (Nullpunkt am zu- 
letzt erstarrten Teil des Stabes). S201 und 
i $204 sind aus oben erwahntem Merck- 
70 Silizium gezogen und zeigen in ihrer 
ganzen Lange n-Typ, $167 ist aus un- 
ite reinerem Ausgangsmaterial und zeigt p- 
5 0 Gebiet, Inversionszone und n-Gebiet. 
| 5 Bei langsamer Ziehgeschwindigkeit gilt die 
Q 1000 2000 3000 mm? 5000 Entmischungsformel fiir die Konzentration eines 
Kristalivolumen Yo-V Fremdstoffes im Kristall 
ey XE OTE Ueno 
a ee Ng =aNy [: cA (1) 


die schon von GULLIVER [7], SCHEUER [23] und R. N. Hart [8] angegeben wurde 
(s.auch Dire, JAUMANN und SEILER [4]). Hierbei ist N, die urspriingliche Stérstoff- 
konzentration des Ausgangsmateriales, Vj das Gesamtvolumen, V das Volumen des 
bereits erstarrten Teiles. In dem vorliegenden Material tiberlagern sich die Ent- 
mischungen verschiedener Fremdstoffe. Wir kénnen als eine rohe Naherung jedoch 
mit nur je einer Art von Donatoren und Akzeptoren rechnen, denn bei verschiedenen 
Donator- und Akzeptorarten werden in der Nahe der Inversionszone nur diejenigen 
bestimmend sein, deren « am nachsten bei 1 liegt. Dann ist bei n-Typ die Leit- 
fahigkeit 

C= @ ly (Na — iN (2) 
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erkennbar; II = gut erkennbar; III = stark sichtbar; IV = sehr stark sichtbar; 
Linien stark sichtbar). 


material 


Mn 
II-III 


Substanz auf Kohleelektroden 


Bogen zwischen 
je zwei Si-Stiicken 


I ies) 

a 

I | 5 

I | 2 

| I e 
| I g 
pies) I I ea II nee 

III Meine I eam = nen | 

IV heyy ? tt — te) ela or {ca 


wo e die Elementarladung, yw, die Elektronenbeweglichkeit ist und wo N, und N,, 
die Dichten von Donatoren und Akzeptoren durch eine Gl.(1) gegeben sind. Die 
Tatsache, daB in Fig. 2, in der die Leitfahigkeit tiber dem Volumen (V,— V) 
dargestellt ist, Gerade erscheinen, ist nur vertraglich mit einem Verteilungskoeffi- 
zienten der Akzeptoratome zu ~%, = 2. Mit diesem Wert kann aus den gemessenen 
o-Werten des Bereiches kleiner (V, — V)-Werte, d.h. weit von der Inversionszone 
weg N;=N,+0/(e,) und damit aus (1) der Verteilungskoeffizient der Donator- 
atome zu a7 0,3 abgeschatzt werden. Diese beiden Verteilungskoeffizienten sind 
nun bestimmten Elementen der Tabelle 1 zuzuordnen. Davon sind Aluminium 
und Bor als Akzeptoren bekannt, wovon ersteres nach dem Ende zu sehr stark ent- 
mischt und deshalb im Anfangsteil des Kristalls keine Rolle spielt. So kommt also 
Bor in Frage. Dies konnte durch einen speziellen Vergleich mit stark Bor-dotiertem 
Material bestatigt werden. Nach Weiterentwicklung der Schmelzverfahren wurde 
von S. MULLER [1/9] die Entmischung von Bor-dotiertem und im iibrigen reinerem 
Material noch einmal gemessen und ein Wert «=1,4 gefunden. Die Ubereinstim- 
mung ist befriedigend, wobei vermutlich MULLERs Wert wegen der kleineren 
,, Untergrund‘‘-Leitfahigkeit genauer ist. 

Der Wert «,=0,3 la8t sich keinem der nachweisbaren Elemente zuordnen. 
Legierungsversuche mit Kupfer und Eisen zeigten keinen wesentlichen EinfluB auf 
die Leitfahigkeit. Langwierige Versuche, durch Wiedereinschmelzen der hoch- 
ohmigen Teile entmischter Kristalle zu Donator-armem Silizium zu gelangen, 
blieben erfolglos. Es ist indessen méglich, daB vom Tiegel, vom Heizer oder von 
der Gasatmosphiare her laufend Donatoren in die Schmelze gelangen. Letzteres 
wurde im Rahmen der Untersuchungen von S. Mtriter dadurch erhartet, daB 
langeres Tempern des fliissigen Siliziums in Wasserstoffatmosphare eine Zunahme 
der n-Leitfahigkeit ergab, wahrend derselbe Versuch in Argon keine wesentliche 
Anderung brachte. Ob allerdings der Wasserstoff selbst in geléstem Zustand Dona- 
toren bildet oder durch Bildung von Boranen der Schmelze Bor entzieht oder ob 
beides gleichzeitig eintritt, konnte noch nicht entschieden werden. 


4. Gleichstromkennlinien von pn-Schichten 
und Vergleich mit der pn-Theorte von SHOCKLEY. 
Die Sperrstréme von Silizium-pn-Schichten sind bei kleinen Span- 
nungen um zwei bis drei GréBenordnungen kleiner als bei Germanium. 
40* 
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Sie sind auBerordentlich empfindlich gegen Nebenschliisse an der Ober- 
flache, die durch Wasserhaute oder andere Verunreinigungen verursacht 


107,—- 


A 


mes 
ia be is 


Sperrstrom 


0 Of 


G2 O3 OY 05 O6 g7V G8 


Sperrspannung 


Fig. 3. Abhangigkeit des Sperrstroms einer 
pn-Schicht vom Vakuum. 


werden kénnen. Deshalb wurden bei 
den folgenden Messungen die #u-Stiicke 
abgeadtzt, in Glaszellen eingeloétet und 
diese auf etwa 10-4 Torr ausgepumpt, 
was recht gut reproduzierbare Werte 
ergab. Als Beispiel wird in Fig.3 der 
EinfluB dieser MaBnahme auf die Sperr- 
kennlinie gezeigt. Die Glaszellen konn- 
ten in verschiedene Temperaturbader 
getaucht werden. Die Temperatur wurde 
direkt an der Probe thermoelektrisch 
gemessen. Statische Strom-Spannungs- 
Kennlinien eines Exemplares sind in 
den Fig. 4—6 dargestellt. 

Der Flupstrom (Fig. 4) steigt im Be- 
reich von etwa fiinf GréBenordnungen 


exponentiell mit der Spannung an. Dies entspricht qualitativ der 
SHOCKLEYschen Gleichrichterformel [25] 


rar late—4 5 


a 


10° 


Flubstrom 
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Fig. 4. FluBkennlinien einer pn-Schicht. 
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Fig. 5. Sperrkennlinien einer pn-Schicht 
(doppeltlogarithmisch). 


(J ist die Stromdichte, U die Spannung, k T/e das Voltaquivalent der 


dU 


Temperatur). Die Geraden in Fig. 4 liefern jedoch Werte fiir 77 


dinI’ 
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die groBer als kT/e sind. Fig. 8 zeigt die Temperaturabhingigkeit dieses 
Differentialquotienten fiir drei Exemplare. Als Mittelwert ergibt sich 


au 1-35 he : . ide 
nies +414mV. Die FluBkennlinien erfiillen also an 


Stelle von (3) mit guter Naherung die Gleichung 


daraus 


I=I, (eer = 1] J (4) 


Sperrstrom 


Sperrstrom 


t I TT 
wt be bile [te fe hes ih weld bet} 
0 G1 G2 93 04 O5 06 Q7V G8 10? 197 7 10 V 
Sperrspannung Sperrspannung 
Fig. 6. Sperrkennlinien einer pn-Schicht bis 0,8 V Fig. 7. Sperrkennlinie eines hochohmigen pn-Kristalls 
(halblogarithmisch). (Zimmertemperatur). 


Die Sperrstrime (Fig. 5 und 6) zeigen keine Sattigung, wie das aus 
Gl. (3) zu erwarten ware, sondern einen Anstieg, der in weitem Bereich 
exponentiell geht und mit zunehmender Spannung in den temperatur- 
unabhangigen sog. ZENER-Strom tiber- 
geht. Dieser starke Stromanstieg 
wurde von McKay und McAFEE [/2| 
als Elektronenvervielfachung durch 
StoB gedeutet. Aber auch an hoch- 
ohmigeren Silizium--Kristallen, bei 
denen die ZENER-Spannung hoher 
liegt, ist keine Sattigung festzustellen. 


aU 


me: : ; | 
Dies ist z.B. bei dem Kristall der oD 200 700 *K 40 
Fig. 7 zu erkennen!; auch bei den — 
cna : : Fig. 8. Temperaturabhangigkeit der Neigung 
Kennlinien der amerikanischen Auto- der FluBgeraden von drei pn-Schichten. 


ren [12], [22] tritt keine Sattigung auf. 
Die GréBe J, ist nach der SHocKLEyschen p- Theorie: 


CRE cs | a 


n Tp 


(n; ist die Eigenleitungsdichte, 1, die Elektronenkonzentration im 
n-Gebiet, Pp die Lécherkonzentration im #-Gebiet, T, und tf, die 


1 Diese pu-Schicht wurde von Herrn Dipl.-Phys. S. MULreEr hergestellt und 
uns dankenswerterweise zur Messung iiberlassen. 
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Rekombinationszeiten fiir Lécher und Elektronen). t, und t, wurden 
beiderseits der pn-Schicht nach der GoucHERschen Methode [6] be- 
stimmt, ebenso ergeben sich die Tragerdichten m,, und p, aus Widerstands- 
messungen. Damit kann J, berechnet und mit der Messung, d.h. mit 
einem geeignet definierten MeBwert verglichen werden. Wir wahlen den 
Stromwert, der sich durch Extrapolation der Geraden von Fig. 4 und 6 
auf U=0 ergibt. In Tabelle 2 sind beide Werte fiir verschiedene pn- 
Kristalle bei Zimmertemperatur angefiihrt. Die Werte der untersten 
Reihe beziehen sich auf §7. 
Tabelle 2. 


a 


| S$ 191/14 | S$ 203/1 


—_ mm 
A Cw IG) e 2 oc | 5,1: 10-4 Amp/cm? | 4,4-10-1 Amp/cm? 
ee | 4,6°-40°? Amp/em? | 1,0°10-7 Amp/em? 
Eso Ome JAwnaysyfoxant 

| 0,4: 107? Amp/cm? | 


0,9:10-7 Amp/cm? 


ASL as Pac on 
1,0:107? Amp/cm? 


9 aus (29) 


my BY SY 
—) 
— 
= 
Si 
D 
ae) 


Die gemessenen Stréme (2. und 3. Zeile) sind demnach um mehr als 
drei GroBenordnungen gréBer, als sie aus der SHOCKLEY-Formel folgen. 
Nach Gl. (5) soll J, im wesentlichen 


a ele exponentiell von der Temperatur ab- 
na eeee| hangen: 
| ee > ¢ ane Exo 
10 pemeianal aero laa ies ie Tes pe kTe i (6) 


Teil des Bandabstandes ist. Fig.9 zeigt 
zwar exponentiellen Verlauf fiir J); 
man findet jedoch als Mittelwert aus 
FluB- und Sperrichtung von drei Kri- 


| Za 
S oe | wobei £;, der temperaturunabhangige 
3-5 ee | 


= 1 
é Ce 4-07 K)"S  stallen an Stelle von E;,)=1,12V etwa 
oh ae ; i 0) Ee 
iE die Halfte, namlich 0,60 V. 
Fig. 9. Temperaturabhingigkeit des auf U =0 5 : 
extrapolierten Sperrstromes von drei Die Abweichungen von der SHOCK- 
pn-Schichten. LEyschen Theorie [25] sind also fol- 
gende: 


= 


Anstieg der FluBkennlinien: dba +414mV; 
é é 


Sperrstrom zeigt keine Sattigung; 
I, um 31/, GréBenordnungen zu groB; 
a> 0,601 stathe1,12.V3 


5. Wechselstromverhalten der pn-Schichten. 
Mit Hilfe einer Wechselstrombriicke mit Uberlagerungsverstarker 
wurden bei verschiedenen Sperrvorspannungen, verschiedenen Fre- 
quenzen und verschiedenen Temperaturen (unter Vakuum wie in § 4) 
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die Impedanzen der pn-Schichten gemessen!. Fig. 10 und 11 zeigen 
Wirkleitwert 1/R und Kapazitat C bei Vorspannung Null fiir verschiedene 


70 kHz 100 


Frequenz 


Fig. 10. Frequenzabhangigkeit der Wirkleitwerte 
einer pn-Schicht bei Vorspannung Null. 


Temperaturen in Abhangigkeit von 
der Frequenz /. Fig. 12 zeigt ‘die 
Kapazitat eines anderen Kristalls 
bei Zimmertemperatur fiir verschie- 
dene Sperrspannungen. Die Null- 
punktsleitwerte (Fig. 10) weichen, 


Ky 
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? 


Frequenz 
Fig. 11. Frequenzabhangigkeit der Kapazitat einer 
pn-Schicht bei Vorspannung Null. 


wie aus dem Gleichstromverhalten nicht anders zu erwarten war, ebenfalls 
wesentlich von der SHOCKLEY-Theorie ab. Es fallt auf, daB die Kurven 


verschiedener Temperaturen alle 


in denselben Ast mit 1/R~/" «09 


einmiinden, wobei im Mittel 2 ~ 3 
ist. Die Kapazitat ist (fiir Null- 
punkt und Sperrgebiet) im wesent- 
lichen frequenzunabhangig, d.h. 
sie wird durch die Kapazitat der 
Raumladungszone_ selbst be- 
stimmt (SCHOTTKY-Kapazitat) 
und nicht durch die frequenzab- 
hangige, dynamische Kapazitat 
der injizierten Minoritaten. Das 
ist verstandlich, weil die Dichte 
derselben bei Silizium um den 
Faktor 10° kleiner ist als bei Ger- 


Oe 


| oe 


0 hi 10 1 kHz20 


Frequenz 
Fig. 12. Frequenzabhangigkeit der Kapazitat einer 


pn-Schicht bei verschiedenen Sperrspannungen 
(Zimmertemperatur). 


manium. Der Anstieg nach niedrigeren Frequenzen hin, der insbesondere 
bei héheren Temperaturen auftritt, wird in §6 zu erklaren versucht. 


1 Dieser MeBplatz, uber den an anderer Stelle berichtet wird, wurde von Herrn 
Dipl.-Phys. W. B6sENBERG gebaut. Wir danken ihm fiir Beratung bei der Messung. 
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Das Stérstellenprofil 1aBt sich aus der Spannungsabhangigkeit dieser 
ScHotrky-Kapazitat (bei einer mittleren Frequenz) bestimmen. In 
Fig. 13 ist 1/C? (gemessen bei 10 kHz) tiber der Sperrspannung U auf- 
5 getragen. Die MeBSpunkte liegen fiir 
x1 Fo alle Temperaturen sehr gut auf Geraden. 
Dies entspricht einem linearen, Ort- 
lichen Verlauf der Differenz zwischen 
Donator- und Akzeptordichte: 


N, —N, =ax (7) 


dafiir gilt [25]: 


= VEL 4M)t. (8) 


Cs Free a 


Es bedeutet F die Flache, e die Di- 
elektrizitatskonstante und Vp die Diffu- 
rg Abbingebeltder Komitee’ sions- oder Schleusenspanmung, d.b. 

die Potentialdifferenz, die bei Strom- 
losigkeit an der pu-Schicht hegt (s. Fig. 14b). Aus der Neigung der 
Geraden kann a ermittelt werden; als Abszissenabschnitt ergibt sich Vp. 
Die Sperrschichtdicke W =2x,, kann direkt nach der Kondensatorformel 


Na -N F 
(eameeaetee Difusion C= < eS (9) 
n a bed anesat 4} 
mit Diffusion 
berechnet werden (s. [24]). 
—2 Dieser lineare Ubergang entsteht 


iN _ durch Diffusion von Bor im eben noch 
ae esa rsh! HeiBen aber schon erstarrten Material 
a nach dem Einwurf. In Fig.14a ist der 
im ersten Moment vorhandene abrupte 
Ubergang gestrichelt gezeichnet. Durch 
Diffusion entsteht dann die ausgezo- 
gene Kurve, deren Nullpunktstangente 
als erste Ndaherung Gl. (7) liefert}. 
Fig. 14a. b. Storstellendichte und Polen. Tabelle 3 gibt fir drei pn-Schicht- 
verlaut dee sie pr bares kristalle die Werte der in Fig. 14a er- 
: klarten GroéBen an. Dabei ist a aus 
den Geraden der Fig. 13 gemittelt; »,, bezieht sich auf Zimmertem- 
peratur (U0); die Spalte N, wird in §7 besprochen. 


+ Um unndétige Vorzeichen zu vermeiden ist hier [im Gegensatz zu Gl. (3) 
und (4)] + U eine Sperrspannung. 

e Aus den GréBen Pp, %, 4 und der Diffusionskonstanten fiir Bor in Silizium 
1aBt sich die wirksame Diffusionszeit abschatzen. Verwendet man fiir die Diffusions- 
konstante am Siliziumschmelzpunkt den Wert von Bor in Germanium am Ger- 
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Tabelle 3. 
a/cm-4 | Xm/cm | X/cm | &X%m/cem-* | N;/cm-3 
| 
S 203/1 3535 71074 95> 107° ibe gtor== 2 OLy mime toy 5en1ot 
S 187/1 1,08- 1022 | 7,9-10-8 9,2: 10-4 8,5-1018 | 52-4015 
3191/14 a7 G2= Oe 40° pom Cns 7,510! | 6,8- 10% 


Wir betrachten nun die Diffusionsspannungen Vp, die sich als 
Abszissenabschnitt in Fig. 13 ergeben: Die Potentialverteilung Y(x) bei 
U=0 (Fig. 14b) berechnet sich nach S 


der Potsson-Gleichung V 
47 

Tihs 4me f 

7 = (10) 40 

wasnt? |), =0) fiir x=x, aut Ue 
4me V, 98 
ee ee ; 

m = m z (14) a 


fiihrt. Andererseits ist am Rand der 96 
Sperrschicht die Elektronendichte % ,, 
(gleich der Stérstellendichte N, — N, = ; 


a xX) durch die BOLTZMANN-Gleichung oF 
mit Y%, =V,/2 bestimmt: 93 
eVD o2 
— Bone 
LXm = Ne : (12) 41 
Aus (14) und (12) kann x,, eliminiert 
und Vp allein als Funktion von a und Bene gi feNinG ee 
oe 
f berechnet. werden. Man erhalt fiir Fig. 15. Temperaturabhangigkeit der Diffu- 
Vp liber J eine Gerade: sionsspannungen zweier pn-Schichten. Aus- 
gezogene Linien: gerechnet nach Gl. (13). Ge- 
2k Arm strichelte Linien: aus Kapazitatsmessungen. 
Vp = Ey — (Ezy — > In a ee (13) 2 
; e 


wo £,;,—E,,7T =1,12—3-:104T (in eV, wenn T in °K) der Band- 
abstand (vgl. PEARSON und BARDEEN [20}) und _N, die Entartungsdichte 
ist. x,, hangt vermége Gl. (11) schwach von Vp ab, so dab der Klammer- 
ausdruck von (13) nahezu konstant ist. In Fig. 15 sind die nach Gl. (13) 
berechneten und die aus Fig. 13 zu entnehmenden Diffusionsspannungen 
fiir verschiedene Temperaturen aufgetragen. Die theoretischen und 
experimentellen Geraden haben etwa dieselbe Neigung, in ihrem Betrag 
weichen jedoch die Werte betrachtlich von der Theorie ab und zwar bei 
beiden Exemplaren um denselben Wert. 

Da Gl. (11) durch die Geraden der Fig. 13 sehr gut bestatigt ist, muB 
die Ursache hierfiir in Gl. (12) bzw. (13) gesucht werden. Bei der 


maniumschmelzpunkt (D=107!%cm2/sec [2]), so erhalt man im Mittel Werte 
tw 41sec. Aus Temperaturmessungen waren ¢>10sec zu schatzen. Die Ursache 


dieser Diskrepanz ist noch ungeklart. 
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am F fig IE 
GleichstromfluBkennlinie (§ 4) war Ee oa durch : +414mV zu ersetzen. 


Wir versuchen das auch hier durch den Ansatz: 


/p = Bip — Exy T+ 2(=— +} In (14) 


é@ 
und bestimmen c durch Vergleich mit den experimentellen Kurven 
(Fig. 15). Es ergibt sich in tiberraschender Ubereinstimmung c = 14,5mV. 
In der Ableitung der SHockLEyschen Formel (3) steckt (als Randbedin- 
gung der Lécherdiffusionsgleichung bei x = x,,) ebenfalls die BOLTZMANN- 
sche Gleichgewichtsformel (12), so daB es verstandlich ist, daB die GroBe 
c—14mV hier wie dort in Erscheinung tritt. Ohne weiteres ist jedoch 
nicht zu verstehen, warum das Gleichgewicht am Sperrschichtrand in 
dieser Weise und unabhangig von der Temperatur und der Vorspannung 
von der BoLtzMANN-Gleichung abweichen soll. 


6. Annahme von Haftstellen (,,Tvaps*’). 


Die stufenformige Erhéhung der Kapazitat bei tiefen Frequenzen in 
Fig. 14 legt den Gedanken nahe, daB bei Anlegen einer Wechselspannung 
innerhalb der Sperrschicht zusatzliche Ladungsverschiebungen auf- 
treten, deren Tragheit mit héherer Temperatur abnimmt. Wir wollen 
deshalb die Annahme machen, daB das Material Haftstellen, sog. Traps 
enthalt, d.h. irgendwelche Gitterfehler oder Fremdatome, die in der 
Lage sind, Elektronen bzw. Locher mit einer gewissen Bindungsenergie 
festzuhalten. Mit dieser Annahme wird es gelingen, sowohl obige 
Kapazitatserhéhung als auch die Abweichung des Sperrstromes von der 
Theorie zu erklaren. 

Die Existenz derartiger Traps im Silizium ist schon vielfach von anderer Seite 
vermutet worden. HayNes und HorNBECK [9] schlieBen aus einem langsamen 
zeitlichen Abklingen der Photoleitfahigkeit nach Beendigung der Belichtung auf 
Elektronentraps mit einer Bindungsenergie von 0,57 bzw. 0,79 eV. Die tief liegenden 
Donatoren im golddotierten Silizium von Tarr und Horn [28] lassen sich auch als 
Léchertraps auffassen mit einer Bindungsenergie von 0,79 eV. Nach der Erzeugung 
sehr hoher Stromverstarkungen bei Silizium-Punktkontakt-Transistoren durch 
Jacoss, MatrHel und Branp [1/7] gewinnt der Sirrnersche Trapmechanismus [27] 
auch fiir Silizium Bedeutung. Jacoss und Mitarbeiter berechneten damit die 
Bindungsenergie fiir Elektronentraps in p-Silizium zu 0,27 eV und die Trapdichte 
zu 10! cm78. McAFEE [12] hat vorgeschlagen, den erhéhten Sperrstrom in Sili- 


ziumgleichrichtern auf die Generation an Traps in der Sperrschicht nach SHOCKLEY 
und Reap [26] zuriickzufiihren. 


Derartige Traps sind als erlaubte Energiezustande innerhalb der 
Bandliicke zu behandeln. Ihre Besetzung mit Elektronen ist im Gleich- 
gewichtsfall durch die FrERmi-Funktion /(E) gegeben. 

Zunachst soll auf das Kapazitdtsverhalten bei tiefen Frequenzen ein- 
gegangen werden. Hierzu ist die Potentialverteilung unter dem EinfluB 
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der Trapladungen zu berechnen. Um fir das prinzipielle Verstandnis 
die Rechnung nicht unnétig zu erschweren, wollen wir zwei diskrete 
Trapniveaus fiir Elektronen symmetrisch zur Bandmitte annehmen 
(Fig. 16a), d.h. um Y, unterhalb bzw. oberhalb der Mitte, die Trap- 
dichte N, sei 6rtlich konstant. Beziiglich der Trapbesetzung soll die 
FERMI-Funktion durch die abrupte Funktion angenahert werden. Dann 
wird die Raumladung durch Fig. 16c wiedergegeben. (Beim Potential- 
verlauf in Fig. 16b ist die Wirkung der Traps nicht gezeichnet.) 


Das Problem ist symmetrisch; £ + Leitungsband 
wir haben die beiden Gebiete 0 < ¥ < 4 ” — Traps 
: Ys 
und #4,<*<¥%,, mit den Polsson- ong ite 
5 2-—-—~—i- 
Gleichungen: Re ie 
d2V 470e f(8) Valenzband 
— = —ax 7 
d x? E a 
und (15) 
Ga 4me 
ES re a Ad —— N 
ie Av t) 


Dazu kommen die Randbedingungen: 


ae ieee =O) } 
%=4,; V = VY, und — stetig alle Iraps nur alle Traps 
dx leer untere voll 
kT 16 c Traps voll 
4— 4,57 = VY = ——_ X (16) 
Fig. 16a—c. Fermi-Funktion, Bandermodell und 
ON, dT Ladungsverteilung einer pm-Schicht mit 
x In tl 2! und == = 0. Traps bei Vorspannung Null. 
Le dx 


Beim Anlegen einer kleinen Spannung dU andert sich ¥,, und #, und damit 
die Gesamtladung dQ =e(ax,,— N,) d%,,+eN,dx,. Es ist dann nach ScHort- 
Ky [24] die angelegte Spannung 


dU =2(42e/e) [(a%, — Nz) %y,2%y + Np 4%, a4] 


damit wird die Kapazitat 


ran N; dx, 
N; ad 
C= a = Cy BS , (17) 
dU awe Ny wy ay 
Ahm — Ny Ky, hy 


wo C, die Kapazitat ohne Traps nach Gl. (9) ist. Der Differentialquotient d#,/d*,, 
ist nun aus dem Gleichungssystem (15) und (16) zu berechnen: 


In Fig.17b ist der Potentialverlauf bei der Spannung dU dargestellt. Die 
urspriingliche Fermi-Grenze y ist in die beiden Quasi-FERmI-Potentiale Py, und yy, 
aufgespalten (Definition und Verlauf dieser Potentiale in der Sperrschicht, Ss [25]). 
Fiir die Elektronenbesetzung der Traps gilt streng genommen ein weiteres Quasi- 
Fermi-Potential p,, das zwischen g, und @p liegt. Die Elektronenbesetzung der 
Traps und damit gy, wird durch die Zahl der Ubergange pro Sekunde zwischen 
beiden Bindern und dem Trapniveau bestimmt. Die Theorie dieser Rekombination 
iiber Traps wurde von SHOCKLEY und READ [26] ausgearbeitet. Aus der dortigen 
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Gl. (4.2) geht hervor, da® an der Stelle x, fir Wy>kT/e>O Pn ist!, Fur 
das Trapniveau unterhalb der Mitte (Y,<0) ist dann 9,2 @p.- 

Damit ist nach Fig. 17b ¥%,, = %,+dU/2, andererseits ist W,,, = Vp/2 + dU/2, 
so daB dW, ,/d%, =4W,,/d%,,. Nach langerer Zwischenrechnung ergibt sich 


Oise ot peal = Be eae (18) 
dX, wae (2 ms 7 | 
ZING \ *y 
und in (17) eingesetzt 
1 
C=C, : : (19) 


DN; A alps 


Am 1 + 44|% yy 


as 


Da x,, >, ist, wird die gefundene Zusatzkapazitat verstandlich. Die 
Berechnung der Trapdichte nach Gl. (19) soll in §7 erfolgen. 

Diese Traps wirken aber nicht nur 
durch ihre Raumladung auf die Sperr- 
schicht, sondern sie kénnen auch als 
Rekombinationszentren fiir den héheren 
Sperrstrom verantwortlich gemacht wer- 
den. Die Vorstellungen und Rechnungen 
von SHOCKLEY und READ [26] fihren 
namlich dazu, daB (auch bei homogener 
Trapdichte) im tragerverarmten Gebiet 
der Sperrschicht die Rekombination und 
Generation wesentlich gr6fer werden 
kann. Damit ist die Voraussetzung der 
urspriinglichen pz-Theorie [25], wonach 
wegen der geringen Dicke der Sperr- 
Fig. 17a—c. Potentialverlauf und Trager- schicht die Rekombination und Genera- 
dichte langs einer pn-Schicht (mit Traps). 5 A 
aSpannung Null;bundcSperrspannungU. tion in derselben gegeniiber dem Dif- 

fusionsgebiet vernachlassigt werden kann, 
nicht mehr erfillt. Im Gegenteil, es kann der Sperrstrom durch die 
Generation innerhalb der Raumladungsschicht maBgebend bestimmt 
werden. 

Um dies abzuschatzen, greifen wir auf die Gln. (4.4), (4.5) und (5.4) 
von SHOCKLEY und Reap [26] zuriick. Es ist die Netto-Generationsrate, 


4.2): 4/ft-t expe —on/*7] = (2+ Pa) (7 om 4 oth) 


é Ty Tp Ty Tp 


Tp T, und n> p (m-Seite) fiihrt auf 
kT igh 
(— B)/- 7 | = exp 


exp 
e 


(Pn — E)/ 


| +exp 


~29 |" 


Beii7 = 47) ist q,— 2 
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d.h. die Zahl der pro Volumen- und Zeiteinheit erzeugten minus der 


rekombinierten Lécher-Elektronenpaare, im stationaren, nicht entarteten 
Ealie 


7 n?— pn 
£ Tp (nm ris 14) + Cale = P,) : a) 
n, und #, sind die Gleichgewichtsdichten der Elektronen und Locher fiir 
den Fall, daB das Fermi-Niveau in das Trapniveau fiallt. 


ae tae Bese 
ft, He Ale und ~,=n,e *Tle; (21) 


t, und t, sind die Lebensdauern auBerhalb der Sperrschicht. 


Wir wollen jetzt von der Voraussetzung der zwei symmetrisch um 
die Mitte liegenden Trapniveaus absehen, kénnen aber den Generations- 
strom fiir jedes Trapniveau getrennt berechnen, da die Beeinflussung 
zweier verschiedener Trapniveaus wegen der auBerordentlich geringen 
Dichte der Traps vernachlassigt werden kann. 


Der Ort eines Generationsprozesses stellt einen Quellpunkt fiir Elektronenstrom 
und Loécherstrom dar. Da jedoch Locher durch das Feld in entgegengesetzter 
Richtung von diesem Punkt weggesaugt werden wie Elektronen, ist die Forderung 
der Quellfreiheit des elektrischen Stromes erfiillt. Aus demselben Grund diirfen 
wir die Generation eines Paares in bezug auf den elektrischen Strom nur einfach 
rechnen, z.B. nur den Strom des entstandenen Elektrons; das gleichzeitig ent- 
stehende Loch setzt nur den Stromfaden des Elektrons nach riickwarts fort. 

Fig. 17¢ stellt die Dichteverteilung bei Sperrspannung dar; die GroBe x, > x, 
ist fur ein Trapniveau oberhalb der Mitte eingezeichnet; hierfiir ist »,>p,. Fir 
ein Niveau unterhalb der Mitte ist x, mit — 7, zu vertauschen, wegen der Symmetrie 
des Problems andert sich dabei am Strom nichts. 7; ist die Stelle x, an dern=n, 
ist; bei Sperrspannung ist immer 4%; > 0. 

Wir teilen die Sperrschicht in fiinf Bereiche ein: 


1. —4%, << 4% < —%IN<N; <Ky,; P> Mm; dort ist die Netto-Generationsrate 
ete a bak 
Ae 
PT 
2. — 4%, << # SSH NK Nm, PK 
ree n:—pn 
ai ee 
1°? 
3. —a4,< 4% < + 4:20, PKK My 
; ne 
= 4 
Opes 
ae? 


4. +4j,< 4% <4 4%:P<KNj <M, NK Ny 
ni—np 


ny Tp 


G,= 


5. ey HS Ay PKK MDM 
n;—np 


a: - NTp 
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Aus 9, ergibt sich die Dichte der Elektronen und aus my, die der Locher: 


¥—On eee 
RT/e~ kT 2 
=n; e kT/e . p=nje le . (22) 


Damit wird wegen des waagrechten Verlaufes von , und ¢pf (s. Fig. 17b) 


Fp— Pn ( be | 
eng tN Se adel Jane (ceeer es ces (23) 


wo U die Sperrspannung ist. n;—pn hangt also innerhalb der Sperrschicht nur 
von U ab und ist unabhangig von x. Deshalb ist wegen p>n, (im Gebiet 1.) und 
weil t, und Tt, von gleicher GréBenordnung sind, G, <G, und entsprechend G; < G,. 
G, und G, kénnen also im Stromausdruck vernachlassigt werden. Es ist der Gene- 
rationsstrom: 


—x +44 +%y 
Ig=efG,dx+efG,dx+ef Gdxtt (24) 
—4*, —*f +%¢ 


und darin die Ausdriicke fiir G mit Gl. (23) eingesetzt: 


U 


2en: Epes 


Ig= (4 — pla leah (25) 


Ny Tp 


Wir interessieren uns fiir den ,,Sattigungsstrom“ und setzen U > kT/e. 
Man erhalt: 


ae Zen he. (26) 


De ae Tp 
Fiir den Generationsstrom aus verschiedenen Trapniveaus erhalt man: 
Jit 


ech 


reg CO aoCe 


= 2 
Loe eH: 


Die Glieder mit dem Faktor 1/1, stammen von den Traps oberhalb der 
Mitte, die mit 1/t,, von denen unterhalb der Mitte der Bandliicke. Die 
x, sind alle von derselben GréBenordnung, wahrend die 1, nach Gl. (21) 
stark von Y, abhangen. Es werden also nur diejenigen Trapniveaus 
fiir den Strom wesentlich sein, die am nachsten bei der Bandmitte liegen. 


Die Trapdichte N, kommt in der Stromformel (27) nicht explizite vor; 
sie ist jedoch implizite in t, und t, enthalten. Nach SHOCKLEY und 
Reap [26] [GI. (3.4), (3.5) und (5.4)] ist namlich 


E,—E 
ova ae ferry (E) AN (E) dE. (28a) 


+ Wie bei SHocKLEy [25], S. 465 gezeigt ist, wird die Gestalt von », und Pp 
durch Generation nicht geandert. Den Sperrschichtfeldern gelingt es leicht, die 
entstehenden Minoritéten abzufiihren, ohne daB sich die Konzentrationen Andern. 


tf Siehe FuGBnote zu GI. (8)! In Gl. (24) und (25) ist + I¢ ebenfalls ein Sperr- 
strom. 


Einkristalle und p-Schichtkristalle aus Silizium. 615 


E, Energie des unteren Bandrandes, N(E) Zustandsdichte, v (E) Elek- 
tronengeschwindigkeit, A Wirkungsquerschnitt der Traps. 

Zu diesem Integral tragen nur die Elektronen kleiner Energie bei, 
so daB v(£) klassisch, d.h. gleich (2/m)!-(E—E,)! gerechnet werden 
kann (m ist die effektive Masse); dann erhalt man 


T, rie! z um y (28b) 


Ist t, und N, getrennt bestimmt worden, so kann daraus A berechnet 
werden. 


7. Vergleich mit dem Experiment. 


Um zu quantitativ vergleichbaren Abschatzungen zu kommen, wollen 
wir von jetzt ab wieder wie bei der Kapazitatsberechnung annehmen, 
da8B zwei Trapniveaus symmetrisch zur Mitte vorhanden sind. Diese 
Annahme ist praktisch nicht sehr einschneidend, wie wir anschlieBend 
an Gl. (27) gezeigt haben. (27) wird dann unter Verwendung von (21) zu 


i 4 ‘ eae Pistols 
1 == 2 2 nN; (— : se See kT/e we kT/e ; (29) 
Tp Ty! 
: / 0,60 V / ater ‘ 
In §4 fanden wir J, ~exp (— oo }: Dieses urspriinglich unverstand- 
é / 


liche Temperaturverhalten von I, ist damit geklart. Wir kénnen jetzt % 
bestimmen: ¥Y, =0,60 V — E;,/2=0,04 V. 

Um Formel (29) weiter zu priifen, mu x, bestimmt werden. Zur 
Vereinfachung der Rechnung soll als Naherung mit dem Potential- 
verlauf ohne Traps gearbeitet werden, d.h. N.<ax,,. DaB diese Nahe- 
rung erlaubt ist, geht aus der Tatsache hervor, daB die Kapazitat (Fig. 11) 
fiir nicht zu tiefe Frequenzen der Gl. (8) entspricht; d.h. die Traps be- 
einflussen, wenn sie nicht selbst periodisch umgeladen werden die Kapa- 
zitat und deshalb auch den Potentialverlauf in der Sperrschicht nicht 
merklich. Nach SHOCKLEY [25] ist dann 


% x \8 te 
ll ee aah al 9p eee 30 
Pie 14 15k 
U 
Gueg a ts) 
Pe aa ais 
“gn tixe 


x, und damit J, hangen somit von U ab, es ergibt sich kere Sdttigung, 
wie es auch in §4 gefunden wurde. Die rechte Seite von (30) wird be1 


+ Siehe FuBnote zu Gl. (8). 
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groBem U konstant, und zwar gleich 2; damit geht x, gegen *,,; es wird 


also wegen (11) 
In Us, 


Dieses Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit den Sperrkennlinien hoch- 
ohmiger pn-Kristalle, wie die Neigung 4 des Kurvenstiicks unterhalb 
des ZENER-Anstieges in Fig. 7 zeigt. Auch an den amerikanischen Kenn- 
linien [22], [12] laBt sich das U!-Gesetz sehr gut bestatigen. 

Mit Gl. (29) kann auch der Absolutbetrag von I, berechnet werden. 
t, und t, sind getrennt gemessen (s. §4). Mit Y, =0,04 V und Vp aus 
Fig. 15 kann x,/x,, berechnet werden. Die so erhaltenen Zahlenwerte 
sind in Tabelle 2 eingetragen. Die Ubereinstimmung mit den MeBwerten 
ist verglichen mit den starken Abweichungen der einfachen p-Theorie 
sehr befriedigend. Da das Ergebnis von Gl. (29) stark von ¥, abhangt, 
ist diese Ubereinstimmung gleichzeitig eine Bestatigung fiir die Richtig- 
keit des Wertes Y,, der davon unabhangig ermittelt wurde. 

SchlieBlich kann noch Gl. (19) mit dem Experiment (z.B. Fig. 11) 
verglichen und daraus die Tvapdichte N, berechnet werden: die relative 
Hohe der Stufe im Kapazitatsverlauf (Fig. 11 und 12) bei niedrigen 
Frequenzen ist nach (19) 

C—C 2N; 1 — %,/%m 
é es Ahm 1 ae. 64) 
Da wir gesehen haben, daB x,/x,, mit zunehmendem U gegen 1 geht, ist 
die Abnahme von (C—C,)/C mit U, die in Fig. 12 dargestellt ist, ver- 
standlich. 

Infolge der Stéreffekte durch beginnenden ZENER-Strom erweist sich 
aber das Gebiet héherer Spannungen fiir quantitative Uberlegungen als 
weniger gut geeignet. Wir betrachten deshalb MeBreihen wie in Fig. 11, 
wo C (/) fiir verschiedene Temperaturen bei U=0 aufgetragen ist. Ta- 
belle 4 gibt ftir drei Exemplare und verschiedene Temperaturen N, an, 
das aus (31) berechnet wurde. C ist die Kapazitat bei 220 Hz; C, wurde 
durch Extrapolation von héheren Frequenzen auf 220 Hz gewonnen, 
X», und x4/%x,, aus (14) und (30) berechnet, wobei Vp>(T) aus Fig. 15 ent- 
nommen wurde; a ist ebenfalls bekannt. 

Gl. (31) gilt jedoch nicht iiber den ganzen Temperaturbereich: fiir 
hohe Temperaturen ist die Annaherung der Fermi-Funktion durch eine 
abrupte Funktion, wie sie zur Ableitung verwendet wurde, nicht mehr 
erlaubt; und fiir tiefe Temperaturen sind die Traps so trage, daB sie erst 
bei noch tieferen Frequenzen der Umladung folgen kénnten. Dies ist am 
Gang in der Fig. 14 zuerkennen. (Offenbar ist aber diese untere Frequenz- 
grenze von Stiick zu Stiick verschieden, wie die Zahlenwerte der Ta- 
belle 4 zeigen.) Aus diesem Grunde sind bei der Mittelbildung die ein- 
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Tabelle 4. 
SS SSE EE EE Se ee eee eee 
oH il N,/cm-3 | N,/cm- 8 
a a ee ee ee 
| | 
S 203/1 + 7,4 go) Godot 
aie EY Y) eereatOas | 
| + 58,0 att a 
+ 101,0 (3,5 - 101) | 
S 187/14 + 28,8 (7,4 - 1014) | Se ore 
+ 69,0 4,7,- 1015 
+ 108,2 557-104 
S191/1 | 22168, F 5,2+ 1015 | 7+ 1015 
— 42,4 Ly iow (Os 
— 8,4 6,8 - 1018 
+ 29,0 6,6 + 10% | 
ae) SYS SHO | 
+105,6 (1,6 > 1018) | 


geklammerten Werte weggelassen. Die Mittelwerte sind noch einmal in 
Tabelle 3 eingetragen. Der Vergleich mit ax,, zeigt, daB die Naherung 
N,<ax,, berechtigt war. 


Mit diesen N-Werten und den (nach GoucHER) direkt gemessenen 
Rekombinationszeiten t kann nach Gl. (28b) der Wirkungsquerschnitt A 
der Traps abgeschatzt werden. Wird m gleich der freien Elektronen- 
masse gesetzt, so ergibt sich (mit den Mittelwerten t~10~6 sec und 
N,~6-10%cm~3) A=1,5-101%cm?. Dies ist in Ubereinstimmung mit 
WANNIER [22], der den Wirkungsquerschnitt der Traps zu < 107! cm? 
berechnet hat. 


Zusammenfassend Jat sich sagen, daB man durch die Annahme von 
Traps in der Lage ist, das Kapazitatsverhalten bei tiefen Frequenzen zu 
beschreiben. Von den vier Punkten am SchluB von § 4, in denen das 
Gleichstromverhalten von der SHOCKLEYschen pu-Theorie abweicht, sind 
Punkt 2., 3. und 4. durch Traps verstandlich. Punkt 1., die Abweichung 
vom Voltaquivalent um etwa 14 mV, konnte nicht erklart, jedoch auch 
durch Kapazitatsmessungen bestatigt werden. Der gefundene Wert fiir 
die Trapdichte fiihrt auf eine verniinftige GréBe des Wirkungsquer- 
schnittes der Traps. 
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Untersuchungen iiber die 
irreversible Magnetisierung und Nachwirkung. 


Von 
JAKOB KRANZ. 
Mit 12 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. September 1954.) 


Nach der Wetssschen Theorie des Ferromagnetismus ist ein Ferromagnetikum 
bei Temperaturen unter seinem CurRIE-Punkt stets innerhalb der sog. Weissschen 
Bereiche spontan magnetisiert, d.h. auch ohne ein auBeres Feld sind die Atom- 
momente innerhalb eines Bereiches gegen die Temperaturenergie durch Austausch- 
krafte von Atom zu Atom ausgerichtet. Die beim Anlegen eines Feldes beobachtete 
Magnetisierungskurve kommt allein durch das Aus- 
richten der spontan magnetisierten Bereiche als Ganzes 
in die Richtung des angelegten Feldes zustande. Da- 
bei bleibt die Starke der spontanen Magnetisierung 
bei den technisch erreichbaren Feldstaérken praktisch 
unverandert. Da hierzu ein bestimmter Energiebetrag 
ben6étigt wird, folgt notwendig, daB fiir die Richtungen 
der spontanen Magnetisierung innerhalb des Materials 
gewisse energetisch begiinstigte Lagen vorhanden sein 
miussen; diese nennt man die Vorzugslagen der Magnetisierungsvektoren; als 
Magnetisierungsarbeit bezeichnet man die Differenz der freien Energie zwischen 
zwei beliebigen Lagen eines Vektors. 


Fig. 1. Zwei Bereiche, durch 
Wand getrennt. 


Der Vektor der Magnetisierung eines Bereiches hat das Bestreben, sich so ein- 
zustellen, daB die Summe von drei Energieanteilen ein Minimum ist [/] 


Fe + F, + Fy = min 


(Fx = Kristallenergie, F, = Spannungsenergie, Fy, = Feldenergie). 

Jeder Bereich ist von mehr oder weniger vielen Nachbarn umgeben. Zur Ver- 
einfachung sei die Form dieser Bereiche zunachst wiirfelformig angenommen. (Es 
sei betont, daB ihre GréBe im allgemeinen nichts mit der Kristallitgr6Be zu tun 
hat. Ein Kristallit’ besteht aus vielen Bereichen.) 

Fig. 1 zeigt zwei Bereiche eines Eisenkristalles, bei dem die Richtungen der 
leichten Magnetisierbarkeit mit den Wiirfelkanten zusammenfallen. Die Lage der 
Vektoren in (1) und (2) ist ohne auBeres Feld oder Zugspannung energetisch gleich- 
wertig. Mit einem auBeren Feld in Richtung H ist der Vektor in (1) begiinstigt. 
Er hat die Méglichkeit, sein Volumen auf Kosten des Nachbarn (2) zu vergroBern. 
Die Wand zwischen den beiden Bereichen wird um eine gewisse Strecke verschoben. 
Innerhalb einer ,,Wand‘‘ geht die Spinorientierung des Bereiches @) auf einer 
Strecke von 30 bis 100 Gitterkonstanten [2] tiber in die — in unserem Beispiel — 
antiparallele Orientierung des Bereiches (2). 

Bei der VolumenvergréBerung andern jeweils nur die Einzelspins in der Wand 
ihre Richtung, was ohne weiteres méglich ist, da die Temperaturenergie pro Atom 
groB ist gegen Kristall- und Spannungsenergie. Danach ware die Wand also voll- 
kommen frei beweglich und miiBte jeder noch so kleinen Feldanderung reversibel. 

41* 
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folgen. In Wirklichkeit jedoch gilt fiir die Lage der Wand eine Energiebetrachtung [7}. 
Zur Ausbildung einer Wand wird namlich ein gewisser Energiebetrag bendtigt, 


der sich zu 
ee | foe 
yao | 


berechnet [71]. 

Dabei bedeuten: 

y = Wandenergie pro cm?, 

A = Austauschintegral, 

a = Gitterkonstante, 

C = Arbeit zur Drehung der Magnetisierung von 1 cm® gegen die Spannungs- 
energie aus einer Vorzugslage in die dazu senkrechte Lage. 


Das entscheidende Glied fiir die Lage der Wand ist C, denn A und a sind Kon- 
stante, C dagegen dndert sich von Stelle zu Stelle in der Probe, je nachdem, wie 
die inneren Spannungen verteilt sind. Die Wand wird sich immer so einstellen, 

daB y ein Minimum wird. Betrachten wir nunmehr 


Senate SEEK aor die folgende Figur, in welcher das schraffierte Gebiet 


yt @ <----/ @ eine Stelle der Probe mit einem kleineren y bezeichnen 
elt /\ soll, als es in dem unschraffierten Teil vorliegt. 
en aa H 


Im unteren Teil der Fig, 2 ist die’ Energie der 


ABCD me Wand als Funktion des Ortes dargestellt. Die Wand 
Fig. 2. Wandenergie. befindet sich ohne Feld bei A. Solange das Feld noch 


klein ist, wird sie lediglich ein gewisses Stiick des 
Potentialberges zwischen A und 8B hinauflaufen und sich beim Abschalten des 
Feldes wieder nach A zuriickbewegen. Bei kleinen Feldern haben wir es somit 
mit einer reversiblen Wandverschiebung zu tun. Steigt das Feld jedoch so stark 
an, daB der Potentialberg bei B tiberwunden wird, so tberstreicht die Wand 
momentan die ganze Strecke bis D. Beim Abschalten dieses Feldes geht sie aber 
nurmehr bis C zuriick, so daB die Wandverschiebung durch ein starkeres Feld 
irreversibel ist. Die Geschwindigkeit des Vorriickens nach Uberwindung eines 
Potentialberges ist durch die auftretenden Wirbelstr6me begrenzt. 


Mit diesen irreversiblen, momentanen Anderungen der Magnetisie- 
rung, die mit den irreversiblen Wandverschiebungen verbunden sind, 
befaBt sich diese Arbeit. Die bisherigen experimentellen Arbeiten haben 
im wesentlichen folgende Versuchsanordnung [3] bis [6] u.a. Eine 
ferromagnetische Probe legt in einer Induktionsspule mit hoher Win- 
dungszahl, welche an den Eingang eines mehrstufigen Verstarkers an- 
geschlossen ist. Am Ausgang liegt ein Elektronenstrahl- oder ein 
Schleifenoszillograph, mit welchem die verstarkten Induktionsspannun- 
gen aufgezeichnet werden, die durch einen Sprung in der Induktionsspule 
induziert werden. Die Spriinge werden dadurch ausgelést, daB die Probe 
in ein sehr langsam und kontinuierlich verdnderliches Feld gebracht 
wird. Der Auswertung der Oszillogramme nach Zahl, Form und GréBe 
der Spriinge haften verschiedene Mangel an, nicht zuletzt, weil die Zahl 
der Spriinge beim Durchlaufen einer Magnetisierungskurve in die 
Millionen gehen kann und die Auszahlung eine Arbeit ist, die sich ohne 
Vernachlassigungen kaum durchfiihren 14Bt. 
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Grundlagen der Versuchsanordnung. 


Wir entwickelten daher eine neue MeBanordnung. Nach ihrer Fertig- 
stellung erhielten wir davon Kenntnis, daB TEBBLE, SKIDMORE und 
CORNER unabhangig und ohne gegenseitige Kenntnis eine ahnliche 
Apparatur aufgestellt hatten [7]. 

Der Grundgedanke unserer Anordnung 1&Bt sich als ,,Impulsspektro- 
meter’ bezeichnen: es soll die Anzahl der Spriinge als Funktion ihrer 
GréBe gezahlt werden, die in einer Probe bei einer bestimmten Feld- 
anderung ablaufen. Diese Zahlung wird naheliegenderweise mit meh- 
reren Zahlwerken gemacht, wie sie bei radioaktiven Messungen zur 
Zahlung der Impulse eines GEIGER-MULLER-Zahlrohres benutzt werden. 

Die Ansprechspannungen dieser Zahler 
sind verschieden hoch, so da8 nach der 
schematischen Fig. 3 Zahler Nr.1 mit der An- 
sprechspannung U, alle Impulse zahlt, die 
hoher als U, sind, also insgesamt neun Stiick. 

Zahler Nr. 2 braucht die etwas hdhere Span- *® ee see 
nung U, um anzusprechen und zahlt daher verschiedener GréBe, 
nur sieben Impulse, Zahler Nr. 3 mit U, 

registriert nur noch drei Impulse. Durch Subtraktion wird die Haufig- 
keit der Spriinge in einer bestimmten GréBenklasse erhalten. Richtige 
Ergebnisse gibt diese Apparatur aber nur dann, wenn drei Bedingungen 
erfiillt sind: 

1. Proportionalitat zwischen FluBanderung und Impulshohe. 

2. Ausreichende und konstante Empfindlichkeit. 

3. Hohes zeitliches Aufldsungsvermégen. 

Zu Bedingung 1. WWEDENSKY hat eine Berechnung der Geschwin- 
digkeit vorgenommen, mit der eine FluBanderung in einem Ferromagne- 
tikum ablauft [8]. Die FluBanderung ist nach einer Zeit ¢,, bis auf einen 
Rest abgelaufen, der 1/e der gesamten Anderung betragt. 


fp S045 UT" 0 


(1 = reversible Permeabilitat, y = Radius der Probe, @ = spezifischer 
Widerstand). Das gibt bei einer Probe mit 7 = 0,05 cm, w# = 100 und 
o = 10° Q-cm eine Abklingzeit ¢,, von 3,4 - 10° sec. 

Die Formel von WwEDENSKY gilt allerdings fiir das Ablaufen einer 
FluBanderung, die durch eine pl6otzliche Anderung des auBeren Feldes 
bedingt ist. Die Abklingzeiten fiir eine FluBanderung durch Wandver- 
schiebungen werden aber von der gleichen GroéBenordnung sein. 

Die FluBinderung der Probe induziert in der Induktionsspule einen 
SpannungsstoB. An dieser Stelle ist es entscheidend, darauf hinzuweisen, 
daB diese Induktionsspule ein schwingungsfahiges System ist, dessen 
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Eigenfrequenz abhangt von ihrer Selbstinduktion, ihrer Wicklungs- 
kapazitat und ihrem Widerstand. Fiir die Form des an den Verstarker 
abgegebenen Spannungsimpulses, also fiir die Anzeige der FluBanderung 
gelten daher die allgemeinen Prinzipien, welche beachtet werden miissen, 
wenn ein kurzdauernder Vorgang von einem schwingungsfahigen MeB- 
organ wiedergegeben werden soll [9]. Entweder man macht die Eigen- 
schwingungsdauer der Induktionsspule klein gegen die Dauer der FluB- 
anderung, also naherungsweise klein gegen die von WWEDENSKY be- 
rechnete Zeit ¢,,, und dampft die Schwingungen der Spule moglichst 
iiberaperiodisch; dann erhalt man einen Verlauf der induzierten Span- 
nung, der der FluBanderung kongruent ist. Diese Méglichkeit scheidet 
bei unseren Versuchen aus, da eine Spule der erforderlich hohen Eigen- 
frequenz nur aus wenigen Windungen bestehen kénnte, wodurch aber 
die induzierte Spannung zu klein ware. Oder man verwendet die Methode 
der ballistischen Messung, d.h. die Eigenschwingungsdauer der MeBspule 
wird groB gewahlt gegen die Dauer der FluBanderung und etwas unter- 
aperiodisch gedampft. Dann besteht Proportionalitat zwischen der ge- 
samten FluBanderung und dem maximalen ballistischen Ausschlag des 
Anzeigeorgans, in unserem Falle also mit der Spannungsspitze, die von 
der Induktionsspule dem nachfolgenden Verstarker zugeleitet wird. Die 
Form des Impulses hangt dabei nur von den Daten der Spule ab und 
nicht vom Ablauf der urspriinglichen FluBanderung. Dieser Punkt ist 
unseres Erachtens in friiheren Arbeiten nicht gentigend beachtet 
worden. 

Zu Bedingung 2. Der Empfindlichkeit der Anordnung, also der Ver- 
starkung der von der Induktionsspule abgegebenen Impulse durch mehr- 
stufige Rohrenverstarker ist eine nattirliche Grenze gesetzt durch das 
Widerstandsrauschen der MeBspule und das Réhrenrauschen der ersten 
Verstarkerstufe, die beide genau wie die Impulse mitverstarkt werden. 
Es kommt darauf an, die MeBimpulse so weit wie méglich aus dem all- 
gemeinen Rauschen herauszuheben. Fiir die mittlere Rauschspannung $ 
gilt der Ausdruck [10] 


ie And Reads 


(k = Bo_tzMANN-Konstante; T = absolute Temperatur; R = Oumscher 
Widerstand der Induktionsspule; Ry, = Rauschaiquivalent der ersten 
Rohre; 4/ = Bandbreite des Verstarkers). 

Niedrige Rauschspannung heiBt also: 

a) Erste Stufe des Verstarkers bestiickt mit einer Rohre mit niedri- 
gem Rauschaquivalent. 

b) Niedriger Widerstand der Induktionsspule. 

c) Kleine Bandbreite des Verstarkers. 

d) Niedrige Temperatur. 
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Die Méglichkeit c) ist die aussichtsreichste, wahrend d) experimentell 
nur sehr umstandlich zu verifizieren ist. Bei einer Fourier-Zerlegung 
des von der Induktionsspule an den Verstarker abgegebenen Spannungs- 
impulses tritt als erstes Glied stets die Eigenfrequenz der Spule auf. 
Man kann also die Bandbreite des Verstarkers sehr schmal um die Eigen- 
frequenz der MeBspule legen und erreicht dadurch eine Herabsetzung 
des Rauschens ohne Empfindlichkeitsverminderung. Das Verhiltnis 
MeBimpuls: Rauschen wird dadurch erOBer, so daB die nutzbare Ver- 
starkung gesteigert werden kann. 

Zu Bedingung 3. Das Auflésungsvermégen der Apparatur gibt die 
Zeit an, durch die zwei aufeinanderfolgende Impulse getrennt sein 
mussen, damit sie als zwei Impulse gezahlt werden. Hier spielt wiederum 
die Eigenfrequenz der MeBspule die entscheidende Rolle, da das Auf- 
lésungsvermégen der verwendeten Zahlwerke sehr hoch ist. (10°? sec 
fir ein Impulspaar.) Ist die Eigenschwingungsdauer der Induktions- 
spule = Z, so darf ein Impuls dem vorhergehenden nicht schneller als 
Z/2 folgen, um amplitudenrichtig in den Verstarker zu kommen. 

Die Aufeinanderfolge der Spriinge muB daher ausreichend langsam 
sein, was sich experimentell dadurch erreichen laBt, daB sich das auBere 
Feld sehr langsam andert. Die spater mitgeteilten Versuchsergebnisse 
zeigen jedoch, daB auch die Art der Probe fiir die Geschwindigkeit des 
Aufeinanderfolgens der Spriinge von wesentlicher Bedeutung ist. 


V ersuchsanordnung. 


Wir fassen nunmehr die soeben mitgeteilten Bedingungen fiir die 
einzelnen Bauteile der Apparatur zusammen und geben den Weg an, wie 
sie erfiillt wurden. 

a) Anderung des duBeren Feldes: vollkommen kontinuierlich und 
moglichst langsam. 

Ein permanenter, hufeisenformiger Magnetronmagnet mit einem 
Polabstand von 5,5cm wird auf einem Schlitten durch eine Spindel an 
die feststehende, in der Induktionsspule liegende Probe herangefahren. 
Die Spindel wird tiber ein mehrstufiges Schneckengetriebe von einem 
Synchronmotor gedreht (Vorschubgeschwindigkeit 0,05 mm/sec). Die 
am Ort der Probe herrschende Feldstarke als Funktion des Abstandes 
vom Feldmagnet zur Probe ist Fig. 4 zu entnehmen, in der auch die 
Anderung des Feldes in Oe/sec eingezeichnet ist. 

b) Induktionsspule: niedrige Eigenfrequenz (s. Ball. Anzeige); hohe 
Eigenfrequenz (s. Auflésungsvermégen); hohe Windungszahl (hohe 
induzierte Spannung); niedriger Widerstand (s. Rauschen); niedrige 
Wicklungskapazitaét, da sonst die induzierten Impulse innerhalb der 
Spule kurzgeschlossen werden; groBe Lange, damit die ganze Probe 
innerhalb der Spule liegt. 
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Diese Bedingungen schlieBen einander zum Teil gegenseitig aus. Da 
die Eigenfrequenz und die Wicklungskapazitat nur naherungsweise zu 
berechnen sind, wurde die optimale Spule durch Versuche ermittelt. Die 
verwendete Spule hatte schlieBlich folgende Daten: 


Anzahl der Windungen . . . . . . 50000 
anges } fetes forged S45iem 
Oxumscher Wideus tana LiL animadOnke) 
Mittlérer Durthmesser, Hohe 153%cm 
Eigenirequenza psy suiiz 
Aperiodischer dvaenwidertnnd OP A0KO, 
Spulenkérperms <a ene .. Pedante ont 


c) Verstarker: niedriges Rauschen der ersten Stufe; unverzerrte 
Verstarkung; Bandbreite + 1000 Hz bei 3,5 kHz. 
Oe m0e/sec Es wurde ein einfacher 
ee 3700 dreistufiger RC-Verstar- 
ker mit Rohren EF 14 
{ verwendet. In der ersten 
Ah, Stufe ist diese Pentode 
als Tetrode geschaltet, 
wodurch sie einen aqui- 
valenten Rauschwider- 
0 stand von nur 6002 be- 


kommt. Die Bauteile der 


Fig. 4. Feld und Anderungsgeschwindigkeit als Funktion von ersten Stufe sind beson- 
Abstand Magnet —Probe. 


a 
8 
> 


ders ausgewahlt, um kon- 
stante Betriebsbedingungen zu erhalten. (Drahtgewickelte Wider- 
stande, Glimmer- oder Metallpapierkondensatoren, auf Isolation ge- 
priifter Rohrensockel.) Aus dem gleichen Grunde geschah die Spannungs- 
versorgung der ersten Stufe aus Heiz- und Anodenbatterien, wahrend die 
zweite und dritte Stufe tiber einen Netzgleichrichter mit stabilisierten 
Spannungen versorgt wurden. Durch entsprechende Kopplungsglieder 
zwischen der zweiten und dritten Stufe wurde die Bandbreite des Ver- 
starkers auf etwa 2 bis 3 kHz beschrankt; ein Potentiometer zwischen 
der ersten und zweiten Stufe erméglichte variable Verstarkung. 

d) Zahleinrichtung: konstante Ansprechspannung ; hohes Auflésungs- 
vermogen. 

Als Zahler wurden vier StrahlungsmeBgerdte der Firma Friesecke 
und Hoepfner verwendet, bei denen der Hochspannungsteil ausgeschaltet 
war, die also nur Diskriminatorstufe, elektronischen Hundertfach-Unter- 
setzer, mechanisches Zaihlwerk und Netzteil enthielten. Die Diskrimi- 
natorstufe bewirkt, da8 nur Impulse ttber einer ganz bestimmten Héhe, 
die beliebig einstellbar ist, den Untersetzer zum Ansprechen bringen. Die 
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Zahler haben ein maximales Auflésungsvermégen von 1077 sec fiir ein 
Impulspaar und mit den Untersetzern eine maximale Zahlgeschwindig- 
keit von 5000 Imp./sec. Alle Zahler wurden zunichst auf die gleiche 
Ansprechempfindlichkeit von 0,5 V einreguliert und sodann an vier 
Abgriffe eines induktionsfreien OnMschen Potentiometers gelegt, welches 
den AuBenwiderstand der letzten Verstirkerstufe bildete (Fig. 5) 

Die Widerstandsverhaltnisse des Potentiometers und damit die Ver- 
haltnisse der den Zahlern zugefiihrten Spannungen waren 


Bey ky: Way = "4 10,655 70,4412 0,327: 
durch Zuschalten des Widerstan- 


des R,z konnte diese Reihe fortgesetzt 
werden mit 


SOY st AD ee = 
=i :0,183 0,1 14: 0,074 : 0,068 ‘ Fig. 5. Potentiometerkopplung der Zahler. 


d.h., da8 ein Impuls, der z. B. den Zahler Nr. 4 zum Ansprechen bringen 
soll, die 3,07fache Hohe eines Impulses haben muB, der den Zahler Nr. 4 
ansprechen 1aBt. 

Die vier Zahlerskalen wurden gemeinsam mit einer 8mm Schmal- 
filmkamera mit Einzelbildaufnahmen photographiert. Dieses Verfahren 
gab die Moéglichkeit, alle vier Zahler exakt im gleichen Augenblick bei 
der Auswertung der Filmstreifen abzulesen und vor allen Dingen, die 
Photographien und damit die Ablesungen in fast beliebig kurzen Inter- 
vallen vorzunehmen. 

e) Eichung. Die Empfindlichkeit der Anordnung wurde vor und 
nach jeder MeBreihe tiberpriift dadurch, daB die Probe in der Induktions- 
spule ersetzt wurde durch ein langes und diinnes Solenoid (Lange 15cm, 
Durchmesser 0,2 cm). In diesem Solenoid wurde ein kleiner, bekannter 
Gleichstrom periodisch eingeschaltet, wodurch in der Induktionsspule 
bekannte Eichimpulse induziert wurden. Die Stromstarke wurde solange 
variiert, bis der zu eichende Zahler gerade auf die verstarkten Eich- 
impulse ansprach. Nach den bekannten Formeln fiir eine wechselseitige 
Induktion wird aus dem Eichstrom im Solenoid und den Konstanten von 
Solenoid und Induktionsspule diejenige FluBanderung berechnet, die der 
betreffende Zahler gerade noch miBt. Durch diese Art der Eichung 
kénnen sdimtliche Fehlerméglichkeiten der Apparatur beriicksichtigt 
werden, wie sie durch Verzerrung der Impulse im Verstarker, Ungenauig- 
keit des Ausgangspotentiometers, Anderungen der Ansprechspannungen 
der Zahlwerke gegeben sind. Die Eigenschwingungsdauer des Eich- 
solenoids war von der gleichen GréBenordnung, wie die nach der Formel 
von WwEDENSKyY berechnete Abklingzeit der Flu8anderungen in einer 
ferromagnetischen Probe. 
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Die Empfindhchkeit der Anordnung anderte sich wahrend einer 
MeBreihe um nicht mehr als -- 2%, auch dann nicht, wenn die Messung 
fast 3 Std. dauerte. 

Die GréBenklassen der Spriinge entsprechen BARKHAUSEN-Spriingen 
in der Induktionsspule von: 

I 2,45 bis 3,45 - 10° Maxwell 

II 3,45 bis 5,12- 10° Maxwell 

{Ou 5,12 bis 6,89: 10° Maxwell 

IV 6,89 bis 12,3. - 1075 Maxwell 

Vow 2.3 bis 033541045 Maxwell 

VI 19,8 bis 30,3 - 10-5 Maxwell 

VII 30,3 bis 33,4 - 10-5 Maxwell. 
Wie bereits die Arbeiten von TEBBLE, SKIDMORE und CORNER [7] er- 
geben haben, laufen die BARKHAUSEN-Spriinge bei der Magnetisierung 
150 iiber eine volle Hysterese vorzugs- 
75%Ni+25%Cu /|°9S weise in den steilen Teilen der Ma- 
(gezogen) a egnetisierungskurve ab, vornehmlich 
also in der Gegend der Koerzitiv- 
kraft. Beispiele fiir dieses Verhalten 
nach eigenen Messungen geben die 
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Fig. 6. Fig. 7. 
Fig. 6 u. 7. Zahl der BARKHAUSEN-Spriinge verschiedener GréBe pro 1 Oe Feldanderung als Funktion des 
auBeren Feldes. 
Fig.6 und 7. In ihnen ist aufgetragen die Anzahl der BARKHAUSEN- 
Spriinge pro Einheit des auBeren Feldes H, als Funktion des AuBen- 
feldes H,. Parameter sind die oben angefiihrten GréBenklassen der 
Spriinge. Gleichzeitig ist punktiert der ticklaufige Ast der Hysterese 
gezeichnet. 
Auswertung der Messungen. 

Das eigentliche Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu klaren, welche 

GroBe die BARKHAUSEN-Spriinge einer Probe haben und daraus auf die 
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GréBe der Elementarbereiche zu schlieBen. Zundchst méchte man an- 
nehmen, daB diese GréBen sich statistisch um einen Mittelwert ver- 
teilen, denn die Ursache fiir einen Sprung sieht man darin, daB sich die 
Trennwand zwischen zwei Bereichen zugunsten des Bereiches, der durch 
das angelegte AuBenfeld energetisch begiinstigt wird, zuniichst rever- 
sibel solange verschiebt, bis die Weiterbewegung der Wand durch 
ein Hindernis aufgehalten . 

wird. Bei weiterer Steige- 
rung des AuBenfeldes wird 
das Hindernis iiberwunden 
und die Wand _,,springt‘‘ 
irreversibel bis zum nach- 
sten, noch héheren Hinder- 
nis. Die aus diesem Sprung 
resultierende FluBanderung 
ist proportional zum Pro- 
dukt Wandflache x Ver- 
schiebungsstrecke. | Man 
kann erwarten, daB sowohl 
die Gr6éBe der Verschie- 
bungsstrecke als auch die 
Gr6Be der Wandflache sta- 
tistisch um einen jeweili- 
gen Mittelwert schwanken 
Wandeudalralso.s auch salir 
Produkt um einen Mittel- 
wert schwankt. 


Summenhautigkeits-% 


6) => 
i -5 
Zur experimentellen 10° Maxw. 
a : Fig. 8. Verteilung der BARKHAUSEN-Spriinge 
Prifung dieser Annahme im Wahrscheinlichkeitsnetz. 


und zur Ermittelung dieses 

Mittelwertes wurden die Hysteresen verschiedener Ferromagnetika 
vollkommen durchlaufen und dabei sémtliche BARKHAUSEN-Spriinge, 
aufgeschliisselt nach den sieben GréBenklassen, gezahlt. Die statistische 
Auswertung der so gewonnenen Verteilungskurven geschah durch Auf- 
tragen der gefundenen Werte in einem ,, Wahrscheinlichkeitsnetz, bei 
welchem die Ordinatenachse nach dem Gaussschen Integral geteilt ist 
und die Abszisse logarithmisch. Handelt es sich bei einer experimentell 
gefundenen Verteilung um eine normal logarithmische Gauss-Vertei- 
lung, so liefert das Wahrscheinlichkeitsnetz eine Gerade. Wie die Fig.8 
und die zugehérige Wertetabelle 1 jedoch zeigt, findet man bei keiner der 
untersuchten Proben eine normale Verteilung, sondern stets eine mehr 
oder weniger groBe Abweichung in dem Sinne, daB zuviel groBe Spriinge 
relativ zur Anzahl der kleinen Spriinge gezahlt werden. 
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Tabelle 1. Wertetabelle zu Fig. 8. 


Gesamtzahl der Sprtinge der GroBenklassen 


(Summenhaufigkeitsprozent der GréBenklassen) 
Material Bil ba J = aie ra: : 
2,25—33,1 |345—33,4 | 512-331 | 6,89—3344 | ee ieee tw Cuia 
aera 111000 | 43300 | 10570 | 3532 | 433 | 18 = 
ear (100) | (38,9) | (9.5) | (3,2) | (0.4) | (0,02) 
Perminvar : 86 
105500 | 76700 | 33000 | 25000 | 8930 | 3810 | 3 
Has 6 23:02 | 8) | 31,2) | (23.7)_) (8.5) (G.6) lL etoia) 
ee (100) | (72,8) | (1,2) | (23.7) | 5) | G.6) 
Sg a oe ee 2230 | 240 | /%400 50 
iene e (100) | (10,6) | (4,25) | (0,91) 
es be, Oks 122800 | 80400 | 19400 | 191400 | 4330 | 1233 | 327 
OS By ne : 15, I (hoe yt ,52) | (4,0) | (0,027 
Q? = 13,25 (100) (82,4) h(A5,8) | (45,5.2)5) 48,5294) (130) ole 
Fe a 147000 | 99900 | 3770 | 1017 | — | — 2 
a . (100) | (68,4) | (3,93) | (0,69) 
ras Bw 3010 A8sewy), Lad pai hye Mee ees a 
Q? = 1,39 (100) | (16,5) | (1,37) | (0,66) 


Zur Verdeutlichung der Kurven sind die Koordinatenurspriinge nach rechts 
auseinander gezogen worden. 


Diese Abweichungen von einer normalen Verteilung legt zunachst 
die Vermutung nahe, daB durch mangelndes zeitliches Auflésungsver- 
mogen der MeBapparatur gelegentlich zwei oder mehrere sehr schnell 
aufeinanderfolgende kleine BARKHAUSEN-Spriinge als ein einziger groBer 
Sprung registriert werden. Das Auflésungsvermégen ist durch die Eigen- 
frequenz der MeBspule gegeben und 1a4Bt sich nur unwesentlich dndern. 
Man kann andererseits die zeitliche Aufeinanderfolge der BARKHAUSEN- 
Spriinge dadurch verlangsamen, daB man die Anderungsgeschwindigkeit 
des AuBenfeldes herabsetzt, wodurch sich die Spriinge mit groéBerem 
zeitlichen Abstand folgen sollten. Deswegen wurde die Feldainderungs- 
geschwindigkeit im Verhaltnis 1:22:484 variiert. Dabei dnderten sich 
iiberraschend die Verteilungskurven nur ganz unwesentlich. Es wurden 
also weiterhin ,,zuviel' groBe Spriinge gezahlt. Als Beispiel seien die 
Summenhaufigkeiten fiir eine Eisenprobe bei den angegebenen Feld- 
anderungen gegeben (Tabelle 2). 

Wenn man an dem Gedanken festhalten will, daB die GréBe der 
BARKHAUSEN-Spriinge in der Probe selbst statistisch um einen Mittel- 
wert schwankt und da8 die beobachteten Abweichungen von einer 
Normalverteilung durch mangelndes Auflésungsvermégen der Meb- 
apparatur bedingt sind und wenn man andererseits beobachtet, daB 
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Tabelle 2. 


Feldanderungsgeschwindigkeit 


GréBenklasse 


2,25 bis 33,1 - 10~-> Maxwell 570873 566227 568 662 
3,45 bis 33,1 - 10-5 Maxwell 332702 | 350108 335444 
5,12 bis 33,1 - 10-5 Maxwell 132325 133221 124683 
6,89 bis 33,1 - 10-5 Maxwell 17201 18625 18811 
12,3 bis 33,1 - 10-5 Maxwell 3859 4289 4115 
19,8 bis 33,1 -10-> Maxwell 1316 1445 | 1385 
30,3 bis 33,1 - 10-5 Maxwell 145 220 172 


die Anderungsgeschwindigkeit des AuBenfeldes die zeitliche Aufeinander- 
folge der Spriinge nicht beeinfluBt, so kann man versuchsweise annehmen, 
da8 nicht nur ein bestimmter Wert des AuBenfeldes einen Sprung aus- 
lést, sondern daB auch ein ablaufender 

Sprung einen anderen Sprung in seiner 

Nachbarschaft starten l4Bt. Diese ,,sekun- Aa 
dare“ Auslésung geschieht dann unabhian- 

gig von einer Anderung des AuBenfeldes ae es ak cam lor ey NT 
dadurch, daB8 das ,,innere Feld“ in der Probe kontinuierlicher Felddnderung. 
durch den Start eines Sprunges (hervor- 

gerufen durch eine bestimmte GréBe des AuBenfeldes) derart geandert 
wird, daB die Startbedingungen fiir einen oder mehrere andere Spriinge 
in der Nachbarschaft geschaffen werden. Streufelder von einzelnen 
Bereichen sind an jeder Stelle der Probe vorhanden, an denen Ande- 
rungen der Permeabilitat vorliegen, zumindest also an den Korn- 
grenzen oder auch an im Inneren der Kristallite angehduften oder 
ausgeschiedenen Fremdatomen. Das AuSenfeld braucht also lediglich 
einen einzigen Sprung auszuldsen, damit innerhalb einer Zeit, die von 
der GréBenordnung der von WWEDENSKY [7] angegebenen Abklingzeit 
ist, mehrere Spriinge durch die Variation des Streufeldes des ersten Be- 
reiches von diesem mitgenommen werden. Diese Spriinge folgen ein- 
ander so schnell, daB sie von der Apparatur nicht mehr aufgelést werden, 
und unabhangig davon, ob und wie schnell das AuBenfeld nach Aus- 
lésung des ersten Sprunges noch variiert wird, (Siehe unten: Irreversible 
Nachwirkung.) Diese Annahme der Kopplung mehrerer Spriinge tber 
das innere Streufeld wird durch folgende Beobachtung erhartet: Das 
Oszillogramm einer Folge von BARKHAUSEN-Spriingen bei vollkommen 
kontinuierlich variiertem AuBenfeld zeigt Fig.9. Es wechseln stets mehr 
oder weniger lange Zeiten, in denen eine ganze Gruppe von Spriingen 
sehr schnell aufeinanderfolgt und Zeiten, in denen kein oder nur wenige 
BARKHAUSEN-Spriinge zu beobachten sind. Es besteht also eine gegen- 
seitige Abhangigkeit der einzelnen Sprungereignisse. Auf die quantita- 
tive GroBe dieser Abhangigkeit kann experimentell folgendermaBen 
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geschlossen werden: man laBt das AuBenfeld kontinuierlich langsam 
wachsen und zahlt die pro Sekunde ablaufenden Spriinge. Die Sprungzahl 
pro Sekunde soll um einen Mittelwert 7 schwanken. Wenn die Spriinge 
voneinander unabhiingige statistische Einzelereignisse sind, wie etwa 
der Zerfall radioaktiver Atome, so soll dieser Wert 7 identisch sein mit 
dem Wert 
62 = i >) (1 —n)* 

(J = Anzahl der Intervalle; = Sprungzahl im einzelnen Intervall; 
ni — mittlere Sprungzahl aller Intervalle). 


Pleats ‘ e? : 
Man nennt das Verhialtnis Q? = — den Lexisschen Divergenz- 
Ww 


quotienten. Hat Q? den Wert 1, so handelt es sich um eine ,,normale 
Dispersion‘‘ von statistischen Einzelereignissen und man schlieBt daraus 
auf gegenseitige Unabhangigkeit der Ereignisse [//]. Die beschriebene 
Messung von Q? wurde in gesonderten MeBreihen an mehreren Proben 
durchgefiihrt und die Ergebnisse sind in den Summenhaufigkeitsprozent- 
kurven der Fig. 8 angeschrieben. Man erkennt deutlich, daB diese Ver- 
teilungskurven um so mehr von einer normalen Verteilung abweichen, 
je groBer das fiir die betreffende Probe berechnete Q? ist. Damit scheint 
erwiesen, daB die relativ zu haufig gemessenen groBen BARKHAUSEN- 
Spriinge in Wirklichkeit mehrere kleine Spriinge sind, die in Folge einer 
gegenseitigen Kopplung tber ihr Streufeld unmittelbar nacheinander 
ablaufen. 


Die irreversible Nachwirkung. 


Eine andere Beobachtung laBt sich nunmehr ebenfalls als eine gegen- 
seitige Kopplung von BARKHAUSEN-Spriingen deuten, namlich eine 
gewisse Art der ferromagnetischen irreversiblen Nachwirkung. Darunter 
versteht man folgende experimentelle Erscheinung: Sattigt man zu- 
nachst ein ferromagnetisches Material, durchlauft dann den absteigenden 
Ast der Hysterese bis in die Gegend der Koerzitivkraft und laBt dort 
das AuBenfeld auf einem konstanten Wert stehen, so beobachtet man 
eine weitere Anderung der Magnetisierung; diese wird als ferromagneti- 
sche Nachwirkung bezeichnet. Sie wurde ebenfalls in der beschriebenen 
Apparatur untersucht und zwar in der Weise, daB das AuBenfeld zu- 
nachst durch Vorschub des permanenten Magneten bis zur GroBe der 
Koerzitivkraft der jeweiligen Probe anstieg. Dort wurde die Vorschub- 
bewegung des Feldmagneten unterbrochen und im gleichen Moment die 
Zahleinrichtung in Betrieb gesetzt. Man beobachtete dann zundchst 
viele BARKHAUSEN-Spriinge, die immer seltener wurden. Das Oszillo- 
gramm einer solchen Nachwirkung hat das folgende Aussehen (Fig. 10). 

Es unterscheidet sich im Groben nicht von dem Oszillogramm (Fig. 9), 
obgleich dort das AuBenfeld stetig anstieg, wahrend hier H, konstant 
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ist. Wiederum beobachtet man Zeitintervalle, in denen Gruppen von 
BARKHAUSEN-Spriingen unmittelbar aufeinanderfolgen und Zeitinter- 
valle, in denen kein Sprung zu beobachten ist. Die Anzahl der als irre- 
versible Nachwirkung ablaufenden Spriinge als Funktion des Loga- 
rithmus der Zeit ist in Fig. 11 aufgetragen. Nullpunkt der Zeitskala ist 
der Moment, in welchem das AuBenfeld konstant gehalten wird. Man 
erkennt bei einigen Proben 
eine Proportionalitat mit dem 
Logarithmus der Zeit, andere 
Proben weichen davon ab. 
COURVOISIER [12] beob- 
achtete die irreversible Nach- 
wirkung nach einer anderen 
Methode an_ Stahldrahten 
und fand eine Proportionali- 300} 
tat mit dem Logarithmus 
der Zeit. KRANz/13) unter- { 
suchte sie nach der gleichen W 
Methode an Nickel und fand 
dagegen eine deutliche Ab- 
weichung von dieser Propor- 
tionalitat. Um diese beiden — jgg|_ _-7 
Befunde zu deuten, iiber- 


400; 


200} 


1 
is 7 10 700 
t 
10g seq — 
Fig. 10. Oszillogramm (schematisch) Fig. 11. Zahl der Nachwirkungsspriinge als Funktion der Zeit 
; der Nachwirkung. nach Abschaltung der Feldanderung. (GrKl = Gr6Benklasse 


der Spriinge.) 


nahm KRANZ seinerzeit den mathematischen Ansatz, der von KUHL- 
MANN [14] zur Beschreibung der elastischen und der dielektrischen Nach- 
wirkung sowie fiir die metallische Erholung entwickelt worden ist. 
Dieser Ansatz hat zur Voraussetzung, da die Nachwirkungserscheinun- 
gen aus einer groBen Anzahl von Einzelprozessen bestehen, deren Akti- 
vierungsenergie linear von einer sich im Verlauf der Nachwirkung 
andernden GroBe abhangt. Die Untersuchungen von SNOEK [1/5] haben 
wahrscheinlich gemacht, daB es sich bei dieser GroBe um Materialeigen- 
schaften handelt, die sich durch innere Diffusion wahrend der Nach- 
wirkung dndern. Ist also mit einer konstanten Aktivierungsenergie die 


Geschwindigkeit eines Vorganges 
A 
ITED Aer 
dt 


by 


632 JAKOB KRANZ: 


so ergibt sich mit A=A,— B(f,—J) daraus 


Damit ist allerdings die Gleichung noch nicht vollsténdig, denn es 
muB noch der Einflu8 der Riickreaktion aus ganz allgemeinen thermo- 
dynamischen Uberlegungen beriicksichtigt werden, so da8 sich als voll- 
standiger Ansatz ergibt: 


| _ AB (Jo—J) Ate oI) | 


ae kT Bel RT 


Die Diskussion dieses Ergebnisses ergibt fiir die Nachwirkung einen 
Verlauf mit dem Logarithmus der Zeit fiir groBe Zeiten, fiir welche der 
Tq in erster Naherung eine Gerade ist. Fir kleine Zeiten oder kleine 
Werte von B weicht die Nachwirkung yon der Proportionalitat mit dem 
Logarithmus der Zeit ab. 

Welche Bedeutung hat nun B? Es hat die Dimension: magnetische 
Feldstarke x Volumen. Es kann ein MaB sein fiir die Starke des magneti- 
schen Streufeldes im Gesamtvolumen der Probe. Es kann damit zu- 
sammenhiangen mit der Gro8e der Kopplung der BARKHAUSEN-Bereiche 
und sollte also groB sein bei Proben, bei denen Q? ebenfalls groB ist. Ein 
groBes Q? soll namlich, wie beschrieben, bedeuten, daB die gegenseitige 
Kopplung der BARKHAUSEN-Spriinge groB ist und diese Kopplung soll 
uber das innere Streufeld der Bereiche erfolgen. Es ist also zu erwarten, 
daB die irreversible Nachwirkung bei Proben mit groBem experimentell 
ermittelten Q?, also nach dieser Vorstellung auch groBem B, proportional 
zum Logarithmus der Zeit ablauft, wahrend bei kleinem Q?, also klei- 
nem B die Nachwirkung erst nach gréBeren Zeiten proportional zum 
Logarithmus der Zeit wird. In Fig.11 sind die Werte fiir Q? ebenfalls 
angeschrieben. Man entnimmt daraus, da8B bei den Stahldrahtproben 
von COURVOISIER ein Q? von 7,2 gemessen wurde, wohingegen die 
Nickelproben ein Q? von 2,5 bis 3 haben. Bei ihnen beginnt erst bei viel 
langeren Zeiten, als sie in der damaligen Untersuchung nach einer balli- 
stischen Methode erfaBt werden konnten, die Proportionalitat mit dem 
log der Zeit. 

Die Oszillogramme der irreversiblen Nachwirkung (Fig.10) zeigen 
Intervalle mit Gruppen von BARKHAUSEN-Spriingen und Intervalle, in 
denen keine Spriinge beobachtet werden. Es ist zu erklaren, durch 
welchen Vorgang nach einem Intervall ohne Spriinge ein neuer Sprung 
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und damit eventuell eine Gruppe von gekoppelten Spriingen ausgelést 
wird. Wie erwahnt, wird dazu von SNoEx [15] angenommen, daB eine 
Diffusion von Fremdatomen im ferromagnetischen Gitter die Bedingun- 
gen zum Start eines BARKHAUSEN-Sprunges schaffen kann. Andere 
Autoren diskutieren eine Auslésung durch die Temperaturenergie des 
ferromagnetischen Gitters [1]. Eine Entscheidung iiber diese Frage 
kann aus den vorliegenden Messungen nicht getroffen werden. 


Uber die thermische, mechanische und magnetische Beeinflussung 
der Gropenverteilung der BARKHAUSEN-Spriinge. 


Die Frage nach der mittleren GréBe der BARKHAUSEN-Spriinge in 
einem ferromagnetischen Material, die der Ausgangspunkt der vorlie- 
genden Arbeit war, konnte nicht beantwortet werden, da es sich heraus- 
stellte, daB die experimentell gefundene GréBenverteilung von einer 
normalen Verteilung um einen Mittelwert stets mehr oder weniger stark 
abweicht. Es wurde gezeigt, daB diese Abweichungen die Folge einer 
gegenseitigen Kopplung sind. Es wurde untersucht, ob die gefundenen 
Verteilungen bei einem Material reproduzierbar sind, ob und wie weit 
sie sich durch thermische, mechanische und magnetische Behandlungen 
der Probe beeinflussen lassen. 


Wie aus zahlreichen Untersuchungen tiber das Verhalten der Koer- 
zitivkraft zu erwarten ist, — die GrdBe der Koerzitivkraft ist wohl im 
wesentlichen durch das Verhalten der irreversiblen Prozesse bedingt — 
ist die Zahl und die GréBenverteilung der BARKHAUSEN-Spriinge auBer- 
ordentlich empfindlich auf thermische Behandlungen der Probe. Bei 
samtlichen Proben, die untersucht wurden, wobei es gleichgiiltig ist, ob 
es sich um reine Metalle oder Legierungen, ob um harte oder weiche 
Materialien handelt, ist generell festzustellen, daB schon nach kurzen, 
aber méglichst hohen Temperaturbehandlungen die Zahl der gemessenen 
BARKHAUSEN-Spriinge wesentlich zuriickgeht (Tabelle 3). Dieser Zu- 
stand ist auBerordentlich empfindlich gegen geringste mechanische Be- 
anspruchungen: So geniigte bei einigen Proben von wenigen Zentimetern 
Lange und 3 mm Durchmesser bereits die Durchbiegung durch das eigene 
Gewicht, wenn sie nur an zwei Punkten unterstiitzt wurden, um die 
Zahl der gemessenen BARKHAUSEN-Spriinge wieder wesentlich ansteigen 
zu lassen. 

Erzwingt man durch einen von auBen angelegten Zug eine Aus- 
richtung der Bereiche, — bei Nickel unter Zug beispielsweise quer zur 
angelegten Zugspannung — so erwartet man eine Abnahme der Zahl 
der BARKHAUSEN-Spriinge, weil Wandverschiebungen nicht mehr még- 
lich sind, in dem MaBe, wie alle Bereiche untereinander parallel gestellt 
werden. Zwischen zwei parallelen Bereichen ist namlich jede Lage der 
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Wand gleichberechtigt. Tabelle 4 zeigt die Ergebnisse einer solchen 
Messung. 


Einen bemerkenswerten Unterschied beobachtet man, wenn man die 
Zahl der BARKHAUSEN-Spriinge einmal auf der Neukurve nach thermi- 
scher Abmagnetisierung miBt, das andere Mal nach Abmagnetisierung 
in einem Wechselfeld mit kontinuierlich auf Nullabnehmender Amplitude. 
Der Anfangspunkt beider Neukurven ist also die pauschale Magnetisie- 
rung Null. Trotzdem sind diese beiden Zustande nicht gleichwertig, da 
nach thermischer Abmagnetisierung erheblich weniger BARKHAUSEN- 
Spriinge gezahlt werden, als nach Abmagnetisierung im Wechselfeld 
(Pip’. 42). 
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Fig. 12. BARKHAUSEN-Spriinge auf der Neukurve nach thermischer und wechselfeldidealer Abmagnetisierung. 


Die Erklarung fiir die erwahnten Erscheinungen kann wohl nicht 
die sein, da die Zahl der irreversiblen Prozesse in dem MaBe abnimmt, 
wie die Zahl der in Tabelle 4 und Fig. 12 angegeben, mit der Apparatur 
gezdhlten BARKHAUSEN-Spriinge. In diesem Falle miiBte namlich die 
GréBe der differentiellen irreversiblen Permeabilitat und die GréBe der 
Koerzitivkraft ebenfalls um GréBenordnungen abnehmen, was ganz 
sicher nicht der Fall ist. Es ist vielmehr so, da8 der Gesamtbetrag der 
irreversiblen Magnetisierungsanderung sich nicht andert, daB aber diese 
Anderung nach der thermischen Abmagnetisierung in so kleinen BARK- 
HAUSEN-Spriingen ablauft, daB diese unterhalb der Empfindlichkeit der 
Apparatur liegen. 

Die Annahme, dab durch geeignete thermische oder mechanische 
Behandlungen sich die GréBe der BARKHAUSEN-Spriinge beeinflussen 
14Bt, daB also ein groBer Sprung sich aufteilt in viele kleine Spriinge 
oder auch umgekehrt, daB ein Zusammmenschlu8 kleiner Spriinge zu 
einem groBen stattfindet, wird gestiitzt durch eine Beobachtung von 
SOMMERKORN [16], welcher an einer wechselfeldidealisierten Eisen- 


Siliziumprobe (3% Si) mittels der Methode der BirrERschen Streifen 
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zeigen konnte, daB nach mechanischer Beanspruchung dieser Probe eine 
Aufteilung eines Bereiches in mehrere kleinere Bereiche eintrat. 

Dieser ZusammenschluB kleinerer Bereiche zu einem groBen Bereich 
ist ein anderer Vorgang, als die im Hauptteil besprochene Kopplung 
der Bereiche iiber das innere Streufeld. Wiirde es sich namlich um diese 
Kopplung handeln, so miiBte man feststellen, daB der Lexissche Diver- 
genzquotient Q? fiir thermisch behandelte Proben mit sehr wenig ge- 
zahlten Spriingen wesentlich verschieden ware von dem Q? unbehan- 
delter Proben. Tabelle 3 zeigt jedoch, daB das nicht der Fall ist. 

Mit der vorliegenden Methode kann man nicht unterscheiden, ob 
eine echte Unterteilung der Bereiche eintritt oder ob lediglich die Hohe 
der Hindernisse fiir eine Wandverschiebung abnimmt, so daB die Wand 
viele kleine Verschiebungen macht an Stelle einer groBen. Eine Klarung 
dieser Frage kann man von einer Erweiterung und Fortfiihrung der Ver- 
suche von SOMMERKORN erwarten, insbesondere wenn es gelingen wiirde, 
die Methode der BitrErRschen Streifen so zu verbessern, daB auch eine 
Beobachtung schnell ablaufender Wandverschiebungen médglich ware. 
Dazu besteht aber bei der Tragheit des aufgebrachten Kolloids wenig 
Aussicht. Eine Verbesserung in dieser Hinsicht bieten die Untersuchun- 
gen von WILLIAMS [17], welcher den magnetooptischen KERR-Effekt 
zur Sichtbarmachung der Bereiche benutzt. Entsprechende Unter- 
suchungen sind im Gange. 


Zusammenfassung. 


4. Es wird eine Apparatur beschrieben, die es gestattet, die bei der 
Ummagnetisierung einer ferromagnetischen Probe auftretenden irre- 
versiblen Prozesse, die sog. BARKHAUSEN-Spriinge durch ihre Induktions- 
wirkung auf ein Solenoid zu messen. Die induzierten Impulse werden 
dazu geeignet verstarkt und in mehreren Zahlern je nach ihrer GréBe 
gezahlt. 2. Die statistische Auswertung der erhaltenen Verteilungen 
zeigt, daB sich kein Mittelwert fiir die GréBe der BARKHAUSEN-Spriinge 
angeben la8t, da keine normale Verteilung um einen Mittelwert besteht. 
3. Es wird angenommen, daf mehrere kleine Spriinge zu schnell aufein- 
ander folgen, um von der Apparatur noch aufgelést werden zu kénnen. 
Sie werden daher als ein groBer Sprung gezahlt und tauschen dadurch 
eine anormale Verteilung vor. 4. Diese anormale Verteilung ist unab- 
hangig davon, wie schnell das AuBenfeld variiert wird. 5. Da das Oszillo- 
gramm der BARKHAUSEN-Spriinge zeigt, daB immer mehrere Spriinge 
in sehr kurzen Absténden aufeinanderfolgen, schlieBt man, daB die 
Spriinge sich durch Kopplung iiber ihr Streufeld gegenseitig beeinflussen 
und mitreiBen. Die GréBe der Kopplung kann durch Messung des 
Lrxisschen Divergenzquotienten Q? berechnet werden. 6. Diese Kopp- 
lung wird dafiir verantwortlich gemacht, daB die irreversible Nach- 
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wirkung bei manchen Proben schon nach kurzen Zeiten proportional 
zum Logarithmus der Zeit wird, wahrend bei Proben mit kleinem (Q? 
diese Proportionalitat erst nach viel langeren Zeiten eintritt. 


Ich danke Herrn Professor WALTHER GERLACH fiir die Anregung zu 
dieser Arbeit und der Deutschen Forschungsgemeinschaft, die mir unter 
anderem zwei der benétigten Zahlwerke zur Verfiigung stellte. 
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Untersuchungen 
an einem Wasserstoff-Hochdruckbogen. 


Von 
WALTER NISSEN. 


Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 25. Juni 1954.) 


Das Spektrum eines H,-Bogens wurde bei Drucken zwischen 10 und 140 Atm 
untersucht. Bei einem Bogendurchmesser von wenigen Zehntelmillimetern und 
einer Stromstarke von 10 Amp sind im mittleren Abschnitt des Bogens Tempe- 
raturen von etwa 15000° K gemessen, in der Nahe der zugespitzten Kathode bis 
20000° K. Fiir diese Temperaturen, die durch Vergleich des gemessenen Linien- 
profils von He mit dem nach der HotrsmaArkKschen Theorie berechneten ermittelt 
wurden, stimmen die gemessenen Intensitaten des H~-Kontinuums mit den be- 
rechneten tiberein. Bestimmt man umgekehrt aus der gemessenen Intensitat des 
H--Kontinuums die Temperatur der Entladung, so kann man unabhangig von der 
Gestalt des berechneten Linienprofils und dem Verbreiterungsmechanismus von H 
zu Temperaturwerten gelangen; diese liegen um 1500° niedriger als die nach der 
Ho.tsMaARKschen Theorie ermittelten. Griinde hierfiir werden am Schlufi der 
Arbeit diskutiert. 


I. Einleitung. 


In einer vorangegangenen Arbeit [7], [2] wurde fiir einen in Wasser- 
stoff bei Unterdruck brennenden Lichtbogen die Druckabhangigkeit 
der Temperatur und der Intensitat des H--Kontinuums untersucht. Es 
ergab sich dabei eine Zunahme der Temperatur mit dem Druck, sowie 
ein der Theorie entsprechendes Anwachsen des H~-Kontinuums. Die 
erhaltenen Resultate bezogen sich lediglich auf einen Druckbereich von 
0,4 bis 1,0 Atm. Es erschien daher wiinschenswert, die Messungen in 
Wasserstoff auch bei héheren Drucken durchzufiihren. Im folgenden 
wird zunachst eine Apparatur beschrieben, die die Untersuchung eines 
Lichtbogens bei H,-Drucken zwischen 10 und 140 Atm zulaBt. Auch in 
dem so erweiterten Druckbereich variiert das H--Kontinuum entspre- 
chend den Erwartungen der Theorie. Damit zeigt sich eine Méglichkeit, 
durch Messung der Intensitat dieses Kontinuums mit Hilfe der Theorie 
der Kontinuen Temperaturwerte zu ermitteln (Teil IV dieser Arbeit), 
wahrend das frither benutzte Verfahren zur Temperaturmessung auf der 
Theorie der Linienverbreiterung basiert. Die beiden Methoden der 
Temperaturbestimmung sind also unabhangig voneinander. Die Resul- 
tate beider Methoden weichen etwas voneinander ab, was im letzten 
Teil der Arbeit diskutiert werden soll. 
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II. Der Wasserstoff-Hochdruck-Lichtbogen. 
a) Beschreibung der Apparatur. 

Um einen Lichtbogen in Wasserstoffgas bei hohen Drucken und nicht 
zu geringem Elektrodenabstand brennen zu kénnen, scheint nach den 
Erfahrungen von Suits [3] die Verwendung einer Wirbelstabilisierung 
unerlaGlich zu sein. — Das Schema der hier benutzten Apparatur ist 
daher folgendes: 

Der Bogen brennt in einem 
sehr kraftig gebauten, zylindri- 
schen Stahltopf, der iiber ein 
Spezial-Reduzierventil an eine 
der handelsiiblichen, mit Wasser- 
stoff gefiillten Stahlflaschen an- 
geschlossen wird. Fig. 1 stellt 
den Drucktopf ma8stabsgetreu 
im Schnitt dar. Zur Erzeugung 
eines H,-Stabilisierungswirbels ist 
der Topf innen mit einer ent- 
sprechenden Gasfiihrung, der sog. 
, turbine‘, versehen. Der Gas- 
austritt erfolgt iiber ein Nadel- 
ventil und eine Schlauchleitung 
ins Freie. Mit Hilfe des Reduzier- 
bzw. des Nadelventils kann so- 
wohl der Druck im Topf, wie die 
zum Zwecke des Stabilisierens 
prorZettembent diesen durchistxro- — Wig 4. Scimitizeicimung der Hochdruck- Lichtbogex 
mende Wasserstoffmenge in wel- ae Ce ey 
ten Grenzen varuert werden. 

Die Elektroden des Lichtbogens bestehen aus Wolfram; die Kathode 
ist oberhalb der Anode angebracht und zu einem 90°-Kegel zugespitzt. 
Die halbkugelig abgerundete Anode wird iiber eine druckdichte, isolierte 
Stromdurchfiihrung mit der Stromquelle verbunden. 

Die Turbine besteht im wesentlichen aus einem Hohlzylinder (Durch- 
messer 7 cm, Héhe 5 cm) mit einer flachen, tangential gerichteten Dise. 
Die Seiten des Zylinders werden durch zwei kreisférmige Platten ge- 
bildet, deren Mitten mit 8 mm-Bohrungen versehen sind, durch die die 
Wolframelektroden (6mm @) in das Innere des Zylinders hineinragen. 
Die Diise dient dazu, einen flachen, die ganze Hohe des Zylinders aus- 
fiillenden Gasstrah! hoher Geschwindigkeit zu erzeugen!. Dieser laBt 


1 Die Diise kann mittels zweier Schrauben sehr genau auf optimale Weite ein- 
gestellt werden: bei zu weiter Diise wird das Gas nicht gentigend beschleunigt; 
bei zu enger Einstellung ist die Reibung in derselben zu grok. 
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einen kriaftigen, stabilisierenden Wirbel entstehen ; schlieBlich gelangt 
das Gas durch die zentralen Bohrungen der Seitenwande in den iibrigen 
Raum des Drucktopfes und entweicht durch das Nadelventil und die 
Schlauchleitung ins Freie. Der Zylinder wie auch der Drucktopf sind 
fiir seitliche Beobachtung mit je einem Quarzfenster versehen. Die 
Stabilisierungseinrichtung ist an einem 4 cm starken Messingdeckel be- 
festigt, mit dem der Drucktopf verschlossen wird. 

Zum Ziinden des Bogens und zur Einstellung der Bogenlange kann 
die obere Elektrode von auBen mittels magnetischer Ubertragung in 
Richtung ihrer Langsachse vor- und zuriickgeschraubt werden’. Einzel- 
heiten und Abmessungen diirften aus der Fig. 1 hervorgehen. 


a b 


Fig.2a u. b. Momentaufnahmen des Wasserstoffbogens bei10 Amp und 30 Atm. Elektrodenabstand: 2mm, 
Belichtungszeit: '/9), sec. a Ohne Stabilisierung; b H,-Stabilisierungsmenge auf Normalbedingungen 
umgerechnet etwa !/, Liter pro Sekunde. 


b) Beschreibung des Lichtbogens. 

Charakteristisch fiir den Wasserstoff-Hochdruckbogen ist sein ge- 
ringer Durchmesser. Wahrend der Unterdruckbogen (30 Amp) [JZ], [2] 
bei 0,4 Atm noch einen Durchmesser von etwa 4mm hat, schniirt 
sich der Bogen bei 1,0 Atm auf ungefahr 2,5 mm zusammen. Bei einem 
Uberdruck von 20 bis 140 Atm und einem Bogenstrom von 10 Amp 
hat die auffallend scharf abgegrenzte Entladung einen Durchmesser von 
nur noch wenigen Zehntelmillimetern (s. Fig. 2), der in der Nahe der 
Kathode am kleinsten ist?. Die Einschniirung des Bogens ist in weiten 
Grenzen von der Starke der Wirbelstabilisierung unabhangig. Bei ge- 


' Diese magnetische Bewegungseinrichtung erlaubt bei kurzzeitiger Uber- 
lastung der Magnetspule (normalerweise 5000 Amp-Windungen) die an der Spitze 
miteinander verschmolzenen Elektroden auseinander zu brechen. 

» Im Zusammenhang mit der starken Einschntirung des Bogens sei erwahnt, 
da der radial nach innen gerichtete magnetische Druck (Folge des Eigenmagnet- 
feldes des Bogens) weniger als 2,5 Torr betragt, 
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ringen Drucken und Bogenlangen kann auf die Wirbelstabilisierung sogar 
ganz verzichtet werden; allerdings stellt sich der Bogen dann schief 
(Fig. 2a). 

Vor der Anode erleidet der Bogen eine Stérung durch den mit eroBer 
Geschwindigkeit von der Anode hervorschieBenden Wolframdampf- 
strahl. Letzterer steht bei nicht zu starker Stabilisierung stets schief 
zum eigentlichen Bogen (Fig. 2b)}. 

Der Spannungsbedarf des Bogens ist, wie zu erwarten war, hoch. Fiir 
den 2,0 mm langen 10 Amp-Bogen wurde bei 10 bis 40 Atm eine Span- 
nung von etwa 80 V gemessen, die mit wachsendem Druck immer steiler 
anstieg und bei 140 Atm 200 V erreichte. Wegen dieses starken Span- 
nungsabfalles und des geringen Bogendurchmessers ist die Energie- 
dichte groB. Sie betragt im mittleren Abschnitt des Bogens bei einem 
Bogendurchmesser von 0,4mm 8000 kW/cm?, in Kathodennihe etwa 
das Zehnfache. Die Stromdichte wird entsprechend 8000 bzw. 80000 Amp/ 
cm?. Diese Betrage werden bei einer Gesamtleistung von 2 kW erreicht. 


c) Spektroskopische Beobachtung. 

Fir die spektroskopischen Untersuchungen wurde ein Zweiprismen- 
Glasspektrograph verwendet. Das untersuchte Spektralgebiet reichte 
von 4000 bis 5600 A; die Dispersion betrug 8 bis 12 A/mm, die Spalt- 
weite ?/,;,,mm. Der vertikal brennende Bogen wurde mittels eines 
Tessars und zweier Spiegel vergr6Bert und um 90° gekippt auf den Spek- 
trographenspalt abgebildet. Als Strahlungsnormal diente der positive 
Krater des Kohlebogens [4)?. Spektral zerlegte Stufen sind zusammen 
mit 2 bis 4 Wasserstoffspektren jeweils auf der gleichen Photoplatte 
(Hauff-Modula, 18/10° DIN) aufgenommen. Die _ unterschiedlichen 
Intensitaten der Wasserstoffbégen wurden mit einer im Tessar befind- 
lichen Irisblende ausgeglichen. Die Belichtungszeiten des Wasserstoff- 
bogens betrugen 0,1 sec, die des Strahlungsnormals 0,5 sec. Fiir die 
Auswertung der Spektralaufnahmen wurde ein visuelles Zeiss-Schnell- 
photometer bzw. ein im Institut gebautes Registrierphotometer be- 
nutzt®. 

Die spektroskopischen Aufnahmen zeigten, daB der Lichtbogen aus- 
schlieBlich das H-Spektrum aussendet, ebenso ausschlieBlich emittiert die 


1 Bei einem Bogenstrom von 50 Amp ist die Verdampfung des Wolframs so 
stark, da® beide Quarzfenster nach einer Brenndauer von wenigen Sekunden mit 
einem schwarzen W-Uberzug bedeckt waren, der bei 10 Amp jedoch nicht in Er- 
scheinung trat. 

2 Spektralreine Kohlen fiir das Strahlungsnormal lieferte die Firma Ringsdorf 
in Mehlen a. Rh. - 

3 Verfasser dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir die Uberlassung 
des Photometers sowie der Firma Roland Risse, Flérsheim, fiir freundliche Uber- 
lassung von Registrierpapier. 
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Anodenstichflamme das Spektrum des Wolframs. In der oberen Halfte 
des Bogens sind bei einer Stabilisierungsmenge von 1 Liter H, pro Sekunde 
(Normalbedingungen) Wasserstoffbogen und Wolframdampfstrahl stets 
rdiumlich getrennt. Samtliche Aufnahmen sind unter diesen Verhalt- 
nissen gemacht. Der Druck wurde zwischen 10 und 140 Atm varuert, 
der Elektrodenabstand betrug 2,0 mm, der Bogenstrom 10 Amp. Fur 
die spektroskopische Temperaturbestimmung sind sowohl Aufnahmen 
vom mittleren Abschnitt des Bogens gemacht worden, als auch von der 
unmittelbaren Umgebung der Kathode, in der die Energiedichte am 
groBten ist. 

In Fig.3 sind einige typische, gemessene Intensitadtsverteilungen 
wiedergegeben. Die Einsenkung in der Mitte von H, ist bei héheren 
Drucken sehr klein. Sie liegt 


10 ; 
rel.E ae fiir 20 Atm bereits innerhalb der 
ue oo MeBgenauigkeit. Der blaue Fliigel 
06 0 von H, geht direkt in das Grenz- 
en D kontinuum ber. 


Der Bogen kommt der Ideal- 
G2 form eines homogenen Kanals 
sehr nahe. Sein Durchmesser er- 


0 : , 
550 ae 60 mu 0 schien auf photographischen Auf- 
Fig. 3. Gemessene Intensitaten im Spektrum desreinen nahmen auch dann noch von 
Wasserstoffbogens in relativen Intensitatseinheiten, gleicher GroéBe, wenn die Belich- 
Die MeBgenauigkeit ist durch die Strichdicke * 
gekennzeichnet. tung um den Faktor 1200 gean- 


dert wurde. Auch die photogra- 
phisch-photometrische Messung der radialen Intensitatsverteilung des 
Bogens ergab einen annadhernd homogenen Kanal, so daB sich bei Aus- 
wertung der Spektren Korrekturen auf homogene Schicht ertibrigten. 


III. Elektronendichte und Temperatur. 


Zur spektroskopischen Bestimmung der Elektronendichte und Tem- 
peratur wird nach bekannten Verfahren das in relativen Intensitats- 
einheiten gemessene Profil der aus optisch diinner Schicht emittierten 
Linie H, herangezogen: Indem man das gemessene Profil und die nach 
der HorttsmArkKschen Theorie [5] von SCHMALJOHANN [6] berechnete 
Kontur, wie Fig. 4 zeigt, im roten Fliigel von H, (unter Normierung auf 
gleiche Flache) zur Deckung bringt, laBt sich die Normalfeldstarke F, 
bestimmen [7]. Daraus berechnet man die Dichte der zur Linienverbrei- 
terung beitragenden (geladenen) Partikel N nach der Formel 


Fi, = 2,61 -2- NA, (1) 
Aus der Lenzschen Bedingung [8] 
Aw Lt 24 (2) 
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folgt, daB N =n, ist; wegen der Quasineutralitat im Bogenplasma 
gilt ferner n;=1n, (n; Ionendichte, m, Elektronendichte). In Fig.5 sind 
die so bestimmten Elektronendichten in Abhangigkeit vom Druck 


wiedergegeben. Der Druck ist auf 
+0,5 Atm genau gemessen; die 
Stromstarke des Bogens hat den 
Wert 10,0+0,2Amp. Insgesamt er- 
gibt sich auf Grund der Versuchs- 
bedingungen ein Fehler fiir F, von 
+10% und fiir , von +15%. 

Die MeBreihe fiir ,(p) (Fig. 5) 
schheBt sich zwanglos an die MeB- 
werte fiir den Unterdruckbogen [7] 
an. — Die Elektronendichten im 
Hochdruckbogen mit Wasserdampf- 
plasma nach PETERS [9] sind etwa 
4mal kleiner. 


Ly 
ae 
600 $00: 200 0 200 Y¥00 600 , 800 
ee iy tee A 


Fig. 4. Intensitatsverteilung im Spektrum des 
Wasserstoffhochdruckbogens bei 80 Atm und 
10 Amp. Das Linienprofil von Hg nach 
SCHMALJOHANN ist gestrichelt gezeichnet. 


Da nunmehr Elektronendichte, Ionendichte und der Druck bekannt 
sind, kann die Temperatur mit Hilfe der SAHA-Gleichung berechnet 
werden. Vorausgesetzt ist, daB das Plasma als ideales Gas angesehen 


werden darf und lokales, thermisches 
Gleichgewicht vorliegt. Die Ioni- 
slerungsspannung wird nach Un- 
SOLD [10] wegen der Mikrofelder der 
Tonen und Elektronen um den Betrag 


A ¥=7- 40-7 n,U3 [eV] 


(entsprechend 5 bis 8%) erniedrigt. 
Das Ergebnis der Temperaturbe- 
stimmung ist in Fig. 6 wiederge- 
geben. Der durch die Versuchsbe- 
dingungen gegebene maximale Fehler 
von T betragt +3%. 

_ Die Temperatur ist praktisch im 
ganzen untersuchten Druckbereich 
konstant und betragt etwa15 000° K. 
Dieser Wert schlieBt sich bestens an 
die Messungen bei Unterdruck an. 
Dort wurde bei Steigerung des 
Druckes von 0,4 auf 1,0 Atm eine Er- 


50 


0 40 50 120 Aim 
pP _S 
Fig. 5. Elektronendichte me aus dem Verlauf der 
Linienfliigel von Hg bestimmt. 


héhung der Temperatur von 10000 auf 12500° K gemessen. Wendet 
man dasselbe Verfahren der Temperaturmessung auf Gebiete des Bogens 
in Kathodennahe an, so erhalt man hoéhere Temperaturen und zwar 


Sh 
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c.p. relativ um so hoher, je kleiner der Druck ist. Ein Verstandnis 
hierfiir gewinnt man aus der Betrachtung der »,/p Diagramme. 


15000 


70000 


40 


80 


p= 


720 tim 


Fig.6. Temperatur T(p) bei einem Bogenstrom 


von 10 Amp. Im mittleren Abschnitt des 35 hs 
Bogens. — sce In unmittelbarer Nahe der Kathode. warten. Fiir 20 Atm erhalt man 
Tabelle 1. 

Druck Bogenstrom Treite Hp BR Neate va ees Temperatur Tonisierungsgrad 
p i A hug Fy, 10-8 - n, T 

[Atm] [Amp] [A] [CGS] {cm~*] (°K] 
10 Soy all. Ao) 1640 1,50 19 500 0,44 
10 50 160 1420 1,20 16850 0,29 
20 10 180 1540 1,36 15250 0,15 2 
40 10 180 1990 2,00 15100 0,11 = 
40 10 190 2090 2,15 15300 0,12 wn 
60 10 280 2190 2,34 14.700 0,08 |28 
60 10 250 2370 2,59 15100 0,09 bath 
80 10 270 2510 2,84 14.850 0,07 oM 
80 10 280 2840 3,40 15400 0,09 4g 

100 10 310 3120 3,93 15400 0,09 |2t 

100 10 350 3020 3,74 15250 0,08 | & 

120 10 400 3300 4,28 15250 0,08 s 

120 10) i 9s380 3000 3,57 14 800 0,06 a 

140 10 410 3840 3,40 14450 0,05 J 
20 J10.@ #1 230 2470 Dy ihhy 20150 0,39 ; 
20 10) aa eed(SO 2050 2,09 17200 0,25 | 5 
20 10 220 2110 2,18 17400 0,27 Sia 
40 LOMMGS 7376 3140 3,97 18050 O25 Ue 
40 LO} atl (3,380 2840 3,40 17150 0,20 ie a 
60 10 | 390 3040 BID 16150 0,13 ra 
60 10 430 3160 4,00 16650 0,16 A 


Aus der SAHA-Gleichung folgt 
namlich, daB Elektronendichten, 
denen die gleiche Temperatur ent- 
spricht, in einem solchen Diagramm 
auf Kurven der Form »,~p-! 
liegen. Diese Isothermen haben bei 
kleineren Drucken einen geringeren 
Abstand voneinander als bei groBen. 
Daher entspricht eine Erhéhung von 
n, bei kleinen Drucken einer relativ 
groBen Temperatursteigerung und 
umgekehrt. In Kathodennahe sind 
infolge der starkeren Einschniirung 
des Bogens die Elektronendichten 
hoher als im mittleren Bogenab- 
schnitt, man wird also in Kathoden- 
nahe bei kleineren Drucken eine 
starkere Temperaturerhéhung  er- 
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Temperaturen, die im Mittel um etwa 3000° iiber den im mittleren 
Bogenabschnitt gemessenen liegen (s. Fig. 6). Mit wachsendem Druck 
fallt diese Differenz auf 2200° (bei 40 Atm) und schlieBlich 1500° 
(60 Atm) ab. 

Da die Ionendichte und Temperatur bekannt sind, kann der Ioni- 
sierungsgrad « nach der Formel 


P Ges 
berechnet werden (k BottzMaNN-Konstante; p¢,., Gesamtdruck). Die 
errechneten Werte sind in Tabelle 1 mit aufgefiithrt, die eine Zusammen- 
stellung aller Ergebnisse dieses Kapitels enthalt}, 


IV. Das H -Kontinuum. 
a) Messung des H~-Kontinuums. 


Das Elektronenaffinitatskontinuum des neutralen Wasserstoffatoms 
ist bisher nachgewiesen worden: 

1. In einer Funkenentladung durch H,-Gas im abgeschlossenen 
GEISLER-Rohr von geringem Volumen. Druck: 20, ~40 und 60 Atm. 
Temperaturen: 12500 bis 15600° K [//}. 

2. Im wirbelstabilisierten Wasserstoffbogen. Druck: 0,4 bis 1,0 Atm. 
Temperaturen: 10000 bis 12500° K [J]. 

3. Im Wasserdampfbogen. Druck: 25 bis 150 Atm. Temperaturen: 
11400 bis 12000° K [9]. 

Im Wasserstoff-Hochdruckbogen sind hier bei 40, 60, 80, ... 140Atm 
Temperaturen von etwa 15000° K gemessen worden (Abschnitt III). 
Unter diesen Gegebenheiten betragt der (absolute) Absorptionskoeffi- 
zient des H--Kontinuums im roten Fliigel von Hz xy-=0,1 bis 0,7cm +; 
das Verhaltnis der Absorptionskoeffizienten bzw. der Intensitaten von 
H--Kontinuum zu H-Kontinuum ist oe = 3 = 07 bise4 5. (121. 


Fiir den H~--Nachweis wurde das Verhialtnis a 


bestimmt. Die 


Intensitaéten J,,, der Linienfliigel von Hg, und les Intensitat J;, des 
Wasserstoffkontinuums kénnen berechnet werden, ebenfalls eine Stelle 
AAy=AA,(T, p, F,) der Wellenlangenskala, fir die T= Tn ist (s. [1] 
und Fig. 4). Da I Hp und J,,+I,- gemessen werden kénnen, 1a4Bt sich 


pe angeben. Zur Berechnung von 4A, sind fiir die betreffenden Auf- 


A . 
nahmen die speziellen nach SCHMALJOHANN ermittelten Temperaturen 


und Normalfeldstirken benutzt. Tabelle 2 gibt das gemessene und be- 


rechnete Verhaltnis ae wieder. Die Abweichungen des Experimentes 
H 


“i Der Wert der Halbwertsbreite ist verhaltnismaBig ungenau. 
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von der Theorie liegen innerhalb der Fehlergrenzen insbesondere eines 
Temperaturfehlers von + 3%. 


Tabelle 2. 
cc eee EIDE aSSEEaESEGS ESSE SEAS SECEIGT a 
p [Atm] | 40 | 60 | 80 | 100 120 | 140 


gemessen | 1,9 PyB) | i Wee7/ 22 PIP) 


fa 

a | 
Le Vegi | ne Gane | beara: Meee, 1,1 2,0 

H 

b) Heranziehung des H--Kontinuums zur Temperaturmessung. 
Da wegen der ausschlieBlichen Verwendung von Wasserstoffgas und 
der hohen Temperaturen auBer J;, und J,,- keine weiteren Kontinuen 
7 auftreten, erscheint es modglich, 

das H--MeBverfahren auf Grund 

6 seiner starken Temperaturemp- 
findlichkeit umzukehren und 


siete T 5 zur Temperaturmessung heran- 
Wa zuziehen. 


a In Fig. 7 sind die Verhaltnisse 
fiir eine beif = 80 Atm gewonnene 
Aufnahme wiedergegeben. Kurvel 
gibt die gemessenen Betrage 
ia (In + Ip) — Iu 
Ip B 

Abhangigkeit von A 4 an (4 4 Wel- 
lenlangenabstand von der Linien- 
500A 400 200 0 mitte; J,,+J,-ist die gemessene 

<< mara ie Intensitat des Untergrundes). Die 
——Tz:soBemessen im = Kurve IT ist dadurch erhalten, 


roten Fliigel von Hg in Abhingigkeit von 42 fiirdie dal das theoretisch bekannte Ver- 
in Fig. 4 wiedergegebene Intensitatsverteilung. Kur- haltnis 


(vgl. Fig. 4) in 
14850°K 


Fig. 7. Kurve I: 


Ties 
vell: a berechnet ftir die jeweilige (variable) Tem- 


H Ty Ty M4 
peratur T(A A), fiir die beip=80 Atm a (T,AAo)=1 Erb (7, A A) pbs, (a A A) | 
H 
ist. Die Abszissenskala gibt 4 A) an, T(A Ao) ist seit- O85 fe 


lich angemerkt. Kurve JJ: Wie II jedoch ist das F 
ScHMALJOHANNsche Linienprofil durch das gemessene gesetzt wird (A AA Ao 5 Se oben) 


as und dadurch fir jedes AA, 
(= Abszissenskala) eine bestimmte Temperatur T (4 /,) festgelegt wird, 


die das dargestellte Verhaltnis Ls (T) ebenfalls als Funktion von AA, 
H 
bestimmt!. Den Zusammenhang zwischen ee und der Temperatur 


H 
TA Ay) zeigen die an II angebrachten Temperaturmarken an, 


Ty 


, wurde der Arbeit von E. ViTENSE [7/2] entnommen. 
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a) Bei bekannter Temperatur (z. B. 14850° K) liest man an Hand der 
T-Marken auf Kurve II das von E. ViTENSE berechnete Verhiltnis 


ae (=1,1) und 4/,(=390 A) ab. Fiir dieses Ap (Ij, =T,)) liefert 
Gy tla) —Iag  Ty- (=1,7) 
Ti, hid Ty — 

b) Zur Temperaturbestimmung (Umkehrung des H ~-MeBverfahrens) 
lest man im Schnittpunkt von I und II an den Temperaturmarken T 
(=14500° K) direkt ab}. 

Der Vorzug dieses TemperaturmeBverfahrens liegt darin, daB (zur 
Konstruktion der Kurve I) lediglich der Untergrund, die relative Inten- 
sitatsverteilung an der Stelle 4A, und der Druck bekannt zu sein brau- 
chen. Beispielsweise kann T auch dann bestimmt werden, wenn H 
lediglich in relativen Intensitatseinheiten gemessen wird und in der Mitte 
optisch dick ist. 

Eine entscheidende Voraussetzung fiir die Anwendung dieses Ver- 
fahrens ist, daB keine an deren Kontinuen vorhanden sein diirfen. 
Bei Anwesenheit unberiicksichtigter Kontinuen der Intensitat 7, muB 


Pee ies = . 
tues eae, (Kurve I) der Betrag rea 
Ti, Trp 


Kurve I das gemessene 


von dem (falsch) gemessenen 
abgezogen werden. 

Bei der Berechnung der Kurve II (Fig. 7) ist fiir den Absorptions- 
koeffizienten x,, in Abhangigkeit von 44 das von SCHMALJOHANN 
berechnete Linienprofil zugrunde gelegt. Um die Temperatur unabhangig 
von der HorttsmArkKschen Theorie aus der Theorie der Kontinuen er- 
mitteln zu kénnen, ist folgende Abanderung zweckmaBig: 

Das Linienprofil nach SCHMALJOHANN S(«) wird durch die gemessene 
Intensitatsverteilung M(4/) des Linienprofiles von Hg ersetzt, deren 


+00 
Flache auf 1 normiert ist; { M@(MdA) d4A=1. Der Absorptionskoeffi- 


zient pro H-Atom im zweiten Quantenzustand wird somit [7] 


i, (Mia A), 


C2 
Mit diesem ,,experimentellen“ Absorptionskoeffizienten HH, (AA) wird 
wie vor aus —“@ (1, AA; ~) =1 fir p=comst und verschiedenes TI 
x 


das AA, ausgerechnet. Statt der Kurve II erhalt man jetzt Kurve III, 
und im Schnittpunkt von I und III die Temperatur (T = 13 300 ++ 500° K). 
Damit ist das TemperaturmeBverfahren sowohl von der Gestalt des 
ScHMALJOHANNschen Linienprofils S(«) unabhangig wie auch von der 


; Ty 
1 Der Fehler von T ist weitgehend von der GréBe des Verhaltnisses 
H 
: if 
unabhangig; das gleiche gilt im Falle a) fiir den relativen Fehler von vat 
H 
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durch SAna-Gleichung und Gl. (1) bzw. (2) bedingten Temperaturab- 
hingigkeit des Verbreiterungsmechanismus der Wasserstofflinien. 

Die durch Vergleich des ScHMALJOHANNschen Linienprofils mit dem 
gemessenen unter Benutzung der SaHA-Gleichung ermittelten Tem- 
peraturen (Tabelle 1) sind im untersuchten Druckbereich (40 bis 140 Atm) 
im Mittel um 10% gréBer als die unabhangig von der HortsMarkschen 
Theorie durch die Messung von J, und J,,- (Schnittpunkt Kurve I und 
III) bestimmten. Dieser Unterschied diirfte als Fehler der nach SCHMAL- 
JOHANN ermittelten Temperatur aufzufassen sein, da das gemessene und 
das berechnete Linienprofil lediglich im auBeren Fligel miteinander zur 
Deckung gebracht werden kénnen (Fig. 4), und der Einflu8 der Elek- 
tronen auf die Linienverbreiterung (der LENzschen Bedingung zufolge) 
nicht beriicksichtigt wird. 

H. Griem hat versucht, die Verbreiterung durch die Elektronen mit 
zu beriicksichtigen. Auf Grund des von ihm angegebenen H,-Profils 
erhalt man Elektronendichten, die im vorliegenden Falle um einen 
Faktor 3 bis 4 kleiner sind als die nach SCHMALJOHANN bestimmten. 
Man berechnet daraus mit Hilfe der SAHA-Gleichung Temperaturen, die 
noch um etwa 1500° kleiner sind als die durch die Messung von J,, und 
T,- (unabhangig vom SCHMALJOHANNschen Linienprofil) bestimmten. 
H. GrieM versucht diese Differenz zu erklaren, indem er annimmt, daB bei 
den hohen Elektronendichten Mehrfachst6Be der Elektronen auftreten. 


Herrn Professor Dr. W. LOCHTE-HOLTGREVEN, der diese Arbeit an- 
regte, mdchte ich auch an dieser Stelle fiir die groBziigige Forderung 
meines Studiums sehr herzlich danken. 
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Gesetzmafigkeiten 
in Elektronenbeugungsaufnahmen 
von Antimonschichten mit Textur. 
Von 
ULRICH ZORLL. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 18. Juli 1954.) 


Diinne Schichten des rhomboedrischen Antimons, die durch Aufdampfen auf ein 
Kollodiumhautchen im Hochvakuum hergestellt wurden und bei denen die Kri- 
stallite mit ihrer 111-Ebene parallel zur Hautchenoberflache ausgerichtet sind, 
zeigen bei Durchstrahlung mit schnellen Elektronen ausgepragte Texturen. Es 
wird abgeleitet, daB bei dieser Kristallitanordnung die Interferenzreflexe bei be- 
hebigen Winkeln, unter denen der Elektronenstrahl auf die Schicht einfallt, immer 
auf einem System von Geraden und Ellipsen und bei Einfallswinkeln tiber 34° 
auch teilweise auf Hyperbeln liegen, die in den entsprechenden Diagrammen deutlich 
zu erkennen sind. 


Wenn eine diinne Schicht, die zum Zweck der Durchstrahlung mit 
schnellen Elektronen auf ein diinnes Tragerhaéutchen aus Kollodium 
aufgedampft ist, einkristalline Struktur hat, so hegt sie im allgemeinen 
mit einer niedrig indizierten (also dicht besetzten) Netzebene 7,775 
parallel zur Hautchenoberflache. Damit ist aber auch die Lage jedes 
Punktes des reziproken Gitters festgelegt. Besteht dagegen die Schicht 
— wie beim Antimon — aus einer Vielzahl kleiner Kristallite, die zwar 
alle auch mit ihrer 7,7273-Ebene parallel zur Hautchenoberflache aus- 
gerichtet sind, sonst aber ganz willkiirlich legen, dann befinden sich die 
Endpunkte der Vektoren )=/,6,+.6,-+-Ag63 der reziproken Gitter 
aller durchstrahlten Kristallite auf Kreisen mit dem Vektor 7, 6; +172. ++ 
+36, als Achse (vgl. Fig. 1). Denn dieser Vektor steht ja senkrecht 
zur Hautchenoberflache, die seinen Anfangspunkt, den Nullpunkt der 
reziproken Gitter aller Kristallite, enthalten soll. 

In einem kartesischen Koordinatensystem (x’, y’, 2’), das so gewahlt 
ist, daB die x’- und y’-Achse in die Hautchenoberflache fallen, wie man 
in Fig. 1 erkennt, geniigen die Kreise dann den Gleichungen 


1 (mb + Mo be + sbs) _ Fi, pp, (1) 
24> | by + Me be + 13 bs (Ay, 2) 3) 
— yP a2 = IO tbs + Me be + 9b]! _ GE (p, hy, Ie). (2) 
OANA as Taare parerey erm eC 


Im vorliegenden Fall kann die Ewarpsche Ausbreitungskugel durch 


ihre Tangentialebene, die Ausbreitungsebene, ersetzt werden. Sie fallt 
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bei senkrechtem Einfall des Elektronenstrahles auf die Schicht mit der 
Hautchenoberflache zusammen. Kippt man die Schicht, d.h. strahlt 
man unter einem von Null verschiedenen Winkel ein, so gilt fir die 
Ausbreitungsebene in dem gewahlten Koordinatensystem die einfache 
Gleichung: 

w= y tee, (3) 


wenn ihr Schnitt mit der Hautchenoberflache in die x’-Richtung fallt, 
eine Annahme, die keine Einschrankung der Allgemeinheit in sich 
schlieBt. Die Schnittpunkte der Ausbreitungsebene mit dem System 


Fig. 1. Schematische Darstellung der geometrischen Verhaltnisse im Raum des reziproken Gitters. H Haut- 

chenoberflache, A Ausbreitungsebene, g Neigungswinkel der beiden Ebenen bzw. Einfallswinkel des Elek- 

tronenstrahles; x’, y’, 2’ mit der Hautchenoberflache verbundenes Koordinatensystem; x, y mit der Aus- 

breitungsebene verbundenes Koordinatensystem. 7, 6; +7. 6.+- 736, die Texturrichtung reprasentierender 

Vektor; § beliebiger reziproker Gittervektor; @ Radius des Kreises, auf dem der Endpunkt von b liegt; 

2’ Hohe des Kreises tiber der Hautchenoberflache; P, und P, Schnittpunkte dieses Kreises mit der 
Ausbreitungsebene, 


von Kreisen, z.B. PR, und P, in Fig. 1, zeigen dann mégliche Interferenz- 
reflexe an. Um zu sehen, wie sie in der Ausbreitungsebene liegen, wird 
in dieser ein neues Koordinatensystem durch die Transformationen 


y= (4) 


cose ” 


/ 


X= % (5) 
eingefiihrt. 
Damit ergeben sich fiir die Koordinaten der Reflexe in der Aus- 
breitungsebene die Gleichungen 


V sing =— Le, boy rel (6) 
x? ae wA\cos? p= iG? (hy, Nat Mg): (7) 


Die Gl. (6) stellt eime Schar von Geraden parallel zur Kippachse der 
Schicht dar, Gl. (7) immer eine Schar von dhnlichen Ellipsen. Beide 
Scharen enthalten als Parameter die nach den Gln. (1) und (2) zu be- 
rechnenden Funktionen F(/,, hz, hs) und G(h,, hg, hg). Die Geraden und 
Ellipsen werden sich offenbar dann gut beobachten lassen, wenn die 
Funktionen f und G so beschaffen sind, daB sie fiir moglichst viele 
Indextripel h,hgh3 jeweils gleiche Werte annehmen. Das ist z.B. der 
Fall bei einem rhomboedrischen Gitter (wie es beim Antimon vorliegt), 
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dessen 114-Ebene parallel zur Schichtunterlage verladuft, wo die Be- 

stimmung von F und G nach den Vorschriften der Gln. (1) und (2) zu 

den Beziehungen: . 
F(hy, hy, ha) = b| Ee ee See (8) 


5 


2} 


G(h,, he, hs) = b| SS a i, a, 


fuihrt!, 


Fig. 2au. b. a Elektroneninterferenzdiagramm einer dtinnen Antimonschicht bei Einstrahlung unter m= 45°. 
b Ubersichtsskizze zu diesem Diagramm, in der einige Geraden, Ellipsen und Hyperbeln, auf denen die 
Reflexe liegen, hervorgehoben sind. x, y Koordinatensystem wie in Fig. 1. Die Bedeutung von S, Q und n 
ist im Text erldutert. 
Auf den Geraden ist also die Summe der Indizes S=h,+h,.+hg 
: : 5 : ; 
konstant, auf den Ellipsen die quadratische Form 0 =/Aj+h5+h2 — 
hyhyg—hgh3—hgh,. Beide, Geraden und Ellipsen, sind in den Fig.2 
und 3 deutlich zu erkennen?. 
Die Koordinaten der Reflexe ergeben sich dann aus den Gln. (6) 
und (7) zu: F 
i sing : 
x= + |G? — F* cotg’g. (11) 
In der Fig. 2 fallt aber weiter deutlich auf, dab einige Reflexe anschei- 
nend noch auf Hyperbeln liegen und zwar geniigen die Indizes dieser 
Reflexe den Bedingungen: 


(10) 


h=m-+n, (12) 
h,=m—n, (13) 
hg = 0; (14) 


1 Bei einem rhomboedrischen Gitter haben die primitiven Translationen des 
reziproken Gitters h,, b, und b, alle den gleichen Betrag b und schlieSen unter sich 


den Winkel f ein. 
2 Vel. hierzu auch RUHLE, R.: Optik 7, 279 (1950). 
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wobei m und n ganze Zahlen bedeuten. Setzt man diese Ausdriicke ftir 
h,, ty und hs unter Beriicksichtigung von (8) und (9) mit den Werten 
fiir das reziproke Antimongitter? b=0,282 A) und cos B= —0,352 
in die Gln. (40) und (14) ein, so kann man aus diesen m eliminieren und 
bekommt damit die Gleichung eines Kegelschnittes, welche lautet?: 


ie y? (2,28 sin? m — cos? p / 
0,215 n? = Sone eet (15) 
Wenn die Differenz 2,28 sin? g — cos? p positiv ist, stellt die Gl. (15) tat- 
saichlich eine Hyperbel dar. 
Die Laufzahl m deutet an, daB es sich hier um eine Hyperbelschar 
handelt, wie aus den Fig. 2 und 3 auch hervorgeht. 


ao 


—_ 


aa 


we 


Fig. 3a u. b. a Elektroneninterferenzdiagramm derselben Antimonschicht wie in Fig. 2 bei Einstrahlung 
unter = 60°. b Ubersichtsskizze zu diesem Diagramm, Text wie unter Fig. 2. 


Von Interesse sind nun noch die Asymptoten der Hyperbeln, die 
durch den Nullpunkt des Koordinatensystems in der Ausbreitungsebene 
verlaufen und in ihrer Lage gegen die x-Achse durch den Richtungs- 
tangens 


tg y= 


| SD = (16) 
+t 2.28 sin? @ — cos? p 
bestimmt sind. 

Dieser Tangens wachst tiber alle Grenzen fiir 2,28 sin? p = cos? p oder 
p = 33°30’, d.h. die Hyperbeln sind also nur bei Einfallswinkeln von 

SS Bylo y eQObachte aj / 4 a ~ 
p > 34 zu beobachten. Bei Annaherung an diesen Grenzwert entarten 
sie zu einer aquidistanten Geradenschar, die jedoch zu der durch die 


Gl. (6) gegebenen senkrecht verlauft. Bei noch kleineren Einfallswinkeln 


Diese Werte wurden berechnet nach den Angaben fiir das Antimongitter von 
~ . bn : Y] . ~ : = 
R. Grocer, Materialpriifung mit Réntgenstrahlen, Berlin-Géttingen-Heidelberg 
1949, S. 2514. 


* ~ und y sind in Gl. (15) in [A-1) einzusetzen. 
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liegen die Reflexe nach der Gl. (15) dann auf einer Ellipsenschar, die 
von der durch Gl. (7) gegebenen verschieden ist. Diese Elhipsen werden 
aber fiir ~=0° auch zu Kreisen. 

Den kleinsten méglichen Wert erreicht der tg y fiir einen Einfalls- 
winkel y = 90°, womit sich ein Wert von y= 33°30’ ergibt. Eine kleinere 
Neigung der Asymptoten gegen die x-Achse, die reelle Achse der Hyper- 
beln, ist also nicht méglich. 

Zur besseren Ubersicht sind die Hyperbeln mit den Laufzahlen = 1 
und = 2 sowie ihre gemeinsamen Asymptoten in den Fig. 2b und 3b 
noch einmal besonders eingezeichnet. Man erkennt deutlich die oben 
abgeleitete Abhangigkeit ihrer Gestalt vom Einfallswinkelg, der den 
Wert von 45° bei der Fig. 2 und 60° bei Fig. 3 annahm. 

Die Anordnung der Reflexe auf den Geraden und Ellipsen und bei 
grOBeren Einfallswinkeln auch auf den Hyperbeln beweist schlieBlich, 
daB die Annahme tiber die Struktur der Antimonschicht richtig ist, wo- 
nach die Kristallite lediglich mit ihrer 111-Ebene parallel zur Unterlage 
und sonst willktirlich liegen!. Das Auftreten der Hyperbeln ist eigentlich 
nur von mathematischem Interesse. Auf ihnen liegen némlich — soweit 
es sich beobachten la8t — nur Ebenen der Zone [001]. Es erscheint aber 
durchaus moglich, daB sich bei geeigneter Wahl von Bedigungen fiir die 
Indizes h,, h, und h, ahnlich denen der Gln. (12), (13) und (14) noch 
andere Kurven ergeben, auf denen die Reflexe hegen. Derartige Kurven 
k6nnen sich in anderen Elektronenbeugungsdiagrammen vielleicht auch 
deutlich zu erkennen geben und fiir deren Deutung von Wichtigkeit sein. 


Herrn Professor MONCH mochte ich fiir sein stets f6rderndes Interesse 
an dieser Arbeit meinen Dank aussprechen. 


Halle a.d. Saale, U1. Physikalisches Institut der Martin-Luther- 
Universitat. 


1 Oft ist auch eine weitergehende Orientierung zu beobachten; sie gibt sich 
dadurch zu erkennen, daB auch beim Einfallswinkel m= 0° die Interferenzringe in 
regelmaBiger Weise in einzelne Bégen aufgetcilt sind. Vgl. z.B. v. Laur, M.: 
Materiewellen und ihre Interferenzen, S. 125, Leipzig 1948. 
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Gitterkonstanten und Textur 
diinner Indiumschichten. 
Von 
URZori 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. September 1954.) 


An diinnen, im Hochvakuum auf Kollodiumhautchen aufgedampften Indium- 

schichten wird mit Hilfe des bekannten LiF-Gitters eine Gitterkonstantenbestim- 

mung aus Elektronenbeugungsdiagrammen vorgenommen. Weitere Diagramme, 

die mit schrag auf die Indiumschicht einfallendem Elektronenstrahl erhalten wurden, 

zeigen, das der iiberwiegende Teil der Kristallite mit der (111)-Ebene parallel zur 

Unterlage orientiert ist. Es scheint jedoch fiir einen geringen Teil der Kristallite 
; noch eine andere Orientierung zu bestehen. 


Die diinnen Indiumschichten wurden bei einem Druck von 10% bis 
10° Torr auf ein Tragerhaéautchen aus Kollodium aufgedampft und 
anschheBend mit schnellen Elektronen (Beschleunigungsspannung etwa 
55 kV) durchstrahlt. Bei senkrechtem Einfall des Elektronenstrahles 
ergab sich das in Fig. 1a wiedergegebene Interferenzdiagramm. Die 
Indizierung war bei Annahme des bekannten flachenzentriert-tetra- 
gonalen Gitters’ einwandfre1 méglich. Zur Bestimmung der Gitter- 
konstanten diente als Eichsubstanz LiF?, das in diinner Schicht auf die 
Riickseite des Hautchens gedampft wurde. Das Diagramm des LiF 
tiberlagert sich dem des Indiums, wie es in der Fig. 1b deutlich zam Aus- 
druck kommt. Die scharfsten Interferenzringe wurden vermessen und 
aus ihnen die Gitterkonstanten des tetragonalen Gitters durch Aus- 
gleichsrechnung zu: 


a=4615A, c=4,910A 


bestimmt. Der relative Fehler dieser Werte ist sicher kleiner als + 2/9. 

Um einen eventuell auftretenden Fehler zu erfassen, der dadurch 
entsteht, daB der Elektronenstrahl zuerst die Indiumschicht, dann das 
Kollodiumhautchen und schhieBlich die LiF-Schicht durchsetzt und damit 
in der angegebenen Reihenfolge an Energie verliert, wurde die Gitter- 
konstantenbestimmung auch an einem Diagramm vorgenommen, bei dem 
die Durchstrahlung in umgekehrter Richtung vor sich ging. Dabei ergaben 
sich innerhalb der Fehlergrenzen die gleichen Werte fiir a und c, ein 
FinfluB der Reihenfolge der Durchstrahlung war also nicht festzustellen. 

' Nahere ausfiihrliche Literaturangaben in GMELIns Handbuch der anorgani- 


schen Chemie, 8. Aufl., Nr. 37, S.25. Berlin 1936. 
* Konic, H.; Naturwiss. 34, 375 (1947). 


Gitterkonstanten und Textur diinner Indiumschichten. 


Wahrend die Aufnahme der Fig. 1a zunachst den Eindruck erweckt, 
daB die Indiumschicht eine polykristalline Struktur ohne Vorzugsrich- 


tungen hat, verraten die 
in den Fig. 2 und 3 wieder- 
gegebenen Diagramme, 
die beischrag einfallendem 
Elektronenstrahl aufge- 
nommen wurden, daB bei 
den Schichten doch eine 
Textur vorhanden ist. 
Beisenkrechter Durch- 
strahlung (Fig. 1a) fallen 
vor allem die Reflexe (220) 
und (202) durch ihre groBe 
Intensitat auf. Es ist da- 
her zu vermuten, daB eine 
Netzebene des reziproken 
Gitters, die diese Reflex- 


punkte enthalt — und 
zwar ware das die (111)- 
Ebene — anndhernd die 


Tangentialebene 


In 
(422) = 
(311) 
(220) /(202) — 
(200) 
LiF 
(200) 
(220) 
(420) =] 
‘ 
a b 
Fig. 1a u. b. a Interferenzdiagrainm einer dtinnen Indiumschicht 


bei senkrechter Durchstrahlung. b Interferenzdiagramm der glei- 

chen Schicht mit LiF-Eichringen. Die Interferenzringe des Indiums 

(220) und (202) sind in den Originalaufnahmen scharf voneinander 

getrennt und erscheinen nur hier durch das Wiedergabeverfahren 
als ein breiter Ring. 


Ewatpschen Ausbrei- 


tungskugel bildet. Das bedeutet wegen der Kleinheit der Wellenlange 


Fig. 2. 


Fig. 3. 


Fig. 2. Interferenzdiagramm einer diinnen Indiums« hicht bei einem Einfallswinkel des Elektronenstrahles 


von 31°. 


Fig. 3. 


Die Reflexe liegen annahernd auf Geraden, auf denen die Indizessumme jeweils konstant ist und 
den rechts angegebenen Wert hat. 


Interferenzdiagramm wie in Fig. 2, das bei einem Einfallswinkel von 53° aufgenommen wurde, 


praktisch, daB die Ausbreitungskugel diese Reflexpunkte trifft. Da 
aber die (111)-Ebene des reziproken Gitters nur eine geringe Neigung 
gegen die (111)-Ebene des eigentlichen Raumgitters des Indiums hat, 


656 ULRICH ZORLL: 


ist anzunehmen, daB die Kristallite mit dieser Netzebene parallel zur 
Unterlage ausgerichtet sind. Eine gute Kontrolle fiir diese Annahme 
bietet die Anwendung eines schon friiher beschriebenen Verfahrens?. 
Die dort angewandte Methode besagt, daB bei schrag einfallendem 
Strahl die Reflexe mit den Indizes (/,, hy, hy) im Interferenzbild auf 
Geraden parallel zur Kippachse des Objektes liegen miissen, deren Ab- 
stande von der durch den Mittelpunkt des Diagramms gehenden Ge- 
raden gegeben sind durch 
Pee (hy by + fg by + hg bs, b, + b, + Bs) (1) 
: |b, + by + bg] sing 


Die Ausrechnung fuhrt aut: 


2 
a 
hy hy + = Ne 


2 


= ee (2) 
Bo) 
al) + : sin p 
ee 


az 


Da das tetragonale Indiumgitter annahernd kubisch ist, kann in Gl. (2) 
a. +c 


2 


NeKelake YAULS 


—d gesetzt werden, wodurch sie sich wesentlich verein- 


y= \3 (hy + hy + hy). (3) 


3d sing 


Die Einzeichnung dieser Geraden in die Diagramme der Fig. 2 und 3 
zeigt auch tatsachlich, daB die Schwerpunkte der Reflexbégen auf diese 
Geraden zu liegen kommen und daB ihre Indizestripel auch die Gl. (3) 
erfillen. Demnach stellt die (111)-Richtung des reziproken Gitters 
tatsachlich die Texturachse der Kristallite dar. Das Ergebnis wurde 
auch durch Anwendung einer von KIRCHNER? angegebenen Methode zur 
Texturbestimmung bestatigt. 

Wenn nun alle Kristallite der Schicht in dieser Weise ausgerichtet 
waren, muBten in den Diagrammen der Fig. 2 und 3 nur Reflexbégen zu 
beobachten sein; statt dessen sind aber trotzdem noch die vollstandigen 
DEBYE-SCHERRER-Ringe — wenn auch nur mit geringer Intensitat — 
zu erkennen. Vor allem aber zeigt dann das Diagramm der senkrechten 
Durchstrahlung (Fig. 1a) zu viele Interferenzringe. Das wird an Hand 
der Fig. 4 verstandlich, die schematisch die Lage der Punkte des rezi- 
proken Gitters zu der Texturachse darstellt unter der vereinfachten 
Annahme eines kubischen Gitters fiir das Indium, deren Berechtigung 
oben gezeigt wurde. Diese Achse, reprasentiert durch den Vektor 
b, + by + bg, fallt in die z-Richtung, sie gibt gleichzeitig die Einfallsrich- 
tung des Elektronenstrahles an. Die Ausbreitungskugel hat demnach 
eine Lage, die durch ihre Spur A B in der Zeichenebene gekennzeichnet 


1 ZORLL, U.: Z. Physik 139, 649 (1954). 
2 KIRCHNER, Psy) Z) Physik’ 76, 593° (1932), 
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ist. Es fallen dann die Reflexe! (220), (422) und (440) auf diese Aus- 
breitungskugel, d.h. sie allein miiBten im Diagramm zu beobachten sein. 
Die Lage der iibrigen Gitterpunkte, die Interferenzreflexen in Fig. 1a 
zugeordnet sind, zu der Ausbreitungskugel zeigt die Fig. 4 ebenfalls 
und es ist beim Vergleich mit Fig. 1a offensichtlich, daB diejenigen 
Reflexe, die der Ausbreitungskugel am nachsten gelegen sind, auch noch 
eine verhaltnismaBig groBe Intensitat haben. Denn es gentigt schon eine 
Kippung der Texturachse um einen Winkel bis zu etwa 20°, wobei die Aus- 
breitungskugel in die Lage A’ B’ kommt, damit diese eine weitere Anzahl 
von Reflexpunkten erfaBt. 3 

Das Auftreten des (200)- 
Ringes in Fig. 1a dagegen, 
der doch immerhin merk- 
liche Intensitat hat (wah- 


B' 
511)ss 


2 @ 
222)s (420)s 


8 Q oe 
NNT : (317)st (331)m (531)ss 
rend der (002)-Ring nicht : whine 8 
zu beobachten ist); kann 4 220)sst (422)st (440)s 
so nicht erklart werden. Fig. 4. Schematische Darstellung der Lage der Punkte des 
reziproken Gitters zur Texturachse, der (111)-Richtung des 


Es ist daher anzunehmen, reziproken Gitters. A B Spur der Ausbreitungskugel bei Uber- 
epee cece Sm feed te ome 2 
Teil der Kristallite voll- fallsrichtung gegen die Texturachse um 20° geneigt ist. Hinter 
5 : =i - den Indizes sind die Intensitaten der Interferenzen in Fig. 1a 
standig unorientiert auf ers 
dem Hautchen _ befindet. 
Es sei aber noch darauf hingewiesen, daB in den Fig. 2 und 3 gerade 
der (200)-Ring noch Intensitatsmaxima zeigt, die durch eine Vorzugs- 
orientierung nach (111) nicht erklart werden kénnen, sondern fiir die 
sich nach KIRCHNER? eine Neigung der Normalen der (100)-Ebene gegen 
eine andere Texturachse von 78° ergibt. Wie diese Achse zu indizieren 
ist, muB weiteren Untersuchungen iiberlassen bleiben. 

Die Texturuntersuchungen haben also ergeben, daB in der aufge- 
dampften Indiumschicht der iiberwiegende Teil der Kristallite sich mit 
der (111)-Ebene parallel zur Unterlage ausrichtet, wobei jedoch anschei- 
nend eine Neigung der Vorzugsrichtung der Kristallite untereinander 
bis zu etwa 20° auftritt. Ein geringerer Teil der Kristallite dagegen ist 
vollig willkiirlich angeordnet. Weiterhin scheint aber auch fiir einen Teil 
der Kristallite noch eine andere Vorzugsrichtung zu bestehen. 


Herrn Professor MOncu danke ich vielmals fiir sein wohlwollendes 
Interesse an dieser Arbeit. 

Halle a.d. Saale, 11. Physikalisches Institut der Martin-Luther- 
Universitat. 


1 Im Falle des tetragonalen Gitters waren in der Fig. 4 statt eines Gitter- 
punktes je zwei nahe beieinanderliegende einzuzeichnen. Fiir die Ubersicht iiber 
die zu erwartenden Reflexe geniigt aber diese vereinfachte Darstellung. 


2 KIRCHNER, F.: a. a. O. 
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